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Resumo
A eletrodinâmica bidimensional, uma teoria invariante sob transformações U(1), é um sis-
tema com solução exata de grande interesse na física, principalmente por sua aplicabilidade
em sistemas de dimensões reduzidas em matéria condensada, mas também como um toy
model para examinar sistemas mais complicados. Isto também é válido para a gravidade
bidimensional, uma teoria invariante sob transformações SO(2), especialmente na busca
por uma quantização consistente da gravidade. Motivado pela conhecida existência de um
isomorfismo entre U(1) e SO(2), aqui, no formalismo de primeira ordem, é apresentado
um mapa entre essas teorias com acoplamento a férmions de Dirac. Dessa forma, o mapa
conecta dois pontos. O ponto de partida é a ação de Maxwell-Dirac para a eletrodinâmica
bidimensional com um termo extra: um termo de borda que carrega campos extras que
são introduzidos para que o número de campos independentes de ambas as teorias coinci-
dam. O outro ponto é uma ação de Mardones-Zanelli que descreve gravidade de Lovelock
bidimensional somada a uma ação fermiônica e outra com campos extras. O acoplamento
férmion-gravidade obtido claramente viola as simetrias de paridade (P) e reversão temporal
(T) devido ao termo de interação da ação além de gerar uma simetria de calibre não usual
para os férmions. O mapeamento é também estudado via formalismo BRST para garantir
segurança do significado físico e para realizar a quantização do modelo.

Palavras-chaves: Teorias de calibre, Gravidade, Eletrodinâmica, Formalismo BRST.





Abstract
Two-dimensional electrodynamics, a theory invariant under U(1) transformations, is an
exact solvable system of great interest in Physics, mainly because of its usage in two-
dimensional condensed matter systems, but also as a toy model used to probe more
complicated systems. The latter statement is also valid for two-dimensional gravity, a
theory invariant under SO(2) transformations, specially in the pursuit of a consistent
quantization of gravity. Motivated by the well known existence of an isomorphism between
U(1) and SO(2), here, in the first order formalism, it is presented a map between these
theories with Dirac fermions coupling. Then this map conects two points. The starting
point is the Maxwell-Dirac action for two-dimensional electrodynamics with an extra
term: a boundary one that carries extra fields which are introduced in order to match
the number of independent fields of both theories. The other point is a Mardones-Zanelli
action describing Lovelock two-dimensional gravity plus a fermionic action and another
one with extra fields. The resulting coupling fermion-gravity clearly violates parity (P)
and time reversal (T) symmetries due to the interacting term of the action, in addition to
generating an unusual gauge symmetry for the fermions. The mapping is also studied via
BRST formalism to guarantee the security of the physical meaning and to perform the
quantization of the model.

Key-words: Gauge theories, Gravity, Electrodynamics, BRST formalism.
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1 Introdução

Um dos maiores problemas ainda em aberto na física é a unificação das quatro
interações (ou forças) fundamentais. O modelo padrão é descrito pela teoria de Yang-
Mills, uma teoria de calibre (ou de gauge) não abeliana que assume que a natureza deva
ser invariante sob transformações dos grupos SU(3), SU(2) e U(1) em cada ponto do
espaço-tempo formando uma simetria local. Dessa forma, o modelo padrão descreve três
das quatro interações fundamentais: a nuclear forte (através da cromodinâmica quântica
- QCD - com o grupo SU(3)), a nuclear fraca (através da dinâmica quântica de sabor -
QFD - com o grupo SU(2)) e o eletromagnetismo (através da eletrodinâmica quântica
- QED - com o grupo U(1)). Esta é uma teoria de enorme sucesso em sua escala de
aplicação: é uma teoria de calibre renormalizável, sem anomalias, quantizável e preditiva
[1] (apesar de apresentar alguns problemas como, por exemplo, não ser capaz de explicar
o fato de neutrinos possuírem massa [2]). Já a quarta interação fundamental da natureza,
a gravidade (descrita através da relatividade geral - RG), ainda não possui uma versão
quantizada, resistindo, portanto, à unificação com o modelo padrão. Então, um primeiro
passo em busca da descrição quântica da gravidade para tentar a unificação das interações
fundamentais seria escrever a gravidade como uma teoria de calibre para colocá-la em
pé de igualdade com o modelo padrão. Isso foi alcançado e a formulação de calibre da
gravitação, que também pode ser chamada de formalismo de primeira ordem da gravitação
[3, 4, 5, 6], será explorada neste trabalho.

Diante deste contexto, é interessante partir de casos de dimensão reduzida como
toy models para averiguar possibilidades de unificações. Particularmente neste trabalho,
que rendeu artigo que se encontra em fase de publicação e já pode ser acessado em [7],
é apresentado um mapeamento entre eletrodinâmica e gravitação bidimensionais com
acoplamento fermiônico que se baseia no isomorfismo entre os grupos de calibre de cada
teoria, U(1) e SO(2) respectivamente. É importante mencionar que, aqui, as 2 dimensões
(2D), são entendidas como 2 dimensões espaço-temporais, ou seja, (1+1)D, significando 1
dimensão espacial e 1 dimensão temporal. Não somente, o espaço-tempo será assumido
como uma variedade diferenciável euclidiana por simplicidade e também para que se possa
fazer uso do isomorfismo mencionado, já que se o espaço-tempo fosse de Minkowski, o grupo
de calibre da gravitação seria o SO(1, 1) que não é isomorfo ao grupo U(1). Essa escolha
também se deve ao futuro desejo de realizar a quantização do modelo que será construído
neste trabalho: este processo de quantização não é possível de se realizar diretamente em
um espaço-tempo de Minkowski. Portanto, os cálculos são realizados no espaço-tempo
euclidiano e, ao final, se for desejado, é possível realizar uma rotação de Wick [8] para se
estar no espaço-tempo de Minkowski.
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Do ponto de vista prático, a eletrodinâmica bidimensional, por ser um sistema com
solução exata [9, 10, 11], é de grande interesse na física, principalmente em sistemas de
dimensões reduzidas em matéria condensada [12, 13, 14]. Portanto seria enriquecedora
uma nova descrição para o comportamento de um férmion, como por exemplo o elétron, em
um sistema destes. Do ponto de vista conceitual, em física, é muito útil realizar reduções
dimensionais durante o enfrentamento de problemas com sistemas muito complicados para
ganhar entendimento dos conceitos fundamentais. Isso é comumente feito, por exemplo,
em aulas de mecânica clássica ou quântica quando as análises são feitas a partir de uma
perspectiva bidimensional para evidenciar os pontos cruciais das teorias. Para o caso da
eletrodinâmica bidimensional, pedagogicamente não se faz muito isso, mas há diversas
aplicabilidades, como o modelo de Ising [15], por exemplo.

Por outro lado, gravitação bidimensional também é um sistema com solução exata
[16] e tem sua gama de aplicações, principalmente na busca por uma teoria quântica da
gravidade. Em duas dimensões é possível quantizá-la de maneira consistente [17, 18, 19,
20, 21, 22], motivando a busca para a quantização em 4 dimensões [23]. Também é possível
desenvolver descrições geometrodinâmicas de certos sistemas de calibre [24, 25, 26, 27, 28,
29, 30, 31] onde a gravidade (geometrodinâmica) é empregada como alternativa ao modelo
de calibre usual.

O trabalho está organizado da seguinte maneira. No Capítulo 2, são estabelecidos os
fundamentos da teoria eletrodinâmica em 2 dimensões no espaço euclidiano e é explorado
como exemplo o caso da determinação do campo elétrico gerado por uma configuração
arbitrária de partículas carregadas. No Capítulo 3, a gravitação no formalismo de segunda
ordem é revisada e o formalismo de primeira ordem é apresentado com mais aprofundamento.
No Capítulo 4, o mapeamento entre a eletrodinâmica bidimensional com acoplamento
fermiônico e a gravitação bidimensional é estabelecido e os principais resultados obtidos
são discutidos: a teoria de gravidade encontrada é exótica, contando com um termo de
acoplamento entre os férimons e o campo de calibre que viola paridade (P) e reversão
temporal (T), além de conferir aos férmions uma simetria de calibre distinta. No Capítulo
5, é realizada a quantização do mapeamento pelo uso do formalismo BRST, verificando a
fisicalidade de cada termo do modelo apresentado, chegando a uma teoria de gravidade
quântica a partir da eletrodinâmica quântica. Por fim, o Capítulo 6 aborda as conclusões
e aponta as perspectivas deste trabalho.

Antes de seguir, é importante informar que nesta dissertação é utilizada teoria
clássica de campos e teoria de calibre, mas não vão ser definidos os conhecimentos básicos.
Para referências com aprofundamentos, consultar [32].
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2 Eletrodinâmica em 2 dimensões

Sendo a eletrodinâmica bidimensional o ponto de partida do mapeamento que será
proposto no presente trabalho, este capítulo está dedicado a fornecer, de maneira breve,
os fundamentos para sua compreensão.

2.1 A Liberdade de Calibre das Equações de Maxwell
As equações de Maxwell são os pilares da teoria eletromagnética e podem ser escritas

de diversas maneiras como, por exemplo, através do cálculo vetorial, do cálculo tensorial
ou do cálculo exterior [33]. Ao analisar a eletrodinâmica de corpos em movimento, Albert
Einstein elaborou, em 1905 [34], o que é hoje conhecida como a teoria da relatividade restrita.
A relatividade geral é uma decorrência desta última teoria e faz enorme uso de geometria
diferencial para seu estudo, sendo extremamente úteis as ferramentas do cálculo exterior
principalmente porque neste formalismo os objetos já são invariantes por difeomorfismos1.
Assim, como este trabalho lida de certa forma com a equivalência entre eletromagnetismo e
gravitação, ao longo do texto será feita de maneira recorrente a apresentação das equações
sob o uso de formas diferenciais como padronização. Propriedades deste formalismo assim
como breve discussões sobre seu uso podem ser consultadas no apêndice A. Além disso, o
produto exterior ∧ será omitido ao longo de todo o trabalho.

Isto posto, as equações de Maxwell podem ser escritas da seguinte maneira fazendo
uso do cálculo exterior [35]:

∗d ∗ F = J , (2.1)

dF = 0 , (2.2)

em que J é a 1-forma densidade de corrente (fonte de campo) e F é a 2-forma intensidade
de campo eletromagnético, definida em termos da 1-forma potencial vetor A como2:

F = dA . (2.3)

Diante disso, a liberdade de calibre fica evidente já que pelo Lema de Poincaré
(A.21), a equação (2.3) e por conseguinte (2.1) e (2.2) são invariantes por transformações
1 Um difeomorfismo entre duas variedades é um mapa de classe C∞ que possui inversa também de

classe C∞. Assim, pode ser entendido como uma mudança geral de coordenadas. Para definições mais
aprofundadas, consultar [8].

2 Na linguagem covariante do cálculo tensorial, as grandezas são dadas em termos apenas das suas
componentes: J = Jidxi em que Ji = (ρ, j⃗) sendo ρ a densidade de carga e j⃗ a densidade de
corrente; F = 1

2Fijdxidxj em que Fij = ∂iAj − ∂jAi; e A = Aidxi em que Ai = (ϕ, A⃗) sendo ϕ o

potencial elétrico e A⃗ o potencial vetor. Por ser um caso bidimensional, é convencionado que os índices
a, b, ... ∈ {0, 1}.
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do tipo:
A → A′ = A+ dα , (2.4)

em que α é uma função escalar bem comportada das coordenadas do espaço-tempo,
caracterizando A como um campo de calibre. Essas são transformações de invariância que
atuam exclusivamente nos campos: não são induzidas por transformações de coordenadas,
caracterizando-as, portanto, como transformações de calibre. Elas podem ser globais, isto
é, não dependem do ponto do espaço e nem do momento no tempo ou, caso contrário,
podem ser locais.

É possível mostrar que a transformação (2.4) pode ser dada em termos do grupo
unitário de simetria U(1), caracterizado por um conjunto cujos elementos obedecem a:

u∗u = 1 ∴ u∗ = u−1 , (2.5)

em que u ∈ U(1) e u∗ é o complexo conjugado de u. O elemento de grupo u pode ser
escrito em sua forma exponencial:

u = eα ∴ u∗ = e−α = u−1 , (2.6)

em que α = −α∗, isto é, α é um complexo imaginário. Assim, se o potencial, como toda
conexão em uma teoria de calibre, se transforma através da representação adjunta [32],
tem-se que:

A′ = u−1(d+ A)u

= A+ u−1du

= A+ u−1udα

= A+ dα ,

(2.7)

deixando evidente que a transformação (2.4) é apenas uma maneira de constatar que a
eletrodinâmica é uma teoria de calibre para o grupo de simetria U(1), um grupo abeliano,
ou seja, o produto definido entre elementos do grupo é comutativo.

É fundamental esclarecer que a eletrodinâmica bidimensional possui uma simetria
local pelo grupo U(1). Mas por outro lado possui uma simetria global pelo grupo de
Poincaré ISO(2) que representa as transformações de Lorentz somadas a translações. A
cada simetria contínua se pode associar uma grandeza conservada, a corrente de Noether
[36]: para o grupo de Poincaré, se obtém a conservação do tensor energia-momento enquanto
que para as transformações locais se obtém a conservação local da carga elétrica.

A teoria de calibre se baseia em um postulado [32]:

Definição 1 (Princípio de Calibre): Todas as quantidades físicas (observáveis) devem
ser invariantes por transformações de calibre.
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Logo, na construção de um princípio de ação, é necessário que a lagrangiana, além de
por definição [37] (em 2 dimensões) seja uma 2-forma, deva conter apenas quantidades
invariantes de calibre. É possível provar que a ação de Maxwell:

SM =
∫ (1

2F ∗ F + A ∗ J
)
, (2.8)

leva justamente às equações de Maxwell (2.1) e (2.2) através da aplicação da equação de
Euler-Lagrange para o potencial A. O primeiro termo representa os campos livres e o
segundo termo representa a interação dos campos com a matéria.

Para acoplar férmions, deve-se ter em mente que estes serão justamente as fontes
de campo e, portanto, o acoplamento é feito substituindo o termo geral de fontes de campo
A ∗ J pela lagrangiana de Dirac com acoplamento mínimo, isto é, trocando a derivada
exterior pela derivada covariante da interação. A parte fermiônica da ação fica dada por
[38]:

SD =
∫

ψ̄ (iγ ∗ D −m ∗ 1)ψ , (2.9)

em que a 1-forma γ = γidx
i, com x ∈ R2 e i, j, k . . . ∈ {0, 1}, é dada em termos das

matrizes gamma de Dirac em duas dimensões (algumas convenções e propriedades estão
listadas no apêndice B). Dessa forma, por comparação, a densidade de corrente de Dirac é
J = ψ̄iγψ. O campo ψ é um férmion de Dirac enquanto que ψ̄ = ψ†γ0 é o seu conjugado
e D = d − A é a derivada covariante exterior para a eletrodinâmica. Pode-se mostrar
que aplicando a equação de Euler-Lagrange para os campos fermiônicos ψ̄ ou ψ se chega
justamente à equação de Dirac:

(iγ ∗ D −m ∗ 1)ψ = 0 . (2.10)

A ação (2.9) é invariante por transformações locais (e, portanto, também por transformações
globais) do tipo (2.4) juntamente com:

ψ → eαψ , ψ̄ → ψ̄e−α , (2.11)

com α = −α∗ sendo um parâmetro infinitesimal local. Isso implica que a intensidade de
campo eletromagnético é um invariante de calibre: δF = 0 pelo Lema de Poincaré (A.21).
A substituição da ação (2.9) na ação (2.8) gera a ação de Maxwell-Dirac da QED [8]:

SQED =
∫ [1

2F ∗ F + ψ̄ (iγ ∗ D −m ∗ 1)ψ
]
, (2.12)

que é, portanto, invariante sob transformações de calibre do grupo U(1) do tipo:

δA = dα ,

δψ = αψ ,

δψ̄ = −αψ̄ .

(2.13)
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2.2 Caso Ilustrativo
Eletrodinâmica bidimensional é um sistema com solução exata e esta seção está

dedicada a mostrar isso através do caso de N partículas que se movem no espaço-tempo
de 2 dimensões na presença de campos eletromagnéticos conforme feito em [9]. É válido
mencionar que, especialmente nesta seção, a utilização do cálculo exterior e das formas
diferenciais será deixada de lado, prezando pelo uso dos tensores e suas componentes pois
serão feitos cálculos mais explícitos. Vale já mencionar que no caso bidimensional não há
campo magnético pois a intensidade de campo é definida através da 2-forma F ≡ F10 = E1,
objeto de 4 componentes sendo 2 delas nulas e as outras duas dependentes entre si devido
à sua antissimetria. As componentes de F podem ser representadas, em duas dimensões,
pela matriz:

Fij =
 0 −E1

E1 0

 = ∂iAj − ∂jAi . (2.14)

Pois bem, a ação para este caso é dada por:

SM = 1
4

∫
d2xFij(x)F ij(x) +

N∑
n=1

mn

∫
dτn +

∫
d2xjiAi , (2.15)

que pode ser reescrita, conforme [10] e [39], como:

SM = 1
4

∫
d2xFij(x)F ij(x) +

N∑
n=1

mn

∫
dτn +

N∑
n=1

qn

∫
dξi

nAi(ξn) , (2.16)

em que a primeira integral se refere aos campos livres, a segunda integral está relacionada
à energia cinética relativística de uma partícula pontual e a última integral se refere
à interação entre essas partículas carregadas e o campo eletromagnético: é o termo de
fonte de campo. Cada uma das N partículas possui, respectivamente, massa mn, carga qn,
coordenadas de espaço-tempo ξi

n, tempo próprio τn, cujo diferencial é:

dτn = dt(1 + v2
n)1/2 = dt

1
γ
, (2.17)

em que t = x0 e vn são o tempo e a velocidade.

Aplicando a equação de Euler-Lagrange com respeito ao potencial vetor Ai, se
obtém a seguinte equação de campo:

∂iF
ij(x) =

N∑
n=1

qn

∫
dξj

nδ(2)(x− ξn) , (2.18)

que é basicamente a equação de Maxwell (2.1), e leva a:

∂1F10 =
N∑

n=1
qnδ(x − ξ1

n(t)) , (2.19)

∂0F10 = −
N∑

n=1
qnvnδ(x − ξ1

n(t)) , (2.20)
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em que x é a componente espacial de x, ou seja, x = x1 e, é claro, τn = ξ0
n. E usando a

equação de Euler-Lagrange agora com respeito às coordenadas das partículas ξi
n se obtém

a equação de campo:

mn
d2ξi

n

dτ 2 = qnF
i
j(ξn)dξ

j
n

dτ
, (2.21)

que é basciamente a força de Lorentz e leva a:

mn
d

dt
((1 + v2

n)−1/2vn) = qnF
1
0(ξn) . (2.22)

Integrando as equações (2.19) e (2.20) se obtém:

F10(x) = −
N∑

n=1
qnθ(ξ1

n(t) − x) + C0 =
N∑

n=1
qnθ(x − ξ1

n(t)) + C1 . (2.23)

Nota-se, portanto, que o tensor intensidade de campo eletromagnético, ou simplesmente o
campo elétrico, tem uma descontinuidade no ponto em que cada partícula está localizada.
Além disso, as equações (2.19) e (2.20) podem ser entendidas como equações para funções
de Green do eletromagnetismo bidimensional visto que são as substituições da equação de
Maxwell (2.1) por inomogeneidades na forma de funções delta de Dirac. Assim, a equação
(2.23) é a função de Green, sendo útil para a composição de soluções gerais já que o método
de Green [40] estabelece que para obter a solução ϕ(x) de uma equação do tipo:

L̂ϕ(x) = f(x) , (2.24)

em que L̂ é um operador diferencial de segunda ordem e f(x) uma inomogeneidade
qualquer, basta resolver a seguinte equação primeiramente:

L̂G(x, x′) = δ(x− x′) , (2.25)

em que G(x, x′) é a chamada função de Green e então obter a solução geral através de:

ϕ(x) =
∫

dx′G(x, x′)f(x′) . (2.26)

Olhando para a equação (2.23), pode-se tirar algumas conclusões. O campo elétrico,
dado através de (2.14) por F10 = E1, de uma única partícula é uma função degrau: é
igual a 0 para valores de x < ξ1

n(t) e vale qn para valores de x ≥ ξ1
n(t), uma vez fixadas

as constantes em C0 = qn e C1 = 0. Dessa forma, nota-se que longe das cargas o campo
elétrico é constante e, assim, constata-se que não há onda eletromagnética em 2 dimensões
mesmo que estas cargas puntiformes estejam em movimento até mesmo acelerado. Logo, a
velocidade da luz c não representa uma velocidade de propagação.
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3 Gravitação em 2 dimensões

Através do mapeamento que será introduzido no Capítulo 4, será visto que é possível
associar eletrodinâmica 2D a um sistema geometrodinâmico 2D, ou seja, um sistema de
gravitação bidimensional. Dessa forma, o presente capítulo se dedica a exibir os pontos
principais que fundamentam esta teoria.

3.1 Formalismo de segunda ordem
Aqui será feita uma revisão sobre a formulação padrão da Relatividade Geral (ou

formalismo de segunda ordem da gravitação), discutida com base em [6, 41, 42, 43].

No início do século XX, Albert Einstein formulou o que hoje se conhece por
Relatividade Geral, uma teoria de gravitação que refinou a gravitação newtoniana. Sua
escrita foi feita em termos de componentes de tensores, e não de formas diferenciais,
portanto será seguido este formalismo nesta seção. O pilar fundamental para a construção
desta teoria foi o princípio de equivalência, que pode ser enunciado da seguinte maneira:

Definição 2 (Princípio de Equivalência Fraco): É sempre possível escolher um refe-
rencial inercial local.

Isto é, a gravidade sempre pode ser localmente eliminada através de uma escolha apropriada
de referencial, de forma que, em uma vizinhança local, o espaço-tempo possua invariância
de Lorentz conforme ilustra a Figura 1. Este princípio pode ser estendido à versão forte:

Figura 1 – A dinâmica de uma partícula dentro de um elevador em queda livre é regida
pelos efeitos da gravidade (direita). Entretanto, escolhendo o referencial de um
observador dentro do elevador é possível descrever perfeitamente a dinâmica
da partícula como se não estivesse sujeita à força gravitacional: este é um
referencial inercial local (esquerda) [42].
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Definição 3 (Princípio de Equivalência Forte): As leis da natureza são as mesmas na
presença de um campo gravitacional uniforme estático e em um referencial equivalentemente
acelerado.

Isto é, é impossível identificar, localmente, se há um campo gravitacional ou se o referencial
adotado está apropriadamente acelerado, como ilustra a Figura 2.

Figura 2 – A dinâmica de uma partícula em um referencial local que está sujeito a um
campo gravitacional (direita) é totalmente equivalente à dinâmica de uma
partícula em um referencial acelerado apropriadamente (esquerda) [42].

Com isso, em 1915, Einstein apresentou em seus trabalhos [44, 45] o que hoje se
conhece como equações de Einstein, que podem ser compiladas da seguinte maneira1:

Gµν + Λgµν = 8πG
c4 Tµν . (3.1)

Assim, pode-se ver que matéria e energia, representadas através do tensor energia-momento
Tµν , curvam o espaço-tempo, representado pelo tensor de Einstein Gµν , mas também
o próprio espaço-tempo afeta a dinâmica da matéria e energia (a força gravitacional é
entendida como consequência da curvatura espaço-temporal, ou seja, é uma descrição
geometrodinâmica). A consequência disso é que a trajetória de uma partícula no espaço-
tempo é uma geodésica, a generalização de linha reta para uma geometria de curvatura
arbitrária, que é por definição uma curva que transporta paralelamente o seu próprio vetor
tangente Uµ:

Uµ∇µU
ν = 0 , (3.2)

em que o transporte paralelo é controlado pela derivada covariante ∇µ, que pode ser
definida através da sua atuação sobre um tensor Xα1...αm

β1...βn
:

∇γX
α1...αm

β1...βn
= ∂γX

α1...αm
β1...βn

+ Γα1
ργX

ρ...αm

β1...βn
+ ...+ Γαm

ργX
α1...ρ

β1...βn

− Γρ
β1γX

α1...αm
ρ...βn

− ...− Γρ
βnγX

α1...αm
β1...ρ ,

(3.3)

1 O termo contendo a constante cosmológica Λ foi adicionado posteriormente por Einstein, em 1917 [46],
de forma ad hoc para se obter soluções cosmológicas estáticas. A presença deste termo foi tema de
muitas discussões no século XX, mas hoje é garantida por consenso da comunidade científica.
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de onde se pode compreender a conexão afim Γα
βγ como uma maneira de corrigir o

transporte paralelo de tensores ao longo do espaço-tempo.

O espaço-tempo pode ter basicamente dois tipos de propriedades As propriedades
métricas (codificadas dentro da métrica) estão relacionadas a medições de distâncias,
ângulos, áreas, volumes e outros no espaço-tempo. A métrica, então, serve para calcular
distâncias entre objetos próximos:

ds2 = gµνdx
µdxν . (3.4)

Já as propriedades afins, representadas pela conexão afim Γα
βγ, estão relacionadas à

covariância sob translações no espaço-tempo, baseada fortemente nas noções de paralelismo.
Portanto, são propriedades muito importantes e completamente independentes, a princípio.

Entretanto, Einstein formulou a relatividade geral com a conexão afim sendo dada
em termos da métrica ao assumir duas propriedades: (i) compatibilidade da métrica, isto é,
∇ρgµν = 0, o que garante que a norma de vetores seja preservada por transportes pararelos;
(ii) torção nula, isto é, Tα

βγ = Γα
βγ − Γα

γβ = 0, o que reduz as componentes da conexão
afim aos símbolos de Christoffel:

Γα
βγ = 1

2g
αρ(∂βgγρ + ∂γgρβ − ∂ρgβγ) . (3.5)

Essas imposições implicam em todo o espaço-tempo poder ser descrito através apenas da
métrica, resultando em equações de segunda ordem para a dinâmica gravitacional, daí o
nome de formalismo de segunda ordem da gravitação para este caso.

Entretanto, essas imposições foram alvo de discussões entre Einstein e o matemático
Élie Cartan [47]. Cartan presava pela independência entre as propriedades métrica e afim,
enquanto que Einstein presava pela economia de campos independentes de acordo com o
que ele postulava para o espaço-tempo: métrica compatível e torção nula. Daqui pra frente,
será seguida a perspectiva de Cartan, que possui mais variáveis (a métrica e a conexão
afim serão independentes) mas é mais econômica nas suposições de partida da teoria (não
se impõe a condição de torção nula, e, sim, apenas a compatibilidade da métrica) e acaba
atribuindo generalidade a ela. Além disso, essa formulação deixa mais evidente as relações
com teorias de calibre.

Pode-se tomar como motivação para a separação entre a métrica e a conexão afim
o fato de que, enquanto a métrica participa da definição da energia cinética das partículas
e do tensor energia-momento, a conexão atua, por exemplo, no acoplamento fermiônico
com a gravidade. Ao considerar sistemas de gravidade quântica, deve-se levar em conta
que, além da massa da partícula, o spin também é responsável por alterar o espaço-tempo,
portanto no caminho pela unificação de todas as interações seria necessário distinguir a
métrica da conexão, levando ao formalismo de primeira ordem que será discutido seção
seguinte.
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É importante mencionar que para quantizar uma teoria é extremamente necessária
a descrição do sistema através do princípio de ação. David Hilbert propôs o princípio de
mínima ação correto para a gravidade no formalismo de segunda ordem em 4 dimensões
que admite espaço plano como uma solução (ou seja, na ausência de fontes de campo -
matéria ou energia): a conhecida ação de Einstein-Hilbert [48]; permitindo geometrias de
curvatura constante, deve-se somar um termo nesta ação: o da constante cosmológica,
resultando em:

SEH [g] = 1
8πG

∫ √
−g

(
R

2 − Λ
)
d4x , (3.6)

em que R é o escalar de curvatura, definido como função da métrica gµν , sua inversa e
suas derivadas, G é a constante de Newton e Λ é a constante cosmológica.

Neste trabalho, será utilizado o princípio de ação para o formalismo de primeira
ordem, logo, serão exibidos, na próxima seção, os objetos e teoremas matemáticos funda-
mentais para a elaboração da ação desejada.

3.2 Formalismo de primeira ordem
Neste formalismo, desenvolvido muito pelos trabalhos de Utiyama [3], Kibble [4]

e Sciama [5], portanto, as propriedades métricas e afins serão codificadas em campos
completamente independentes. O objetivo aqui é construir os objetos fundamentais para
se construir o princípio de ação para a gravitação.

Para tal, começa-se, assim como fez Einstein para a gravitação de segunda ordem,
analisando o princípio de equivalência. Este princípio abre oportunidade de interpretar o
espaço-tempo como uma variedade diferenciável D-dimensional M que possui em cada
ponto X ∈ M um espaço tangente TX D-dimensional plano que é uma boa aproximação
de M nas redondezas do ponto X. Isso quer dizer que existe um jeito de representar os
vetores de M por vetores de TX e vice-versa2, dado através do isomorfismo ea

µ que é um
mapa linear entre esses dois espaços. Esta correspondência está ilustrada na Figura 3 a
seguir.

Esse isomorfismo ea
µ devido à mudança do espaço-tempo curvo da variedade M

para o espaço tangente TX pode ser compreendido como uma mudança de referencial
conforme o princípio de equivalência: uma transformação entre um sistema de coordenadas
Xµ numa região aberta de X na variedade M e um sistema de coordenadas za no espaço de
Minkowski TX onde valem as leis da relatividade restrita. É, portanto, a matriz jacobiana:

∂za

∂Xµ
= ea

µ(X) . (3.7)
2 O ramo da matemática que lida com este tipo de estrutura é justamente a geometria diferencial que

implica no uso natural do cálculo exterior. Para mais aprofundamento, consultar [8].
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Figura 3 – A vizinhança Ui da variedade M é mapeada em U ′
i ⊂ Rn através do isomorfismo

φi enquanto que a vizinhança Uj é mapeada em U ′
j ⊂ Rn através do isomorfismo

φj. Nas regiões de sobreposição, é possível estabelecer um isomorfismo ψij [8].

Assim, as formas de base na variedade se relacionam com as formas de base no espaço
cotangente T ∗

X (este é o espaço dual ao espaço tangente onde se definem os duais dos
vetores: as formas3) através de:

dza = ea
µ(X)dXµ . (3.8)

Neste contexto, a vielbein, que em duas dimensões é chamada particularmente de zwein-
bein4, é a entidade matemática que garante o princípio de equivalência. Ela pode ser
codificada na 1-forma ea = ea

µdX
µ fazendo com que a relação (3.8) seja reescrita como:

dXa = ea
µ(X)dXµ = ea , (3.9)

em que dXa é o referencial local e dXµ é o referencial geral, evidenciando que o grupo
de calibre local tem que ser o grupo de Lorentz SO(1, D − 1) para que valha o princípio
de equivalência. Como este trabalho trata de um espaço-tempo bidimensional, o grupo
seria SO(1, 1). Entretanto, será assumido que o espaço-tempo plano local é euclidiano
e, portanto, o grupo de Lorentz fica caracterizado por SO(2). Dessa maneira, pode-se
estabelecer uma convenção que será utilizada daqui em diante: índices latinos fazem
referência a coordenadas do espaço tangente (referencial local inercial) e índices gregos
fazem referência a coordenadas da variedade (referencial não-inercial).
3 São espaços duais porque T ∗

X : TX → R e TX : T ∗
X → R, isto é, um 1-vetor é um objeto do tipo

A = Aµ∂µ ∈ TX e uma 1-forma é um objeto do tipo B = BµdXµ ∈ T ∗
X . Assim, AB = Aµ∂µBνdXν =

AµBνδν
µ = AµBµ ∈ R.

4 A palavra vielbein significa algo como "muitas (viel) pernas (beine)". Assim, em duas dimensões só há
duas (zwein) pernas, portanto é chamada de zweinbein [37].
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Aplicando a relação (3.8) ao caso de tensores (objetos matemáticos definidos num
espaço produto de espaços tangentes e cotangentes5): se Π é um tensor com componentes
Πµ1...µm

ν1...νn
(X) em M , então as componentes P a1...am

b1...bn
(X) do tensor correspondente P

no espaço tangente TX são:

P = Π

P a1...am
b1...bn

∂a1 ...∂amdX
b1 ...dXbn = Πµ1...µm

ν1...νn
∂µ1 ...∂µmdX

ν1 ...dXνn

P a1...am
b1...bn

∂a1 ...∂amdX
b1 ...dXbn = Πµ1...µm

ν1...νn
ea1

µ1∂a1 ...e
am

µm
∂ame

ν1
b1dX

b1 ...eνn
bn
dXbn

P a1...am
b1...bn

∂a1 ...∂amdX
b1 ...dXbn = Πµ1...µm

ν1...νn
ea1

µ1 ...e
am

µm
eν1

b1 ...e
νn

bn
∂a1 ...∂amdX

b1 ...dXbn

∴ P a1...am
b1...bn

= ea1
µ1 ...e

am
µm
eν1

b1 ...e
νn

bn
Πµ1...µm

ν1...νn
,

(3.10)

em que eµ
a(X) é a zweinbein inversa dada através de: eµ

a(X)eb
µ(X) = δb

a e também de
eµ

a(X)ea
ν(X) = δµ

ν ; ∂µ é a base dos vetores do espaço tangente; e dXµ é a base das formas
do espaço cotangente.

Diante do que foi posto, dada a métrica euclidiana:

ds2 = δabdX
adXb , (3.11)

é possível obter a métrica gµν na variedade:

ds2 = δabe
a

µ(X)eb
ν(X)dXµdXν , (3.12)

em que:
gµν(X) = δabe

a
µ(X)eb

ν(X) . (3.13)

Assim, é possível obter também que:

g = det gµν = det
(
δabe

a
µe

b
ν

)
= det (δab) det

(
ea

µ

)
det

(
eb

ν

)
= 1ee = e2 . (3.14)

Já que a zweinbein determina a métrica, todas as propriedades métricas do espaço-
tempo estão contidas na zweinbein. A recíproca já não é válida porque dada uma métrica
existem infinitas possibilidades de zweinbein devido à arbitrariedade na escolha dos
referenciais locais ortonormais que podem ser usados como base do espaço tangente.
A zweinbein, então, pode substituir a métrica como campo fundamental métrico no
formalismo de primeira ordem.

Resta, agora, definir o campo fundamental responsável pelas propriedades afins
neste formalismo. Este será a conexão de spin, a 1-forma local:

ωa
b(X) = ωa

bµ(X)dXµ , (3.15)
5 Um tensor é um objeto do tipo X ∈ T

(
m
n

)
tal que X : T

(
n
m

)
→ R onde T

(
m
n

)
é o espaço definido

através do produto tensorial entre espaços tangentes e cotangentes T
(

m
n

)
= ⊗mTX ⊗n T ∗

X .
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que define o transporte paralelo de tensores de Lorentz no espaço tangente e cotangente
entre pontos vizinhos. O transporte paralelo de um tensor ϕa1...an

b1...bm
de X + dX para X

é:

ϕa1...an

b1...bm||(X) =ϕa1...an
b1...bm

(X + dX) + dXµωa1
c1µ(X)ϕc1...an

b1...bm
(X)

+ ...+ dXµωan
cnµ(X)ϕa1...cn

b1...bm
(X) − dXµωc1

b1µ(X)ϕa1...an
c1...bm

(X)

− ...− dXµωcm
bmµ(X)ϕa1...an

b1...cm
(X)

=ϕa1...an
b1...bn

(X) + dXµ[ωa1
c1µ(X)ϕc1...an

b1...bm
(X)

+ ...+ ωan
cnµ(X)ϕa1...cn

b1...bm
(X) − ωc1

b1µ(X)ϕa1...an
c1...bm

(X)

− ...− ωcm
bmµ(X)ϕa1...an

b1...cm
(X)]

=ϕa1...an
b1...bn

(X) + dXµDµϕ
a1...an

b1...bn
(X) .

(3.16)

Isso acontece porque se deve levar em consideração que tanto as componentes do tensor
quanto seus elementos de base mudam ponto a ponto na variedade, portanto não se deve
comparar somente as componentes do tensor em X + dX e X, mas também suas bases.
Assim, a derivada covariante Dµ mede a mudança no tensor produzido pelo transporte
paralelo entre pontos vizinhos.

dXµDµϕ
a1...an

b1...bm
(X) =ϕa1...an

b1...bn||(X) − ϕa1...an
b1...bn

(X)

=dXµ[ωa1
c1µ(X)ϕc1...an

b1...bm
(X)

+ ...+ ωan
cnµ(X)ϕa1...cn

b1...bm
(X) − ωc1

b1µ(X)ϕa1...an
c1...bm

(X)

− ...− ωcm
bmµ(X)ϕa1...an

b1...cm
(X)] .

(3.17)

A conexão de spin é, portanto, uma conexão de calibre pois é construída para se definir
um operador de derivada covariante na variedade de modo a manter invariante a estrutura
diferencial sob as transformações locais de grupo (neste caso, grupo de Lorentz). O termo
"de spin" se deve ao fato de que este campo nasce naturalmente na discussão sobre espinores
[37]. Portanto, as propriedades afins do espaço-tempo estão codificadas nas componentes
da conexão de spin, que nesse formalismo é inteiramente independente da métrica. A
Figura 4 ilustra os diferentes papéis da zweinbein e da conexão de spin em uma variedade.

O grupo de Lorentz SO(2) tem dois tensores invariantes: a métrica euclidiana δab e
o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civitta ϵab. Eles são definidos pela estrutura
da álgebra do grupo, sendo, portanto, os mesmos em qualquer espaço tangente e, assim,
constantes por toda a variedade (dδab = 0 = dϵab). Dessa forma, devem ser covariantemente
constantes (Dδab = 0 = Dϵab). Isso implica que a conexão de spin satisfaz:

δacω
c
b = −δbcω

c
a , (3.18)
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Figura 4 – Existem infinitos referenciais locais em um ponto x′ da variedade n-dimensional
M , dados através da vielbein e, todos conectados por transformações δI do
grupo de Lorentz local SO(n)(x′). Para obter um referencial local em outro
ponto da variedade, basta aplicar o transporte paralelo através da conexão de
spin ω, criando, assim, uma nova infinidade de referenciais locais [49].

o que restringe ωab a ser antissimétrica. Uma consequência disso é que o quadrado de uma
derivada covariante não é mais um operador diferencial, que pode ser verificado ao fazer a
seguinte aplicação sobre um campo vetorial ϕa:

D2ϕa = D[dϕa + ωa
bϕ

b]

= d[dϕa + ωa
bϕ

b] + ωa
b[dϕb + ωb

cϕ
c]

= [dωa
b + ωa

cω
c
b]ϕb .

(3.19)

É um operador simplesmente algébrico conhecido como a 2-forma curvatura:

Ra
b = dωa

b + ωa
cω

c
b

= 1
2R

a
bµνdx

µdxν .
(3.20)

Especialmente se o espaço-tempo possui 2 dimensões, como se assume neste trabalho, a
curvatura é simplesmente:

Ra
b = dωa

b , (3.21)

devido à propriedade de antissimetria da conexão de spin e do produto exterior. A Figura
5 ilustra como se pode perceber que um espaço possui curvatura.
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Figura 5 – Transporte paralelo do vetor V0 ao longo das trajetórias C e C ′ entre os pontos
p e r. Um espaço com curvatura é capaz de fazer com que VC ̸= VC′ [8].

Como consequência, é possível obter uma relação extremamente importante:

DRa
b = dRa

b + ωa
cR

c
b − ωc

bR
a
c = 0 , (3.22)

que para o caso da eletrodinâmica é traduzido na equação (2.2), pois vale para qualquer
conexão 1-forma. Em duas dimensões, essa relação é trivial, pois DRa

b é uma 3-forma,
que, como discutido no Apêndice A, deve ser nula em 2 dimensões. Vale mencionar que a
conexão de spin e o potencial vetor da eletrodinâmica A = Aidx

i são ambos 1-formas e
têm propriedades similares já que são as conexões de calibre de cada teoria. Dessa maneira,
a curvatura é totalmente análoga ao tensor intensidade de campo da eletrodinâmica.

Outro objeto muito importante de ser introduzido é a Torção:

T a = Dea = dea + ωa
be

b . (3.23)

Uma manifestação da sua existência está ilustrada na Figura 6. Pode-se mostrar [8] que,

Figura 6 – Transportes paralelos do vetor ps até q e do vetor pq até s. Um espaço com
torção é capaz de fazer com que r1 ̸= r2. Ou seja, a regra do paralelogramo de
adição dos vetores não fecha [8].
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fazendo uso de (3.13) e da propriedade de torção nula assumida por Einstein, se chega
justamente aos símbolos de Christoffel (3.5).

Foi visto que a aplicação consecutiva da derivada covariante é a mesma coisa que
aplicar a curvatura sobre este campo, o que implica em:

DT a = dT a + ωa
bT

b = D2ea = Ra
be

b . (3.24)

As equações (3.22), (3.23) e (3.24) são conhecidas como Identidades de Bianchi e são
extremamente úteis para a construção de uma lagrangiana pois garantem que tomar
derivadas covariantes sucessivas não produz novos tensores independentes. Diante do
exposto, os ingredientes disponíveis para construir um princípio de ação para a teoria de
gravitação de primeira ordem são: ea, ωa

b, Ra
b e T a.

Assim, todas as propriedades geométricas da variedade podem ser expressas em
termos da zweinbein e da conexão de spin, seus produtos exteriores e suas derivadas exte-
riores somente. Como são 1-formas locais, não carregam índices gregos de espaço-tempo
(estão omitidos e saturados com a 1-forma de base dXµ) que são associados a difeomorfis-
mos (transformações gerais de coordenadas na variedade), conferindo, consequentemente,
invariância sob essas transformações. A zweinbein se transforma, sob uma transformação
de Lorentz caracterizada pela matriz de transformação Λ, da seguinte forma:

ea
µ = Λa

be
b
µ , (3.25)

enquanto que a conexão de spin se transforma da seguinte maneira:

ωab
µ = Λa

cΛb
dω

cd
µ − Λbc∂µΛa

c . (3.26)

Assim, é direto ver que estas são transformações de calibre já que atuam apenas nos
índices locais latinos, sem afetar as transformações gerais de difeomorfismos nos índices
gregos. Portanto, as transformações locais de Lorentz ficam codificadas nos índices latinos,
recebendo maior foco e caracterizando o grupo de simetria local da teoria, o grupo abeliano
SO(2). Diante do exposto, fica evidente a vantagem do uso das formas diferenciais do
cálculo exterior em teorias de gravitação.

3.3 Princípio de ação no formalismo de primeira ordem
Como feito para a eletrodinâmica, o princípio de calibre dado na Definição 1 impõe

que na construção da lagrangiana deve-se utilizar composições de objetos que sejam
invariantes sob o grupo de calibre. A ação mais geral a ser construída deve ser polinomial
nos campos e suas derivadas para garantir a localidade da teoria de forma que uma possível
quantização seja viável das maneiras tradicionais. Os ingredientes disponíveis para essa
construção são: ea, ωab, T a, Rab e os invariantes δab, ϵab.
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Assim sendo, o teorema de Lovelock [50] enuncia a expressão geral para obtenção
de uma ação para uma teoria de gravitação em D dimensões sem conter torção.

Teorema 1 (Lovelock): A ação mais geral para gravitação sem depender explicitamente
da torção que fornece equações de campo de até segunda ordem na métrica para D dimensões
é dada através de:

SL =
∫ D/2∑

p=0
apL

(D,p) , (3.27)

em que cada ap é uma constante arbitrária e L(D,p) é definido por:

L(D,p) = ϵa1...aD
Ra1a2 ...Ra2p−1a2pea2p+1 ...eaD . (3.28)

Já o teorema de Mardones-Zanelli [51] é considerado uma extensão para os casos
com a torção podendo aparecer explicitamente. Não existe uma fórmula fechada para
dimensão arbitrária, mas existe um algoritmo para fazer dimensão a dimensão. O teorema
é enunciado a seguir.

Teorema 2 (Mardones-Zanelli): A extensão do teorema de Lovelock para considerar
termos explícitos da torção é feita adicionando os seguintes polinômios:

A2n = ea1R
a1

a2R
a2

a3 ...R
an−1

an
ean , para n ≥ 2 par

B2n+2 = Ta1R
a1

a2R
a2

a3 ...R
an−1

an
ean , para n ≥ 1

C2n+1 = Ta1R
a1

a2R
a2

a3 ...R
an−1

an
T an , para n ≥ 1 ímpar

P2n = Ra1
a2R

a2
a3 ...R

an
a1 , para n par

(3.29)

na lagrangiana da ação de Lovelock SL, em que os índices de cada polinômio representam
o seu grau de forma.

Para duas dimensões, portanto, não existem termos extras para se adicionar à ação
já que só se podem ter 2-formas na lagrangiana, bastando o teorema 1 para descrever a
gravitação, resultando em:

SG =
∫

ϵab

(
Rab + Λ

2 e
aeb

)
. (3.30)

Nota-se, dessa forma, que gravitação bidimensional é uma teoria topológica já que pela
definição da curvatura (3.20), a ação é uma integral de uma derivada total (termo de
Einstein-Hilbert) somado ao termo volumétrico da constante cosmológica, se tornando
apenas um termo de borda (ou superfície), não contribuindo para as equações de campo. O
termo de Einstein-Hilbert é, portanto, um termo de Gauss-Bonnet que mede a característica
de Euler do espaço-tempo, estando relacionada à topologia e ao número de buracos deste
espaço. Sendo assim, gravitação em 2 dimensões pode ser interpretada simplesmente como
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um problema de Plateau, isto é, um problema de minimização de superfície/volume definido
apenas em função das condições de contorno e é importante mencionar que gravitação em
duas dimensões é um sistema solúvel, como apresentado em [16].

Para se introduzir férmions na ação gravitacional, será seguido o procedimento
do acoplamento mínimo como feito na eletrodinâmica no Capítulo 2, isto é, a ação de
Dirac será somada à ação (3.30) de gravitação pura (sem fontes de campo, já que as fontes
estariam presentes num termo de tensor energia-momento [52]) com a derivada exterior
substituída pela derivada covariante da respectiva interação:

SGD =
∫

ϵab

(
Rab + Λ

2 e
aeb

)
+
∫

ψ̄ (iγ ∗D −m ∗ 1)ψ , (3.31)

lida como D = d− σabω
ab, em que σab está definido no Apêndice B.
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4 Mapeamento

Neste capítulo, será construído o mapa que levará a teoria eletrodinâmica bidimen-
sional com acoplamento fermiônico para uma teoria de gravitação bidimensional baseado
na ideia de que, se os grupos de calibre destas teorias são isomorfos, as teorias devam ser,
de certa forma, equivalentes. Isto é, serão estabelecidas relações bem ajustadas entre os
campos de cada teoria a fim de que os comportamentos dos campos e dos férmions sejam
descritos não pelas equações de Maxwell, mas, sim, por uma alteração do espaço-tempo.

4.1 Teoria de partida e contagem de campos independentes
O ponto de partida é a ação (2.12) da eletrodinâmica, que pode ser escrita da

seguinte maneira:

Se =
∫ [ 1

e2

(
κF + Θ ∗ F − 1

2Θ ∗ Θ
)

+ ψ̄ (iγ ∗ D −m ∗ 1)ψ
]
. (4.1)

Nesta ação, e é a carga elétrica1, κ é um parâmetro de massa, definindo o primeiro termo
da lagrangiana como uma densidade topológica de Chern-Pontryagin [8], adicionado para
dar generalidade à teoria, de forma que não altera a dinâmica dos campos já que, conforme
(2.3), é um termo de derivada total. Pelo Teorema do Cálculo Exterior, apresentado no
Apêndice A, integrais de derivadas totais podem ser reescritas como integrais na borda
e portanto não modificam as equações de Euler-Lagrange já que as variações são feitas
com a borda fixa. Além disso, é importante mencionar que este termo claramente viola
paridade (P) e reversão temporal (T)2. O campo Θ é um campo auxiliar cuja equação
é simplesmente Θ = F , como se mostra a seguir a partir da aplicação da equação de
Euler-Lagrange. Apenas os termos que contêm Θ na ação (2.12) são relevantes para definir
a dinâmica deste campo, sendo definida a seguinte ação SΘ que só contém estes termos e
está transcrita para notação covariante para efetuar esse cálculo explícito:

SΘ =
∫

d2x
1

2e2

(
ΘijF

ij − 1
2ΘijΘij

)
=
∫

d2xLΘ . (4.2)
1 O termo 1/e2 geralmente não aparece, pois a carga elétrica é costumeiramente escrita de maneira

explícita na definição da derivada covariante D = d − ieA. Entretanto, ao definir como feito neste
trabalho, isto é, D = d − A, a carga fica absorvida no campo de calibre, o que permite a introdução
do termo 1/e2 para uma definição de dimensões de massa mais apropriada para os campos e para o
mapeamento que será visto. A inserção desta constante na ação acarreta apenas numa redefinição das
equações de Maxwell por uma constante. Isso tudo é feito através de um reescalonamento no campo de
calibre: A 7→ A/e.

2 Isso fica evidente ao reescrever este termo em notação tensorial, isto é, em componentes, pois aparece
um símbolo de Levi-Civita ao reescrever as bases de formas diferenciais como um termo volumétrico.
Uma discussão mais detalhada sobre esse tipo de violação é feita na Seção 4.3.
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A partir desta ação, a equação de Euler-Lagrange é dada por:

∂LΘ

∂Θab

= 1
2e2

(
∂Θij

∂Θab

F ij − 1
2
∂Θij

∂Θab

Θij − 1
2Θij

∂Θij

∂Θab

)

= 1
2e2

[
δi

aδ
j
bF

ij − 1
2δ

i
aδ

j
bΘij − 1

2Θij
∂

∂Θab

(
Θklδ

kiδlj
)]

= 1
2e2

(
F ab − 1

2Θab − 1
2Θijδ

kiδljδk
aδ

l
b

)
= 1

2e2

(
F ab − 1

2Θab − 1
2Θab

)
= 0 ,

(4.3)

o que leva a:
F ab = Θab ⇐⇒ F = Θ , (4.4)

Desse modo, o segundo e o terceiro termo da lagrangiana de (4.1) são equivalentes ao
primeiro termo da lagrangiana de (2.12). A ação (4.1) é, portanto, invariante sob as
transformações de calibre do grupo U(1) dadas em (2.13) além de δΘ = 0, fazendo uso de
(4.4) e de que F é um invariante de calibre. A Tabela 1 exibe algumas propriedades3 de
cada campo da ação (4.1).

Campos A Θ ψ e κ
Dimensão 1 2 1/2 1 2

Ordem (1, 0, 0) (2, 0, 0) (0, 1, 0) (0, 0, 0) (0, 0, 0)
Estatística − + − + +

Tabela 1 – Propriedades dos campos eletrodinâmicos: dimensão representa a dimensão de
massa do campo ou parâmetro; e ordem representa ordem de forma, ordem
espinorial e número de ghost, respectivamente. O sinal ± indica se o campo ou
parâmetro segue estatística bosônica ou fermiônica.

Antes de proceder com o mapeamento, é interessante realizar uma contagem dos
campos independentes das teorias que se lidam aqui. A eletrodinâmica bidimensional como
formulada neste trabalho possui, além dos férmions, 3 campos independentes, codificados
na 1-forma A ≡ (A0, A1) e na 2-forma Θ ≡ (Θ01)4. Por outro lado, uma teoria de gravitação
bidimensional possui, além dos férmions, 6 campos independentes, codificados na 1-forma
ea ≡ (e0

0, e
0
1, e

1
0, e

1
1) e na 1-forma ωab ≡ (ω01

0, ω
01

1). Então a princípio, o máximo que
se pode fazer é construir um mapa que seja um homomorfismo5, ou seja, que estabeleça
apenas o caminho de ida. Para poder ir e voltar de uma teoria para a outra, deve-se
construir um mapa que seja um isomorfismo6 e, para isso, é necessário que a quantidade
de campos livres na teoria de partida seja igual à da teoria de chegada. Isso pode ser feito
3 Uma explicação para o chamado número de ghost é dada na Seção 5.3.
4 Apesar do campo auxiliar ter como solução (4.4) on-shell, a independência com o campo de calibre é

garantida de maneira off-shell.
5 Uma aplicação entre dois conjuntos que preserva as leis de composição [8].
6 Um homomorfismo bijetivo [8].
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ao se introduzir uma ação adicional que possua campos extras na forma:

Sb =
∫

d
[(
φ̄φ− ζ̄ζ

)
+ (w̄w − z̄z)

]
. (4.5)

A lagrangiana nesta ação é uma derivada exterior, portanto, pelo Teorema do Cálculo
Exterior, apresentado no Apêndice A, esta ação é apenas um termo de borda que não
contribui para as equações de campo. Mesmo se o sistema possuir uma borda não trivial,
as contribuições destes campos na borda são apenas algébricas e não afetam a dinâmica
do interior do sistema. A Tabela 2 exibe algumas propriedades de cada campo extra.

Campos φ̄ φ ζ̄ ζ w̄ w z̄ z
Dimensão 0 1 0 1 0 1 0 1

Ordem (0, 0, 0) (1, 0, 0) (0, 0,−1) (1, 0, 1) (0, 0, 0) (1, 0, 0) (0, 0,−1) (1, 0, 1)
Estatística + − − + + − − +

Tabela 2 – Propriedades dos campos extras da eletrodinâmica.

Agora, utilizando a ação total :

Seb = Se + Sb , (4.6)

a quantidade de campos independentes na eletrodinâmica, sem contar os férmions, será 15,
já que os campos (φ̄, ζ̄, w̄, z̄) são escalares e os campos φ = φae

a ≡ (φ0, φ1), ζ = ζae
a ≡

(ζ0, ζ1), w = wae
a ≡ (w0, w1), z = zae

a ≡ (z0, z1) são 1-formas, contabilizando 12 campos
adicionais. Será visto que se pode ajustar também a teoria de gravitação bidimensional
para ter 15 campos independentes, sem contar os férmions, justificando, o acréscimo feito
na eletrodinâmica7.

4.2 Da eletrodinâmica para a gravitação
O mapa será construído com base no isomorfismo entre os grupos de calibre da

eletrodinâmica e da gravitação: U(1) ∼= SO(2). Este isomorfismo induz um mapa entre
as variedades que abrigam cada teoria: R2 7−→ M (a partir daqui, x ∈ R2 e X ∈ M) [53].
Logo, um elemento u = expα ∈ U(1) pode ser mapeado, como mostra o Apêndice C, em
um elemento s = exp

(
αabϵabE

)
∈ SO(2) com índices a, b, c, . . . , h ∈ {0, 1} sendo associado

ao espaço tangente T(M). O objeto E = −ϵ é o gerador do grupo SO(2) e ϵ ≡ ϵab é a
forma matricial do símbolo de Levi-Civita. Assim:

α 7−→ αabϵab , (4.7)
7 Este mapa provavelmente não é único e construí-lo usando 15 campos independentes é uma liberdade

que se pode fazer uso. Além disso, construir o mapa desta forma faz com que o termo de borda
adicionado seja BRST exato, garantindo que sejam campos não físicos como mostra o Capítulo 5.
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com α sendo imaginário. Não somente, para se obter uma ação de gravitação pós-
mapeamento, parte-se da seguinte associação dos campos eletrodinâmicos com os campos
de gravitação:

Θ(x) 7−→ µ2ϵabe
a(X)eb(X) ,

A(x) 7−→ ϵabω
ab(X) ,

(4.8)

em que µ é um parâmetro de massa com dimensão [µ] = 1 que pode ser construído a partir
de κ e e. Por simplicidade, é escolhido µ = e.

Para os campos extras da ação de borda auxiliar (4.5) da eletrodinâmica, se
estabelece:

(φ̄(x), εζ̄(x)) ≡ Φ̄a(x) 7−→ σa(X) ,

(φ(x),−ε−1ζ(x)) ≡ Φa(x) 7−→ ϕa(X) ,

w̄(x) 7−→ η̄(X) ,

z̄(x) 7−→ χ̄(X) ,

w(x) 7−→ η(X) ,

z(x) 7−→ χ(X) ,

(4.9)

em que ϕa = ϕa
be

b | ϕab = −ϕba. Dessa forma, fica evidente que ao aumentar o número de
campos independentes do lado eletrodinâmico através dos campos extras, se induz campos
independentes adicionais no lado gravitacional. A Tabela 3 exibe algumas propriedades
de cada campo da parte gravitacional. Assim, há um acréscimo no número de campos

Campos ea ωab η̄ η ϕa χ̄ χ σa

Dimensão 0 1 0 1 1 0 1 0
Ordem (1, 0, 0) (1, 0, 0) (0, 0, 0) (1, 0, 0) (1, 0, 0) (0, 0,−1) (1, 0, 1) (0, 0, 0)

Estatística − − + − − − + +

Tabela 3 – Propriedades dos campos da gravitação.

independentes na gravitação, chegando a 15 (sem contar os férmions) já que (η̄, χ̄, σ0, σ1)
são escalares e η = ηae

a ≡ (η0, η1), χ = χae
a ≡ (χ0, χ1) e ϕa = ϕa

be
b ≡ (ϕ0

1) são 1-formas.

As matrizes de Dirac são idênticas:

γidx
i 7−→ γadX

a = γae
a(X) . (4.10)

E para o espinor que representa os férmions de Dirac, o mapeamento é simples: espinores
em R2 são mapeados em espinores em M,

ψ(x) 7−→ ψ(X) . (4.11)

É interessante mencionar que o jacobiano para o mapeamento levando em consideração
todos os campos é não trivial e é necessário para possíveis tentativas de quantização do
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modelo. Seu cálculo está feito no Apêndice D, e seu módulo8 é dado por:

| det J | = 2e2det3/2(ϕa
b)e3 . (4.12)

Aplicando o mapeamento estipulado em (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11) na ação (4.6)
se obtém:

Se 7−→
∫ { 1

e2

[
κϵabdω

ab +
(
e2ϵcde

ced
)

∗
(
ϵabdω

ab
)

−1
2
(
e2ϵabe

aeb
)

∗
(
e2ϵcde

ced
)]

+ ψ̄ (iγae
a ∗ ∇ −m ∗ 1)ψ

}
=
∫ { 1

e2

[
κϵabdω

ab + e2ϵcde
cedϵabϵ

fe∂fω
ab

e

−1
2e2ϵabe

aebe2ϵcdϵ
cd
]

+ ψ̄
(
iγae

a ∗ ∇ −m
1
2ϵabe

aeb
)
ψ
}

=
∫ { 1

e2

[
κϵabdω

ab + e2ϵab

(
δf

c δ
e
d − δf

dδ
e
c

)
∂fω

ab
ee

ced

−1
2e4ϵab

(
δc

cδ
d
d − δc

dδ
d
c

)
eaeb

]
+ ψ̄

(
iγae

a ∗ ∇ −m
1
2ϵabe

aeb
)
ψ
}

=
∫ { 1

e2

[
κϵabdω

ab + e2ϵab∂cω
ab

de
ced − e2ϵab∂dω

ab
ce

ced

−1
2e4ϵab(2)eaeb

]
+ ψ̄

(
iγae

a ∗ ∇ −m
1
2ϵabe

aeb
)
ψ
}

=
∫ { 1

e2

[
κϵabdω

ab + e2ϵabdω
ab + e2ϵabdω

ab − e4ϵabe
aeb
]

+ψ̄
(
iγae

a ∗ ∇ −m
1
2ϵabe

aeb
)
ψ
}

=
∫ { 1

e2

[(
κ+ 2e2

)
ϵabR

ab − e4ϵabe
aeb
]

+ ψ̄
(
iγae

a ∗ ∇ −m
1
2ϵabe

aeb
)
ψ
}
,

(4.13)

e:

Sb 7−→
∫

d (ϕaσa + η̄η − χ̄χ) . (4.14)

O resultado é uma ação de gravidade da seguinte forma:

Sgrav =
∫ 1

8πGϵab

(
Rab − Λ2

2 eaeb

)
+
∫

ψ̄
(
iγae

a ∗ ∇ − m

2 ϵabe
aeb
)
ψ

+
∫

d (ϕaσa + η̄η − χ̄χ) ,
(4.15)

com:
G = 1

8π
e2

(κ+ 2e2) , (4.16)

Λ2 = 2e4

(κ+ 2e2) , (4.17)

em que suas dimensões de massa são [G] = 0 e [Λ] = 1. Além disso, o mapeamento induz
uma derivada covariante ∇ definida como:

∇ = d− ϵabω
ab . (4.18)

8 Para a quantização, o que interessa é basicamente a forma funcional, por isso sinais e outros fatores
multiplicativos não são relevantes.
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4.3 Teoria de chegada e violação de paridade e reversão temporal
Uma vez aplicado o mapeamento, é interessante analisar cada termo da ação (4.15)

obtida.

A primeira integral se refere ao setor de gravitação pura e seu primeiro termo
é o termo de Einstein-Hilbert, que é um termo topológico de Gauss-Bonnet [6] já que
Rab = dωab em 2 dimensões. O segundo termo na primeira integral é um termo volumétrico
de constante cosmológica. Assim, o setor de gravitação define um problema de Plateau
[6], isto é, se resume a determinar a superfície mínima a partir de condições de contorno.
Além disso, as constantes fundamentais da gravitação G (constante de Newton) e Λ
(constante cosmológica) são dadas inteiramente em termos das constantes fundamentais
da eletrodinâmica e (carga elétrica ) e κ (constante do termo de Chern-Pontryagin) como
mostrado em (4.16) e (4.17). Caso o termo de Chern-Pontryagin não esteja presente na
ação (2.12) de partida do mapeamento, as constantes da gravitação ficam fixadas da
seguinte forma:

G = 1
16π , (4.19)

Λ2 = e2 . (4.20)

que é consistente com o fato de que G é um parâmetro adimensional em 2 dimensões.

A última integral de (4.15) é de uma lagrangiana de derivada total: se o espaço-
tempo não tem borda, este termo não contribui para as equações de campo, não conferindo
dinâmica extra para o sistema. Entretanto, se o espaço-tempo for não trivial, este termo
deve ser levado em consideração, mas apenas para correções algébricas e somente na borda.
A origem desta integral está justamente na adição dos campos extras de eletrodinâmica
feita para que o número de campos independentes fosse o mesmo nos dois lados do
mapeamento: o mapa (4.9) associa os campos extras da eletrodinâmica com campos extras
para a gravitação.

Por fim, resta analisar a segunda integral, referente aos férmions. Devido à presença
da derivada covariante (4.18) induzida pelo mapeamento, este termo não é simplesmente
um termo de férmions de Dirac em espaço-tempo curvo: para isso, a derivada covariante
deveria ser apenas D = d−σabω

ab. A presença do símbolo de Levi-Civita no lugar da matriz
σab acarreta em violação de paridade (P) e reversão temporal (T) no termo de interação já
que, sob uma transformação de coordenadas, o símbolo se transforma com o determinante
da transformação, dado em (A.17). Dessa forma, como as transformações de paridade
e reversão temporal representam transformações discretas representadas em termos de
elementos do grupo O(2) com determinante negativo, a aplicação dessas transformações
carregariam um sinal que impediria a invariância da lagrangiana. Fazendo uso de (B.5),
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pode-se escrever o termo de interação da derivada covariante como:

LI = ea
µϵbcω

bc
µ ψ̄γaψ = −ea

µω
bc
µ ψ̄γaγ

3σbcψ , (4.21)

Desta forma, a ação (4.15) descreve uma teoria de gravitação com violação de paridade e
reversão temporal. É importante salientar que esta violação acontece mesmo quando κ = 0,
ou seja, apesar da teoria de partida possuir um termo de κF que viole paridade, a violação
na teoria de chegada não é causada pela presença deste termo de Chern-Pontryagin.

4.4 Simetria de calibre
É interessante avaliar as transformações de calibre da ação (4.15) obtida através

do mapeamento, que são:

δωa
b = dαa

b ,

δea = αa
be

b ,

δψ = αabϵabψ ,

δψ̄ = −ψ̄αabϵab ,

(4.22)

e atuam apenas nas duas primeiras integrais da ação já que a última integral se refere
apenas aos campos extras. Definindo:

Sg = 1
8πG

∫
ϵab

(
Rab − Λ2

2 eaeb

)
= 1

8πG

∫
Lg , (4.23)

e:
S∇ =

∫
ψ̄
(
iγae

a ∗ ∇ − m

2 ϵabe
aeb
)
ψ =

∫
L∇ , (4.24)

é possível reescrever a ação (4.15) da seguinte maneira:

Sgrav = Sg + S∇ +
∫

d (ϕaσa + η̄η − χ̄χ) . (4.25)

Como as transformações de calibre não devem mudar a dinâmica do sistema, ao aplicar as
transformações (4.22) nas lagrangianas Lg e L∇ de (4.15) se deve obter que as variações
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δLg e δL∇ são nulas e, consequentemente, que δS = 0. Conferindo para Lg:

δLg =δ
(
ϵabR

ab
)

− δ

(
ϵab

Λ2

2 eaeb

)

=ϵab

(
δRab

)
− ϵab

Λ2

2 δ
(
eaeb

)
=ϵab

[
δ
(
dωab

)]
+ ϵab

Λ2

2
[
(δea) eb + ea

(
δeb
)]

=ϵabd
(
δωab

)
+ ϵab

Λ2

2
(
αa

ce
ceb + eaαb

ce
c
)

=�����XXXXXϵabd
2αab + Λ2

2
(
ϵabα

a
ce

ceb + ϵabα
b
ce

aec
)

=Λ2

2
(
ϵcbα

c
ae

aeb + ϵacα
c
be

aeb
)

=Λ2

2 (ϵcbα
c
a + ϵacα

c
b) eaeb

=0 ,

(4.26)

em que foi usado que αa
be

c = ecαa
b, δϵab = ϵcbα

c
a +ϵacα

c
b = 0 e também o Lema de Poincaré

(A.21). Assim, fica evidente que Lg é invariante sob as transformações propostas.

Resta conferir se L∇ também é invariante, isto é, se δL∇ = 0. Reescrevendo:

δL∇ = δ
(
ψ̄iγae

a ∗ ∇ψ
)

− δ
(
ψ̄
m

2 ϵabe
aebψ

)
, (4.27)

e conferindo o primeiro termo desta ação:

δ
(
ψ̄iγae

a ∗ ∇ψ
)

=δ
(
ψ̄iγae

a ∗ dψ − ψ̄iγae
a ∗ ωbcϵbcψ

)
=(δψ̄)iγae

a ∗ dψ + ψ̄i(δγa)ea ∗ dψ + ψ̄iγa(δea) ∗ dψ − ψ̄iγae
a ∗ d (δψ)

− (δψ̄)iγae
a ∗ ωbcϵbcψ − ψ̄i(δγa)ea ∗ ωbcϵbcψ − ψ̄iγa(δea) ∗ ωbcϵbcψ

− ψ̄iγae
a ∗

(
δωbc

)
ϵbcψ − ψ̄iγae

a ∗ ωbcϵbc (δψ)

= − ψ̄αbcϵbciγae
a ∗ dψ +((((((((

ψ̄iα b
a γbe

a ∗ dψ +((((((((
ψ̄iγaα

a
be

b ∗ dψ + ψ̄iγae
a ∗ d

(
αbcϵbcψ

)
+ ψ̄αdeϵdeiγae

a ∗ ωbcϵbcψ − ψ̄iα d
a γde

a ∗ ωbcϵbcψ − ψ̄iγaα
a
de

d ∗ ωbcϵbcψ

− ψ̄iγae
a ∗

(
dαbc

)
ϵbcψ − ψ̄iγae

a ∗ ωbcϵbcα
deϵdeψ

= − ψ̄αbcϵbciγae
a ∗ dψ + ψ̄iγae

a ∗ d
(
αbcϵbcψ

)
+

((((((((((((
ψ̄αdeϵdeiγae

a ∗ ωbcϵbcψ

− ψ̄iα d
a γde

a ∗ ωbcϵbcψ − ψ̄iγaα
a
de

d ∗ ωbcϵbcψ − ψ̄iγae
a ∗

(
dαbc

)
ϵbcψ

−
((((((((((((
ψ̄iγae

a ∗ ωbcϵbcα
deϵdeψ

= − ψ̄αbcϵbciγae
a ∗ dψ + ψ̄iγae

a ∗ d
(
αbcϵbcψ

)
−((((((((((
ψ̄iα d

a γde
a ∗ ωbcϵbcψ

−((((((((((
ψ̄iγaα

a
de

d ∗ ωbcϵbcψ − ψ̄iγae
a ∗

(
dαbc

)
ϵbcψ

= − ψ̄αbcϵbciγae
a ∗ dψ + ψ̄iγae

a ∗ d
(
αbcϵbcψ

)
− ψ̄iγae

a ∗
(
dαbc

)
ϵbcψ

=0 .
(4.28)
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em que foi utilizado que γae
a
µ = γµ e δγµ = 0 de forma que, a fim de garantir isso, é

necessário introduzir a variação: δγa = α b
a γb; também foi utilizado que α b

a = −αa
b de

acordo com a construção da álgebra do grupo de Lorentz [37]. Por fim, conferindo o
segundo termo:

δ
(
ψ̄
m

2 ϵabe
aebψ

)
=
(
δψ̄
) m

2 ϵabe
aebψ + ψ̄

m

2 ϵab(δea)ebψ + ψ̄
m

2 ϵabe
a(δeb)ψ + ψ̄

m

2 ϵabe
aeb(δψ)

= −
����������
ψ̄αcdϵcd

m

2 ϵabe
aebψ + ψ̄

m

2 ϵabα
a
ce

cebψ + ψ̄
m

2 ϵabe
aαb

ce
cψ

+
����������
ψ̄
m

2 ϵabe
aebαcdϵcdψ

=ψ̄m2 ϵcbα
c
ae

aebψ + ψ̄
m

2 ϵace
aαc

be
bψ

=ψ̄m2 (ϵcbα
c
a + ϵacα

c
b) eaebψ

=0 .
(4.29)

em que foram utilizadas as mesmas relações aplicadas nas análises dos outros termos.

Uma vez conferidas as transformações de calibre, é importante interpretá-las. As
transformações da zweinbein e da conexão de spin são as transformações SO(2) de Lorentz
usuais, ou seja, os campos de gravitação se transformam normalmente por rotações locais.

Já os férmions não se transformam como o esperado: como mencionado na seção
anterior, o termo de interação não é um termo de férmions de Dirac em espaço-tempo curvo
e faz com que as transformações de calibre tenham um símbolo de Levi-Civita em vez da
matriz sigma de Lorentz (B.4). O mapeamento, portanto, acarreta em transformações de
calibre nada usuais como as apresentadas em (4.22) e confere propriedades inusitadas aos
férmions: os férmions saem da teoria eletrodinâmica se comportando de uma determinada
maneira e, através do mapa, chegam na teoria de gravitação se comportando de outra
forma. As transformações dos férmions em (4.22) se parecem com transformações quirais
locais [54], mas não são: são transformações de Lorentz dotadas de uma matriz γ3 já que
podem ser reescritas, utilizando as relações (B.5), da seguinte maneira:

δψ = −αabγ3σabψ ,

δψ̄ = ψ̄αabγ3σab .
(4.30)

Uma abordagem possível para conseguir alguma interpretação física dessas transformações
de calibre distintas é avaliar como elas atuam sobre as projeções quirais do espinor dos
férmions. Os projetores quirais são o operador hermitiano P e seu transposto9:

P = 1
2
(
1 + iγ3

)
,

P T = 1
2
(
1 − iγ3

)
,

(4.31)

9 O fator i é necessário porque (γ3)2 = −1, que é uma consequência de se estar trabalhando no espaço
euclidiano.
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e, portanto, as componentes direita e esquerda do espinor são dadas por:

ψR = Pψ ,

ψL = P Tψ ,
(4.32)

que possuem transformações de calibre do tipo:

δψR = iαabσabψR ,

δψL = −iαabσabψL .
(4.33)

Estas são transformações do grupo de calibre SO(2) para espinores [54] com um fator −i
extra em cada componente. Dessa forma, a componente direita se transforma normalmente
sob o grupo de Lorentz enquanto que a componente esquerda se transforma com a inversa.
Um efeito desta constatação pode ser visto através do seguinte exemplo. Sejam duas
partículas em configurações distintas, isto é, a partícula rotulada como pR é descrita
inteiramente pela sua componente direita e a partícula rotulada como pL é descrita
inteiramente pela sua componente esquerda. Ambas estão em repouso de acordo com o
observador O1. O observador O2 viaja com velocidade V para a direita com relação ao
observador O1. A transformação de Lorentz para as respectivas velocidades vR e vL de
cada partícula são simplesmente:

vR,L = ∓V , (4.34)

já que elas estão em repouso com relação ao observador O1. Assim, em vez do observador
O2 ver as duas partículas indo para a esquerda com velocidade −V , ele vê pR indo pra
esquerda com velocidade −V e pL indo pra direita com velocidade V . Este efeito inusitado
está associado à violação de paridade e reversão temporal do modelo, fazendo com que,
além de uma rotação SO(2) de Lorentz, os férmions descritos inteiramente pelas suas
componentes esquerdas também invertam o eixo do sistema de coordenadas.
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5 Quantização

Neste capítulo serão discutidas as bases teóricas [54] necessárias para, ao final,
abordar o mapeamento em nível quântico.

5.1 Método de Faddeev-Popov
Em teoria quântica de campos é usualmente empregada a técnica da integral de

caminho para obter as probabilidades de transição de estados a fim de descrever a dinâmica
de um sistema, conferindo um caráter totalmente análogo ao cálculo de probabilidades
de observáveis em termos da função de partição em Mecânica Estatística. A integral de
caminho é uma integral funcional dada em termos da ação e calculada em todo o espaço
de configuração dos campos:

Z =
∫

DA exp (−S[A]) , (5.1)

em que DA indica que a integral é calculada em todas as configurações dos campos
que compõem a teoria1; o argumento da exponencial é negativo e não carrega o termo
imaginário, pois se está trabalhando no espaço-tempo euclidiano. Entretanto, teorias
com simetria de calibre possuem redundâncias nos graus de liberdade já que diferentes
configurações dos campos de calibre representam o mesmo estado físico. É comumente
dito que campos fisicamente equivalentes habitam a mesma órbita de calibre, dessa forma,
durante o cálculo da integral de caminho no processo de quantização da teoria, é necessário
fixar o calibre, isto é, escolher uma configuração específica que represente cada classe de
equivalência dentro da teoria com o objetivo de desconsiderar as redundâncias, ou seja,
escolher um campo de cada órbita de calibre para remover a degenerescência. Isso pode ser
feito através do método de Faddeev-Popov [55], desenvolvido para a quantização de teorias
de calibre não-abelianas. Como neste trabalho se lida com teorias de calibre abelianas, a
apresentação do método será em sua forma abeliana2.

Seja a teoria eletromagnética de Maxwell sem termo de fontes, isto é, uma teoria
abeliana, cuja ação é dada por:

S[A] =
∫ 1

2F ∗ F , (5.2)
1 Em muitos casos se usa Z[J ] para indicar que o funcional gerador depende de uma fonte externa

acoplada aos campos, entretanto esta notação será suprimida para apenas Z neste trabalho e serão
indicados apenas os campos já que nenhum cálculo explícito será feito.

2 Para teorias não-abelianas como o modelo padrão, devem ser consideradas as cópias de Gribov para o
cálculo correto da integral funcional [56].
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Começa-se introduzindo a seguinte identidade na integral funcional:

1 =
∫

Dαδ (G[Aα]) det
(
δG[Aα]
δα

)
, (5.3)

que força a condição G[A] = 0 de fixação de calibre, garantindo que a integral desconsidere
os termos redundantes, em que Aα é o campo transformado por uma transformação de
calibre de parâmetro α. A integral funcional fica escrita como:

Z =
∫

DA
∫

Dαδ (G[Aα]) det
(
δG[Aα]
δα

)
exp (−S[A]) . (5.4)

Dessa forma, surge um determinante que é basicamente o jacobiano da transformação que
fixa o calibre. Escolhendo, por exemplo, os calibres lineares covariantes:

G = d ∗ A+ w , (5.5)

para a fixação, se obtém que:

G[Aα] = d ∗ A+ 1
ed ∗ dα + w , (5.6)

e:
δG

δα
= 1

ed ∗ d . (5.7)

Portanto, o determinante é independente de α, podendo trocar todas as quantidades
invariantes de calibre seguindo a troca Aα → A, permitindo escrever que:

Z =
(∫

Dα
) ∫

DAδ (d ∗ A+ w) det
(1

ed ∗ d
)

exp (−S[A]) . (5.8)

É possível integrar sobre w ambos os lados da equação acima com uma distribuição
gaussiana do tipo: ∫

Dw exp
(

−
∫ w2

2ξ

)
, (5.9)

em que o lado esquerdo, dado através de (5.1), não depende de w, sendo apenas multiplicado
por uma função de ξ. Chega-se então a:

Z = N(ξ)
∫

DA det
(1

ed ∗ d
)

exp
{

−
∫ [

1
2F ∗ F + 1

2ξ (d ∗ A)2
]}

, (5.10)

em que N(ξ) é apenas uma função de ξ podendo ser entendida como um fator de normali-
zação. Esse determinante é mais complicado para o caso não-abeliano e foi engenhosamente
reescrito por Faddeev e Popov em termos dos chamados campos de ghost c e anti-ghost c̄:

det
(1

ed ∗ d
)

=
∫

Dc̄Dc exp
[
−
∫

c̄ (d ∗ d) c
]
, (5.11)

de modo que a integral funcional com calibre fixado fica dada por:

Z =
∫

DADc̄Dc exp
{

−
∫

d4x

[
1
2F ∗ F + 1

2ξ (d ∗ A)2 + c̄ (d ∗ d) c
]}

. (5.12)
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Assim, é direto ver que o processo de fixação de calibre introduz termos extras na ação.
Os campos de ghost são simplesmente artifícios matemáticos sem interpretação física, mas
que garantem a consistência da quantização das teorias de calibre e aparecem justamente
na construção da teoria BRST que introduz uma nova simetria para o problema. O
termo de Faddeev-Popov pode ser eliminado por normalização no caso abeliano já que
o determinante que aparece é mais simples que o do caso não-abeliano. Entretanto, foi
mantido para deixar a simetria BRST evidente.

5.2 Formalismo BRST
O formalismo BRST, que leva este nome em razão dos seus desenvolvedores Becchi,

Rouet, Stora [57] e (de maneira independente) Tyutin [58], é extremamente vantajoso de
se usar ao se trabalhar com teorias de calibre, principalmente no âmbito quântico, pois
evidencia quais são as quantidades físicas e não físicas da teoria ao organizar e distinguir
os graus de liberdade em uma estrutura coomológica3.

Para identificar essa nova simetria de (5.12) de forma simples, é interessante
introduzir um campo auxiliar b (campo de Lautrup-Nakanishi [59]) na lagrangiana da
integral funcional (5.12) seguindo um procedimento totalmente análogo ao utilizado para
acrescentar o campo auxiliar Θ na eletrodinâmica, dado na equação (4.1), resultando em:

L = 1
2F ∗ F − ξ

2b
2 − bd ∗ A+ c̄ (d ∗ d) c . (5.13)

Para voltar à ação na sua forma anterior, basta completar o quadrado com o segundo e o
terceiro termo, lembrando que agora é necessária uma integral sobre o campo b. Agora a
lagrangiana é invariante sob as seguintes transformações (BRST):

δA = ϵdc ,

δc = 0 ,

δc̄ = ϵb ,

δb = 0 ,

(5.14)

com ϵ sendo um parâmetro infinitesimal anticomutativo, ou seja, uma variável de Grass-
mann. A transformação do campo A é claramente uma transformação de calibre local com
parâmetro de calibre dado por α = eϵc. As transformações para um campo qualquer ϕ
podem ser definidas como δϕ = ϵsϕ, com s sendo o chamado operador BRST.

O operador BRST s é nilpotente:

s2 = 0 . (5.15)
3 Para aprofundamento sobre coomologia, consultar [8].
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como se pode conferir a partir de (5.14) ao aplicar as variações dos campos sobre as
próprias variações [54]. Isso faz com que seja possível separar o espaço de atuação desse
operador em 3 subespaços diferentes. Para ver isso, é interessante considerar a quantização
canônica, em vez da quantização por integral de caminho, a fim de se trabalhar com a
formulação hamiltoniana. Neste cenário, é possível associar uma carga s (autovalor do
operador BRST s) conservada devido à simetria contínua BRST através do Teorema de
Noether [36]. Dessa forma, o operador BRST comuta com o espaço de Hilbert H, já que s é
conservado [60], compartilhando portanto o mesmo conjunto de autoestados e permitindo
dividir o respectivo espaço de Hilbert em H = H0 ⊕ H1 ⊕ H2, de maneira que:

|ψ0⟩ ∈ H0 , tal que s |ψ0⟩ = 0 , e |ψ0⟩ ≠ s |ψ1⟩ ,

|ψ1⟩ ∈ H1 , tal que s |ψ1⟩ ≠ 0 ,

|ψ2⟩ ∈ H2 , tal que s |ψ2⟩ = 0 , e |ψ2⟩ = s |ψ1⟩ .

(5.16)

Assim, é possível realizar o seguinte raciocínio intuitivo4. Analisando as transformações
BRST (5.14) neste regime e notando que a equação de Lagrange para o campo auxiliar b
é dada por ξb = −d ∗ A, é possível reescrevê-las como:

sA = dc ,

sc = 0 ,

sc̄ = b = −1
ξ
d ∗ A ,

sb = −s1
ξ
d ∗ A = 0 .

(5.17)

Lançando mão de uma transformada de Fourier a fim de se trabalhar no espaço de momento,
é possível ver que o operador s aniquila o ghost e transforma a componente longitudinal de
A com polarização positiva em ghost; por outro lado, aniquila uma componente longitudinal
de A com polarização negativa e transforma um antighost em uma componente longitudinal
de A com polarização negativa. Assim, bósons associados a campos de calibre transversos
(os únicos componentes físicos da teoria) pertencem a H0, anti-ghosts e bósons associados
a campos de calibre com polarização positiva pertencem a H1 e ghosts e bósons associados
a campos com polarização negativa pertencem a H2. Os bósons associados a campos de
calibre longitudinais (os componentes não físicos da teoria), portanto, ficam separados
nestes outros dois subespaços.

Com isso, o formalismo BRST traça as seguintes definições. Uma quantidade X é
chamada de BRST fechada se:

sX = 0 . (5.18)

Quantidades BRST fechadas são fisicamente relevantes para os observáveis da teoria
contanto que não sejam exatas. Uma quantidade Y é chamada de BRST exata se:

Y = sZ , (5.19)
4 Um argumento mais rigoroso é dado em [61].
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em que Z é uma outra quantidade (operador ou campo), fazendo com que Y seja necessa-
riamente fechada. Quantidades BRST exatas são não físicas (puramente matemáticas).
Diante do que foi apresentado, já é possível trabalhar o mapeamento proposto neste
trabalho em nível quântico fazendo uso deste formalismo.

5.3 Mapeamento via BRST
Primeiramente, a ação da eletrodinâmica (4.1) é invariante sob as transformações

BRST:

sA = dc ,

sc = 0 ,

sΘ = 0 ,

sψ = cψ ,

sψ̄ = −cψ̄ ,

(5.20)

em que tanto c como s carregam número de ghost 1 (enquanto que c̄ possui número de ghost
-1) e não possuem dimensão de massa. O número de ghost é uma quantidade conservada
em uma teoria pois, justamente, checa se há um equilíbrio entre ghosts e antighosts,
estando associado à váriável de Grassmann ϵ, sendo, portanto, um número fermiônico.
Analisando, agora, o termo de borda (4.5) adicionado na eletrodinâmica. Os campos extras
que este termo carrega podem ser organizados como dubletos BRST, garantindo que
sejam quantidades exatas e, portanto, não estejam no espectro físico do modelo, sendo
caracterizadas pelas transformações:

sζ̄ = φ̄ ,

sφ̄ = 0 ,

sφ = ζ ,

sζ = 0 ,

(5.21)

e:

sz̄ = w̄ ,

sw̄ = 0 ,

sw = z ,

sz = 0 .

(5.22)

Isso permite escrever a ação de borda (4.5) como uma quantidade BRST exata:

Sb = −s
∫
d
(
ζ̄φ− z̄w

)
, (5.23)

garantindo e reforçando que, além dos campos extras, a própria ação auxiliar não contribua
em observáveis físicos.
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Assim, o mapa da eletrodinâmica para a gravitação pode ser estendido para as
simetrias BRST apresentadas acima. O mapa para o campo de ghost é obtido substituindo
o parâmetro de calibre α de (4.7) pelo campo de ghost c:

c(x) → ϵabc
ab(X) , (5.24)

o que faz com que as transformações BRST para os campos da gravitação e os espinores
sejam:

sωab = dcab ,

scab = 0 ,

sea = ca
be

b ,

sψ = ϵabc
abψ ,

sψ̄ = −ϵabc
abψ̄ ,

(5.25)

e para os campos auxiliares da gravitação:

sξa = ϕa + ca
bξ

b ,

sϕa = ca
bϕ

b ,

sρa = σa + ca
bρ

b ,

sσa = ca
bσ

b ,

(5.26)

e:

sχ̄ = η̄ ,

sη̄ = 0 ,

sη = χ ,

sχ = 0,

(5.27)

em que sϕab = ca
cϕ

cb −cb
cϕ

ca. Organizando dessa forma, os campos auxiliares da gravitação
são dubletos BRST e o termo de borda (4.14) pode ser reescrito como um termo BRST
exato:

Sb = s
∫
d (ξaσa − χ̄η) . (5.28)

garantindo que não afete observáveis físicos. Os campos ξa e ρa foram introduzidos para
garantir esta estrutura de dubleto e não afetam o modelo. Dessa forma, fica mais claro o
porquê de se ter adicionado mais campos independentes na parte eletrodinâmica no Capítulo
4 do que o necessário para estabelecer um isomorfismo entre as teorias: foram adicionados
campos extras também para formar dubletos para que o mapeamento funcionasse de modo
BRST com termos de borda exatos.

Portanto, uma vez conferidas quais são as transformações BRST da ação (4.15)
de gravitação obtida através do mapa dado pelas equações (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11), o
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próximo passo é definir o funcional gerador desta teoria de gravidade quântica. Partindo
do funcional gerador da QED, dado em termos da ação (4.6):

Zqed =
∫

[dΦqed] exp (−Se − Sb) , (5.29)

que é a integral de caminho obtida após quantização dos campos da ação (4.6), com:

[dΦqed] = [dA][dΘ][dψ][dψ̄][dφ̄][dφ][dζ̄][dζ][dz̄][dz][dw̄][dw] , (5.30)

e aplicando o mapeamento, será necessário introduzir o jacobiano, det J , das transformações
dos campos, isto é, do próprio mapa, na integral:

Zgrav =
∫

[dΦgrav] det J exp (−Sgrav) , (5.31)

em que o jacobiano está definido no Apêndice D como det J ∝ det3/2(ϕa
b)e3 e:

[dΦgrav] = [dea][dωab][dψ][dψ̄][dϕa][dσa][dη][dη̄][dχ][dχ̄] . (5.32)

Seguindo as relações para integrais gaussianas de campos escalares, fermiônicos e bosônicos
[54], é possível reescrever:

e3 = e4e−1 =
∫

[dȲ dY dZ] exp
[
−
∫ (

Ȳ aYa + 1
2Z

aZa

)
ϵcde

ced
]
, (5.33)

e:

det3/2(ϕa
b) = det4(ϕa

b)det−1/2(ϕa
b)

=
∫

[dKdW̄dW ] exp
[
−
∫ (

W̄aϕ
abWb + 1

2Kaϕ
abKb

)
ϵcde

ced
]
.

(5.34)

As propriedades dos novos campos estão dadas na Tabela 4.

Campos ξ ρ Y Ȳ W W̄ Z K
Dimensão 1 0 1 1 1/2 1/2 1 1/2

Ordem (1, 0,−1) (0, 0,−1) (0, 0, 1) (0, 0,−1) (0, 0, 1) (0, 0,−1) (0, 0, 0) (0, 0, 0)
Estatística + − − − − − + +

Tabela 4 – Propriedades dos novos campos.

Estes termos podem ser organizados em tripletos BRST:

sȲ a = 1
2Z

a ,

sZa = −Y a ,

sY a = 0 ,

(5.35)

e:

sW̄ a = 1
2K

a + ca
bW̄

b ,

sKa = −W a + ca
bK

b ,

sW a = ca
bW

b ,

(5.36)
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Dessa maneira, o jacobiano pode ser separado de (5.31) em uma ação distinta:

Sdet =
∫ (

Ȳ aYa + 1
2Z

aZa + W̄aϕ
abWb + 1

2Kaϕ
abKb

)
ϵcde

ced , (5.37)

que é uma quantidade BRST exata:

Sdet = s
∫ (

Ȳ aZa + W̄aϕ
abKb

)
ϵcde

ced , (5.38)

garantindo que, por mais que os campos que descrevem a ação do jacobiano não sejam
dubletos BRST, a ação é exata fazendo com que o jacobiano não interfira em observáveis
físicos. Assim, o mapeamento em nível quântico gera uma teoria de gravidade quântica
descrita pelo funcional gerador:

Zqg =
∫

[dΦqg]e−Sqg , (5.39)

com a medida funcional dada por:

[dΦqg] = [dea][dωab][dψ][dψ̄][dϕa][dσa][dη][dη̄][dχ][dχ̄][dȲ a][dY a][dZa][dW̄ a][dW a][dKa] ,
(5.40)

e:

Sqg =SG + Sdet ,

=
∫ 1

8πGϵab

(
Rab − Λ2

2 eaeb

)
+
∫
ψ̄
(
iγae

a ∗ ∇ −mϵabe
aeb
)
ψ

+ s
∫ [

d (ξaσa − χ̄η) +
(
Ȳ aZa + W̄aϕ

abKb

)
ϵcde

ced
]
,

(5.41)

sendo a ação de gravidade quântica total. De posse desta ação e do respectivo funcional
gerador, é possível calcular quantidades físicas como, por exemplo, funções de correlação
ou amplitudes de espalhamento. Esses já são cálculos mais explícitos que se estendem
para além do escopo do presente trabalho. Entretanto, é importante mencionar que para
realizar o cálculo desta integral de caminho de maneira consistente em nível perturbativo,
é necessário fixar o calibre a fim de evitar as redundâncias já discutidas.
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6 Conclusão

Nesta dissertação, foram apresentadas, primeiramente, as teorias bidimensionais de
eletrodinâmica e gravitação, ambas com acoplamento a férmions seguindo os fundamentos
de teoria de calibre. Na maior parte do trabalho foi utilizado o formalismo do cálculo
exterior advindo da geometria diferencial, sendo muito útil para organização dos conceitos,
principalmente na identificação das simetrias de calibre.

O foco deste trabalho foi direcionado ao desenvolvimento e à apresentação do
mapeamento entre as teorias abordadas, que foi motivado pelo conhecimento prévio
da existência do isomorfismo entre os grupos de calibre de cada teoria. Por fim, foram
identificadas violações de paridade e reversão temporal no termo de interação dos férmions
com o espaço-tempo. Além disso, o resultado mais interessante deste trabalho foi encontrar
uma simetria de calibre não-usual para os férmions submetidos ao mapeamento: as
transformações de calibre ainda seguem a simetria de Lorentz, mas são dotadas de uma
matriz γ3, que faz com que as projeções quirais dos férmions possuam transformações de
calibre distintas, conferindo uma dinâmica diferente para este tipo de sistema.

Diante do exposto, foi visto que é possível conferir uma interpretação geometrodi-
nâmica para sistemas de eletrodinâmica bidimensional que podem ser descritos por uma
ação do tipo (2.12). Por exemplo, o comportamento dos férmions não é mais regido pelas
equações de Maxwell, mas, sim, pela sua interação com as deformações do espaço-tempo.
Assim, em duas dimensões, ao menos alguns modelos de eletrodinâmica e gravitação são,
em última instância, descrições diferentes de um mesmo fenômeno físico.

Como perspectivas futuras, seria interessante trabalhar os seguintes aspectos.
Primeiramente, estudar mais a fundo o mapa em sua versão quântica sob a luz do
formalismo BRST e verificar se a teoria de gravitação obtida é, de fato, renormalizável
como se espera. Também seria proveitoso estudar a simetria por conjugação de carga (C)
na ação de gravitação obtida a fim de se entender se a simetria CPT é violada ou não no
modelo encontrado. O estudo da simetria de calibre dos férmions mapeados em sistemas
diversos seria interessante para traçar paralelos com teorias já conhecidas a fim de se
investigar se este tipo de simetria aparece em outros tipos de modelos. Realizar a rotação
de Wick para realizar o mapeamento no espaço-tempo de Minkowski seria importante para
descobrir se é possível estender este mapa entre teorias com grupos de calibre que não
sejam isomorfos, podendo levar a ideias sobre a expansão para 4 dimensões. Finalmente,
realizar este mapeamento entre a teoria de eletrodinâmica 4D com redução dimensional na
dimensão temporal e em uma das dimensões espaciais e uma teoria de gravitação 2D seria
fundamental para se obter uma descrição geometrostática para férmions, como elétrons,
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habitando uma folha de grafeno, conferindo aplicações práticas ao mapa confeccionado.
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A Formas Diferenciais

René Descartes introduziu o uso das famosas coordenadas cartesianas na mate-
mática, revolucionando além da própria, áreas como a ciência e até mesmo a filosofia.
Dessa forma, foi possível realizar a tradução das ideias geométricas, fundamentadas nas
proposições de Euclides, para análise e álgebra, permitindo uma descrição em termos de
equações analíticas para cada componente de um vetor, levando ao cálculo vetorial. Por
exemplo, seja um vetor F , então:

Fxx̂ = maxx̂ , (A.1)

Fyŷ = mayŷ , (A.2)

Fz ẑ = maz ẑ . (A.3)

Porém, com o avanço em geometria de espaços curvos, o uso explícito de coordenadas
acabou gerando complicações de notação e obscurecimento das ideias que carregavam as
contas. Daí veio o cálculo tensorial como forma de escrever as equações de um jeito mais
sucinto e com base no princípio de covariância das propriedades geométricas. As equações
acima ficam compiladas em:

F i = mai . (A.4)

Pode-se representar as componentes dos tensores em outro sistema de coordenadas, reali-
zando a seguinte operação:

∂x′j

∂xi
F j = m

∂x′j

∂xi
aj . (A.5)

Logo:

F ′i = ma′i , (A.6)

vê-se que ambos os lados se transformam igualmente, mantendo a forma da equação em
qualquer sistema de coordenadas, evidenciando a covariância.

Já o cálculo exterior dá um passo além e em vez de fazer uso das componentes dos
tensores, é utilizado o objeto como um todo, isto é, componentes ao lado dos elementos de
base, fazendo com que os cálculos sejam invariantes por transformações de coordenadas.

F = F i∂i , (A.7)

a = ai∂i , (A.8)

∴
∂x′i

∂xj
F i ∂x

j

∂x′i∂i = m
∂x′i

∂xj
ai ∂x

j

∂x′i∂i

F = ma .

(A.9)
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Aqui, os vetores são entendidos como objetos definidos no espaço tangente a uma variedade
diferencial, cujos elementos de base são ∂i. Assim, as coordenadas ficam implícitas, assim
como seus respectivos índices, limpando visualmente as equações. Uma vantagem extra é
que os difeomorfismos não precisam ser impostos: eles já são garantidos por construção.

Em uma variedade diferencial, formas diferenciais são objetos definidos no espaço
cotangente. Uma p-forma α em n dimensões é basicamente um tensor completamente
antissimétrico:

α = 1
p!αµ1...µpdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp , (A.10)

em que dxµ é a base de uma 1-forma de maneira que dxµ1 ∧ ...∧ dxµp é a base de p-formas.
O operador produto wedge ∧ é antissimétrico. Assim, uma 0-forma é um escalar e uma
1-forma é um vetor covariante por exemplo, e é direto ver que em n dimensões não há
(p > n)-formas devido à antissimetria do produto exterior dxµ ∧ dxν . Além disso, faz com
que o produto de uma p-forma α e uma q-forma β seja dado por:

α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α . (A.11)

E também implica que o número de componentes independentes de α, isto é, sua dimensão,
é dado pela combinação:

dimX =
(
n

p

)
. (A.12)

É possível, portanto, criar um objeto dual à p-forma X que pode representá-la completa-
mente através da atuação do operador dual de Hodge:

∗X = 1
(n− p)!p!X

µ1...µp
√
gϵµ1...µpν1...νn−pdx

ν1 ∧ ... ∧ dxνn−p , (A.13)

que é uma (n− p)-forma de dimensão igual à da p-forma:

dim ∗X =
(

n

n− p

)
=
(
n

p

)
, (A.14)

em que g é o determinante da métrica e ϵµ1...µd
é o símbolo de Levi-Civita em d dimensões,

definido como:

ϵµ1...µd
=


+1, se µ1...µd é uma permutação par de 123...d

−1, se µ1...µd é uma permutação ímpar de 123...d

0, se há algum índice repetido

(A.15)

O símbolo de Levi-Civita também é utilizado para se obter determinantes: se Mµ
ν são as

componentes de um tensor em d dimensões, seu determinante é definido através de:

ϵµ1...µd
Mµ1

ν1 ...M
µ1

νd
= det(M)ϵν1...νd

. (A.16)
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Portanto, sob uma transformação de Lorentz x → x′, o símbolo de Levi-Civita se transforma
de maneira não covariante (não se transforma como um tensor) já que aparece o jacobiano
da mudança de coordenadas:

ϵµ′
1...µ′

d
= ϵν1...νd

∂xν1

∂xµ′
1
...
∂xνd

∂xµ′
d

=
∣∣∣∣∣ ∂x∂x′

∣∣∣∣∣ ϵµ1...µd
.

(A.17)

Não somente, a equação (A.13) pode ser reescrita na base da vielbein como:

∗X = 1
(n− p)!p!X

a1...apϵa1...apb1...bn−pe
b1 ∧ ... ∧ ebn−p , (A.18)

uma vez imposta a relação entre o determinante da vielbein e da métrica como dado em
(3.14).

O operador 1-forma de derivada exterior dxµ∂µ∧ ao atuar sobre uma p-forma α
leva a uma (p+1)-forma dα:

dα = 1
p!∂µ0αµ1...µpdx

µ0 ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp , (A.19)

de maneira que a derivada do produto é dada por:

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ . (A.20)

Devido ao fato de que derivadas parciais comutam ∂µ∂να = ∂ν∂µα enquanto que o produto
exterior anticomuta dxµ ∧ dxν = −dxν ∧ dxµ, se obtém o Lema de Poincaré que enuncia
que se α é uma p-forma, então:

d2α = 0 . (A.21)

A partir de (3.9), estas relações também são válidas usando a base da vielbein.

Por fim, o cálculo exterior possui uma ferramenta de extrema importância que é
uma espécie de generalização do Teorema de Stokes do cálculo vetorial para dimensões
arbitrárias:

Teorema 3 (Teorema Fundamental do Cálculo Exterior): Seja M (d) uma variedade
d-dimensional orientável e compacta. A borda da variedade corresponde ao embebimento
de uma variedade (d-1)-dimensional ∂M (d) em M (d):

X : ∂M (d) → M (d) , (A.22)

Então para toda (d-1)-forma α definida sobre a variedade M (d), se cumpre que:∫
M(d)

dα =
∫

∂M(d)
X∗α , (A.23)

em que X∗α é o pull-back de α sobre ∂M (d), isto é, a forma diferencial α escrita na
variedade de borda.
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B Matrizes Gamma

Em 2 dimensões, as matrizes gamma de Dirac são definidas através da álgebra de
Clifford (no caso particular deste trabalho, a álgebra euclidiana de Clifford):

{γi, γj} = γiγj + γjγi = 2δij × I , (B.1)

com i, j = {0, 1}, de onde se pode obter as seguintes soluções hermitianas:

γ0 =
0 1

1 0

 , γ1 =
1 0

0 −1

 . (B.2)

Também se define o análogo da matriz quadridimensional γ5:

γ3 = γ0γ1 =
0 −1

1 0

 , (B.3)

e:
σij = 1

2[γi, γj] . (B.4)

Dessa maneira, as seguintes relações são válidas:

σij = γ3ϵij , ϵij = −γ3σij . (B.5)

Assim como: {
γi, γ

3
}

= 0 , (B.6)[
γi, γ

3
]

= 2ϵ j
i γj , (B.7)[

γ3, σij

]
= 0 . (B.8)

A escolha feita para as matrizes gamma se relacionam com as matrizes de Pauli através de:

γ0 = σ1 , γ1 = σ3 , γ3 = iσ2 . (B.9)

Também valem as seguintes propriedades:(
γi
)†

=
(
γi
)−1

= γi , (B.10)(
γ3
)†

=
(
γ3
)−1

= −γ3 , (B.11)(
γi
)2

= −
(
γ3
)2

= I , (B.12)

ψ̄ = ψ†γ0, (B.13)

ψ† = ψ̄γ0. (B.14)
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C Isomorfismo

O grupo U(n) é o grupo das matrizes unitárias n x n, isto é, que satisfazem U †U = I.
Logo, o grupo U(1) é o grupo dos números complexos de módulo 1, isto é, se z ∈ U(1),
então z∗z = 1. Um elemento de U(1) pode ser escrito como z = eα, em que α é um número
imaginário. A lei de composição do grupo é a multiplicação de números complexos já que:
eα1eα2 = eα1+α2 .

O grupo SO(2) é o grupo das matrizes reais ortogonais 2 x 2 com determinante
+1, o que faz com que representem rotações num plano. Portanto, um elemento s ∈ SO(2)
é escrito como:

s =
cosθ −senθ
senθ cosθ

 , (C.1)

em que θ é o ângulo da rotação. O mesmo elemento pode ser escrito como s = exp
(
αabϵabE

)
∈

SO(2) com E = −ϵ ≡ −ϵab sendo o gerador do grupo SO(2) e αabϵab sendo um escalar em
que α a

b = −αa
b. Isso é possível porque por expansão em série de potências:

s = exp
(
αabϵabE

)
= I + αabϵabE +

(
αabϵabE

)2

2! +

(
αabϵabE

)3

3! + ...

= I

1 −

(
αabϵab

)2

2! +

(
αabϵab

)4

4! − ...

+ E

αabϵab −

(
αabϵab

)3

3! +

(
αabϵab

)5

5! − ...


= Icos

(
αabϵab

)
+ Esen

(
αabϵab

)
=
cos (αabϵab

)
−sen

(
αabϵab

)
sen

(
αabϵab

)
cos

(
αabϵab

)  ,

(C.2)

o que leva a identificar αabϵab ≡ θ justamente como o ângulo de rotação. A lei de composição
é a multiplicação de matrizes, que na sua forma exponencial segue a fórmula de Baker-
Campbell-Hausdorff [37]:

eAeB = exp
[
A+B + 1

2[A,B] + 1
12
(
[A, [A,B]] − [B, [A,B]]

)
+ · · ·

]
, (C.3)

mas que como E2 = −I, se reduz a:

s1s2 = exp
(
αab

1 ϵabE
)

exp
(
αab

2 ϵabE
)

= exp
[(
αab

1 ϵab + αab
2 ϵab

)
E
]
. (C.4)

Para mostrar que os grupos apresentados são isomorfos, deve-se mostrar que são
homomorfos primeiramente. Uma proposta de homomorfismo ϕ : U(1) → SO(2) é:

ϕ (eα) = exp
(
αabϵabE

)
. (C.5)
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Logo:

ϕ (eα1eα2) = ϕ
(
eα1+α2

)
= exp

[(
αab

1 ϵab + αab
2 ϵab

)
E
]

= ϕ (eα1)ϕ (eα2) ,

(C.6)

evidenciando que as leis de composição são preservadas. Agora resta provar a bijetividade,
que consiste em provar a injetividade e a sobrejetividade. Para a injetividade, suponha que
ϕ (eα1) = ϕ (eα2), ou seja, exp

(
αab

1 ϵabE
)

= exp
(
αab

2 ϵabE
)

e então eα1 = eα2 , garantindo
que elementos distintos de U(1) são mapeados em elementos distintos de SO(2). Já para a
sobrejetividade, é evidente que para cada α ∈ U(1) existe αab ∈ SO(2) tal que ϕ(z) = s.

Dessa forma, o isomorfismo entre os grupos U(1) e SO(2) fica caracterizado através
de α 7−→ αabϵab. A existência deste isomorfismo pode ser vislumbrada geometricamente
através da constatação de que estes grupos representam o círculo S1: o grupo U(1)
simboliza rotação no plano complexo enquanto que o grupo SO(2) simboliza rotação no
plano cartesiano, preservando ângulos e distâncias nos dois casos fazendo com que as
operações de multiplicação de números complexos e de composição de rotações sejam
equivalentes geometricamente.
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D Jacobiano

Para calcular o jacobiano do mapa proposto e definido através das transformações
(4.8), (4.9) e (4.11), deve-se montar a matriz jacobiana primeiramente, definida por:

Definição 4 (Matriz Jacobiana): Seja f : Rn 7→ Rm uma função que suas derivadas
parciais de primeira ordem existam. A matriz jacobiana J dessa função é dada por:

J =



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn... ... . . . ...

∂fm

∂x1

∂fm

∂x2
· · · ∂fm

∂x2n

 . (D.1)

Uma vez determinada a matriz jacobiana, o jacobiano do mapa é simplesmente o determi-
nante desta matriz. Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua
transposta, pode-se usar qualquer uma das duas para o cálculo do jacobiano.

Como existem, 15 campos independentes tanto na eletrodinâmica 2D quanto na
gravitação 2D construídas neste trabalho, a matriz jacobiana será uma matriz 17 x 17 ao
se considerar os férmions também, isto é, os campos ψ̄ e ψ. Entretanto, apenas os seguintes
termos são não nulos. Do mapa dado em (4.8):

∂Θ
∂ea

= e2ϵabe
b , (D.2)

∂A

∂ωab
= ϵab . (D.3)

Do mapa dado em (4.9):

∂Φ̄a

∂σb
= δa

b , (D.4)

∂Φ̄a

∂ea
= ϕa

b , (D.5)
∂Φa

∂ϕb
c

= δa
b e

c , (D.6)
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e:

∂w̄

∂η̄
= 1 , (D.7)

∂z̄

∂χ̄
= 1 , (D.8)

∂w

∂ea
= ηa , (D.9)

∂w

∂ηa

= ea , (D.10)

∂z

∂ea
= χa , (D.11)

∂z

∂χa

= ea . (D.12)

De (4.11), os férmions são mapeados neles mesmos:

∂ψ(x)
∂ψ(X) = 1 , (D.13)

∂ψ̄(x)
∂ψ̄(X)

= 1 . (D.14)

Além disso, como se pode notar, alguns termos são triviais e essa matriz pode ser reduzida
à seguinte matriz 9 x 9:

J =



0 0 ϕ 0 η0 0 χ0 0 e2e1
1

0 0 0 ϕ 0 η0 0 χ0 −e2e1
0

ϕ 0 0 0 η1 0 χ1 0 −e2e0
1

0 ϕ 0 0 0 η1 0 χ1 e2e0
0

e1
0 e1

1 e0
0 e0

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 e0

0 e0
1 0 0 0

0 0 0 0 e1
0 e1

1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 e0

0 e0
1 0

0 0 0 0 0 0 e1
0 e1

1 0



. (D.15)

O jacobiano fica dado, então, pelo determinante desta matriz:

det J = −2e2det3/2(ϕa
b)e3 . (D.16)
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