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Resumo

A eletrodindmica bidimensional, uma teoria invariante sob transformagoes U(1), é um sis-
tema com solucao exata de grande interesse na fisica, principalmente por sua aplicabilidade
em sistemas de dimensoes reduzidas em matéria condensada, mas também como um toy
model para examinar sistemas mais complicados. Isto também ¢é valido para a gravidade
bidimensional, uma teoria invariante sob transformacgoes SO(2), especialmente na busca
por uma quantizacao consistente da gravidade. Motivado pela conhecida existéncia de um
isomorfismo entre U(1) e SO(2), aqui, no formalismo de primeira ordem, é apresentado
um mapa entre essas teorias com acoplamento a férmions de Dirac. Dessa forma, o mapa
conecta dois pontos. O ponto de partida é a acdo de Maxwell-Dirac para a eletrodinamica
bidimensional com um termo extra: um termo de borda que carrega campos extras que
sao introduzidos para que o nimero de campos independentes de ambas as teorias coinci-
dam. O outro ponto é uma acao de Mardones-Zanelli que descreve gravidade de Lovelock
bidimensional somada a uma acao fermiénica e outra com campos extras. O acoplamento
férmion-gravidade obtido claramente viola as simetrias de paridade (P) e reversao temporal
(T) devido ao termo de interagdo da agao além de gerar uma simetria de calibre ndo usual
para os férmions. O mapeamento é também estudado via formalismo BRST para garantir

seguranca do significado fisico e para realizar a quantizacao do modelo.

Palavras-chaves: Teorias de calibre, Gravidade, Eletrodinamica, Formalismo BRST.






Abstract

Two-dimensional electrodynamics, a theory invariant under U(1) transformations, is an
exact solvable system of great interest in Physics, mainly because of its usage in two-
dimensional condensed matter systems, but also as a toy model used to probe more
complicated systems. The latter statement is also valid for two-dimensional gravity, a
theory invariant under SO(2) transformations, specially in the pursuit of a consistent
quantization of gravity. Motivated by the well known existence of an isomorphism between
U(1) and SO(2), here, in the first order formalism, it is presented a map between these
theories with Dirac fermions coupling. Then this map conects two points. The starting
point is the Maxwell-Dirac action for two-dimensional electrodynamics with an extra
term: a boundary one that carries extra fields which are introduced in order to match
the number of independent fields of both theories. The other point is a Mardones-Zanelli
action describing Lovelock two-dimensional gravity plus a fermionic action and another
one with extra fields. The resulting coupling fermion-gravity clearly violates parity (P)
and time reversal (T) symmetries due to the interacting term of the action, in addition to
generating an unusual gauge symmetry for the fermions. The mapping is also studied via
BRST formalism to guarantee the security of the physical meaning and to perform the

quantization of the model.

Key-words: Gauge theories, Gravity, Electrodynamics, BRST formalism.
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1 Introducao

Um dos maiores problemas ainda em aberto na fisica é a unificagdo das quatro
interagoes (ou forgas) fundamentais. O modelo padrao é descrito pela teoria de Yang-
Mills, uma teoria de calibre (ou de gauge) nao abeliana que assume que a natureza deva
ser invariante sob transformagoes dos grupos SU(3), SU(2) e U(1) em cada ponto do
espacgo-tempo formando uma simetria local. Dessa forma, o modelo padrao descreve trés
das quatro interagoes fundamentais: a nuclear forte (através da cromodindmica quantica
- QCD - com o grupo SU(3)), a nuclear fraca (através da dindmica quintica de sabor -
QFD - com o grupo SU(2)) e o eletromagnetismo (através da eletrodindmica quantica
- QED - com o grupo U(1)). Esta é uma teoria de enorme sucesso em sua escala de
aplicagao: é uma teoria de calibre renormalizavel, sem anomalias, quantizavel e preditiva
[1] (apesar de apresentar alguns problemas como, por exemplo, ndo ser capaz de explicar
o fato de neutrinos possuirem massa [2]). Ja a quarta interagao fundamental da natureza,
a gravidade (descrita através da relatividade geral - RG), ainda ndo possui uma versao
quantizada, resistindo, portanto, a unificacdo com o modelo padrao. Entdo, um primeiro
passo em busca da descricao quantica da gravidade para tentar a unificacao das interagoes
fundamentais seria escrever a gravidade como uma teoria de calibre para coloci-la em
pé de igualdade com o modelo padrao. Isso foi alcancado e a formulacao de calibre da
gravitacdo, que também pode ser chamada de formalismo de primeira ordem da gravitacao

[3, 4, 5, 6], serd explorada neste trabalho.

Diante deste contexto, é interessante partir de casos de dimensao reduzida como
toy models para averiguar possibilidades de unificagoes. Particularmente neste trabalho,
que rendeu artigo que se encontra em fase de publicagdo e ja pode ser acessado em [7],
¢ apresentado um mapeamento entre eletrodinamica e gravitagao bidimensionais com
acoplamento fermidnico que se baseia no isomorfismo entre os grupos de calibre de cada
teoria, U(1) e SO(2) respectivamente. E importante mencionar que, aqui, as 2 dimensoes
(2D), sdo entendidas como 2 dimensoes espago-temporais, ou seja, (141)D, significando 1
dimensao espacial e 1 dimensao temporal. Nao somente, o espaco-tempo sera assumido
como uma variedade diferenciavel euclidiana por simplicidade e também para que se possa
fazer uso do isomorfismo mencionado, ja que se o espago-tempo fosse de Minkowski, o grupo
de calibre da gravitacao seria o SO(1, 1) que nao é isomorfo ao grupo U(1). Essa escolha
também se deve ao futuro desejo de realizar a quantizacao do modelo que seré construido
neste trabalho: este processo de quantizagao nao é possivel de se realizar diretamente em
um espago-tempo de Minkowski. Portanto, os calculos sao realizados no espago-tempo
euclidiano e, ao final, se for desejado, é possivel realizar uma rotagao de Wick [8] para se

estar no espago-tempo de Minkowski.



Do ponto de vista pratico, a eletrodinamica bidimensional, por ser um sistema com
solucdo exata [9, 10, 11], é de grande interesse na fisica, principalmente em sistemas de
dimensoes reduzidas em matéria condensada [12, 13, 14]. Portanto seria enriquecedora
uma nova descrigdo para o comportamento de um férmion, como por exemplo o elétron, em
um sistema destes. Do ponto de vista conceitual, em fisica, é muito 1util realizar reducoes
dimensionais durante o enfrentamento de problemas com sistemas muito complicados para
ganhar entendimento dos conceitos fundamentais. Isso é comumente feito, por exemplo,
em aulas de mecanica classica ou quantica quando as analises sao feitas a partir de uma
perspectiva bidimensional para evidenciar os pontos cruciais das teorias. Para o caso da
eletrodindmica bidimensional, pedagogicamente nao se faz muito isso, mas héa diversas

aplicabilidades, como o modelo de Ising [15], por exemplo.

Por outro lado, gravitacao bidimensional também ¢é um sistema com solugao exata
[16] e tem sua gama de aplicagoes, principalmente na busca por uma teoria quantica da
gravidade. Em duas dimensoes é possivel quantizé-la de maneira consistente [17, 18, 19,
20, 21, 22], motivando a busca para a quantizagdo em 4 dimensoes [23]. Também é possivel
desenvolver descri¢bes geometrodindmicas de certos sistemas de calibre [24, 25, 26, 27, 28,
29, 30, 31] onde a gravidade (geometrodindmica) é empregada como alternativa ao modelo

de calibre usual.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, sdo estabelecidos os
fundamentos da teoria eletrodinamica em 2 dimensoes no espaco euclidiano e é explorado
como exemplo o caso da determinacao do campo elétrico gerado por uma configuracao
arbitraria de particulas carregadas. No Capitulo 3, a gravitacao no formalismo de segunda
ordem € revisada e o formalismo de primeira ordem é apresentado com mais aprofundamento.
No Capitulo 4, o mapeamento entre a eletrodinamica bidimensional com acoplamento
fermidnico e a gravitagdo bidimensional é estabelecido e os principais resultados obtidos
sao discutidos: a teoria de gravidade encontrada é exotica, contando com um termo de
acoplamento entre os férimons e o campo de calibre que viola paridade (P) e reversao
temporal (T), além de conferir aos férmions uma simetria de calibre distinta. No Capitulo
5, é realizada a quantizacao do mapeamento pelo uso do formalismo BRST, verificando a
fisicalidade de cada termo do modelo apresentado, chegando a uma teoria de gravidade
quantica a partir da eletrodindmica quantica. Por fim, o Capitulo 6 aborda as conclusoes

e aponta as perspectivas deste trabalho.

Antes de seguir, é importante informar que nesta dissertacdo é utilizada teoria
classica de campos e teoria de calibre, mas nao vao ser definidos os conhecimentos basicos.

Para referéncias com aprofundamentos, consultar [32].



?2 Eletrodinamica em 2 dimensoes

Sendo a eletrodindmica bidimensional o ponto de partida do mapeamento que sera
proposto no presente trabalho, este capitulo esta dedicado a fornecer, de maneira breve,

os fundamentos para sua compreensao.

2.1 A Liberdade de Calibre das Equacoes de Maxwell

As equacgoes de Maxwell sao os pilares da teoria eletromagnética e podem ser escritas
de diversas maneiras como, por exemplo, através do calculo vetorial, do calculo tensorial
ou do calculo exterior [33]. Ao analisar a eletrodindmica de corpos em movimento, Albert
Einstein elaborou, em 1905 [34], o que é hoje conhecida como a teoria da relatividade restrita.
A relatividade geral é uma decorréncia desta ultima teoria e faz enorme uso de geometria
diferencial para seu estudo, sendo extremamente uteis as ferramentas do célculo exterior
principalmente porque neste formalismo os objetos ja sdo invariantes por difeomorfismos!.
Assim, como este trabalho lida de certa forma com a equivaléncia entre eletromagnetismo e
gravitacdo, ao longo do texto sera feita de maneira recorrente a apresentacao das equagoes
sob o uso de formas diferenciais como padronizacao. Propriedades deste formalismo assim
como breve discussoes sobre seu uso podem ser consultadas no apéndice A. Além disso, o

produto exterior A serd omitido ao longo de todo o trabalho.

Isto posto, as equagoes de Maxwell podem ser escritas da seguinte maneira fazendo

uso do célculo exterior [35]:
xdx F'=J, (2.1)
dF =0, (2.2)

em que J é a 1-forma densidade de corrente (fonte de campo) e F' é a 2-forma intensidade

de campo eletromagnético, definida em termos da 1-forma potencial vetor A como?:

F=dA. (2.3)

Diante disso, a liberdade de calibre fica evidente ja que pelo Lema de Poincaré

(A.21), a equagao (2.3) e por conseguinte (2.1) e (2.2) sao invariantes por transformagoes
1

Um difeomorfismo entre duas variedades é um mapa de classe C°*° que possui inversa também de
classe C'*°. Assim, pode ser entendido como uma mudanga geral de coordenadas. Para definigbes mais
aprofundadas, consultar [8].

Na linguagem covariante do cédlculo tensorial, as grandezas sao dadas em termos apenas das suas
componentes: J = J;dr' em que J; = (p, ;) sendo p a densidade de carga e j a densidade de

1 S ) .
corrente; F = §Fijdxldxj em que Fj; = 0;A; — 0jA;; e A= A;dx’ em que A, = (¢, A) sendo ¢ o

potencial elétrico e A o potencial vetor. Por ser um caso bidimensional, é convencionado que os indices
a,b, ... € {0,1}.
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do tipo:
A=A =A+da, (2.4)

em que « é uma funcio escalar bem comportada das coordenadas do espago-tempo,
caracterizando A como um campo de calibre. Essas sao transformacoes de invariancia que
atuam exclusivamente nos campos: nao sao induzidas por transformagoes de coordenadas,
caracterizando-as, portanto, como transformacoes de calibre. Elas podem ser globais, isto
é, nao dependem do ponto do espago e nem do momento no tempo ou, caso contrario,

podem ser locais.

E possivel mostrar que a transformacio (2.4) pode ser dada em termos do grupo

unitario de simetria U(1), caracterizado por um conjunto cujos elementos obedecem a:
wu=1, u"=u', (2.5)

em que u € U(1) e u* é o complexo conjugado de u. O elemento de grupo u pode ser

escrito em sua forma exponencial:
u=e* ut=e=ut, (2.6)

em que o = —a, isto é, a é um complexo imaginario. Assim, se o potencial, como toda
conexao em uma teoria de calibre, se transforma através da representacao adjunta [32],

tem-se que:

A =ut(d+ Au
=A+utdu 27
= A+ u tuda '

=A+da,

deixando evidente que a transformacao (2.4) é apenas uma maneira de constatar que a
eletrodindmica é uma teoria de calibre para o grupo de simetria U(1), um grupo abeliano,

ou seja, o produto definido entre elementos do grupo é comutativo.

E fundamental esclarecer que a eletrodinAmica bidimensional possui uma simetria
local pelo grupo U(1). Mas por outro lado possui uma simetria global pelo grupo de
Poincaré 1S0O(2) que representa as transformagoes de Lorentz somadas a translacoes. A
cada simetria continua se pode associar uma grandeza conservada, a corrente de Noether
[36]: para o grupo de Poincaré, se obtém a conservacao do tensor energia-momento enquanto

que para as transformacoes locais se obtém a conservagao local da carga elétrica.

A teoria de calibre se baseia em um postulado [32]:

Defini¢ao 1 (Principio de Calibre): Todas as quantidades fisicas (observdveis) devem

ser invariantes por transformacoes de calibre.
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Logo, na constru¢ao de um principio de ac¢ado, é necessario que a lagrangiana, além de
por definigdo [37] (em 2 dimensdes) seja uma 2-forma, deva conter apenas quantidades

invariantes de calibre. E possivel provar que a acao de Maxwell:

SM:/<;F*F+A*J>, (2.8)

leva justamente as equagoes de Maxwell (2.1) e (2.2) através da aplicagao da equagao de
Euler-Lagrange para o potencial A. O primeiro termo representa os campos livres e o

segundo termo representa a interacao dos campos com a matéria.

Para acoplar férmions, deve-se ter em mente que estes serao justamente as fontes
de campo e, portanto, o acoplamento é feito substituindo o termo geral de fontes de campo
A x J pela lagrangiana de Dirac com acoplamento minimo, isto é, trocando a derivada
exterior pela derivada covariante da interacdo. A parte fermionica da acgao fica dada por
[38]:

SD:/QZ(i'y*D—m*l)w, (2.9)
em que a l-forma v = vdz’, com x € R* e 4,5, k... € {0,1}, é dada em termos das
matrizes gamma de Dirac em duas dimensoes (algumas convengoes e propriedades estao
listadas no apéndice B). Dessa forma, por comparacao, a densidade de corrente de Dirac é
J = ¥ivih. O campo 1 é um férmion de Dirac enquanto que 1) = 1f7° é o seu conjugado
e D =d— A é a derivada covariante exterior para a eletrodindmica. Pode-se mostrar
que aplicando a equacéo de Euler-Lagrange para os campos fermionicos 1) ou ¥ se chega

justamente a equacao de Dirac:
(y*D—mx1)1p=0. (2.10)

A agdo (2.9) é invariante por transformacoes locais (e, portanto, também por transformagoes

globais) do tipo (2.4) juntamente com:

P — e, b — e, (2.11)

com o = —a sendo um parametro infinitesimal local. Isso implica que a intensidade de
campo eletromagnético ¢ um invariante de calibre: 0F = 0 pelo Lema de Poincaré (A.21).

A substituigao da agao (2.9) na agao (2.8) gera a acao de Maxwell-Dirac da QED [8]:

1 _
Sawn = [ [QF*F—H/J(M*D—m*l)w , (2.12)
que é, portanto, invariante sob transformagoes de calibre do grupo U(1) do tipo:

0A =da ,
M=o, (2.13)
o) = —a) .
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2.2 Caso llustrativo

Eletrodinamica bidimensional é um sistema com solucao exata e esta se¢ao esta
dedicada a mostrar isso através do caso de N particulas que se movem no espago-tempo
de 2 dimensoes na presenga de campos eletromagnéticos conforme feito em [9]. E valido
mencionar que, especialmente nesta secao, a utilizacao do calculo exterior e das formas
diferenciais sera deixada de lado, prezando pelo uso dos tensores e suas componentes pois
serao feitos calculos mais explicitos. Vale ja mencionar que no caso bidimensional nao hé
campo magnético pois a intensidade de campo ¢é definida através da 2-forma F' = Fyy = E,
objeto de 4 componentes sendo 2 delas nulas e as outras duas dependentes entre si devido
a sua antissimetria. As componentes de F' podem ser representadas, em duas dimensoes,

pela matriz:

—F

Pois bem, a acao para este caso é dada por:
1 . N ,
Sy = Z/ PrFy(x)FY(x) + ) mn/ dr, +/ d*xj'A; (2.15)
n=1
que pode ser reescrita, conforme [10] e [39], como:

N N
Sy = i/ A2 Fyj(x)F (2) + 3 mn/ dro + ) qn/ d§,Ai(&) ,  (2.16)
n=1 n=1

em que a primeira integral se refere aos campos livres, a segunda integral esta relacionada
a energia cinética relativistica de uma particula pontual e a ultima integral se refere
a interacao entre essas particulas carregadas e o campo eletromagnético: é o termo de
fonte de campo. Cada uma das N particulas possui, respectivamente, massa m,,, carga q,,
coordenadas de espago-tempo &£, tempo préprio 7,,, cujo diferencial é:

dr, = dt(1 +v2)/? = drt : (2.17)

Y

0

em que t = z" e v, sao o tempo e a velocidade.

Aplicando a equacao de Euler-Lagrange com respeito ao potencial vetor A;, se

obtém a seguinte equagao de campo:

.. N .
OF(2) = 3 o [ dE5e( — &) (2.18)
n=1

que é basicamente a equagdo de Maxwell (2.1), e leva a:
N
0 Fvy = Z G0 (x — frlL(t)) ) (2.19)
n=1

N
(90F10 = — Z ann(5<X — frll(t)) s (220)
n=1
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em que x é a componente espacial de z, ou seja, x = z! e, é claro, 7, = Y. E usando a
equagao de Euler-Lagrange agora com respeito as coordenadas das particulas &, se obtém

a equacao de campo:

g, éj
= g (6) T 2.21)
que ¢é basciamente a forca de Lorentz e leva a:
d 1/2 1
(V4 v2)72v) = guF o (&) - (2.22)

dt

Integrando as equagoes (2.19) e (2.20) se obtém:

Fio(x an ) —x)+Coh = Z(]n x =&, () +Ch . (2.23)

Nota-se, portanto, que o tensor intensidade de campo eletromagnético, ou simplesmente o
campo elétrico, tem uma descontinuidade no ponto em que cada particula esta localizada.
Além disso, as equagoes (2.19) e (2.20) podem ser entendidas como equagoes para fungoes
de Green do eletromagnetismo bidimensional visto que sao as substituicoes da equagao de
Maxwell (2.1) por inomogeneidades na forma de fungoes delta de Dirac. Assim, a equagao
(2.23) é a fungao de Green, sendo 1til para a composicao de solugdes gerais ja que o método

de Green [40] estabelece que para obter a solugdo ¢(z) de uma equacio do tipo:

Lo(x) = f(x) (2.24)

A

em que L é um operador diferencial de segunda ordem e f(z) uma inomogeneidade

qualquer, basta resolver a seguinte equacgao primeiramente:

A

LG(z,2") = 6(x — 2') , (2.25)
em que G(z,2’) é a chamada fungdo de Green e entdo obter a solu¢ao geral através de:

:/ do'G(z,2") f(2') . (2.26)

Olhando para a equacgao (2.23), pode-se tirar algumas conclusoes. O campo elétrico,
dado através de (2.14) por Fjy = Ej, de uma unica particula é uma fungdo degrau: é
igual a 0 para valores de x < £1(¢) e vale ¢, para valores de x > £1(t), uma vez fixadas
as constantes em Cy = ¢, e C7 = 0. Dessa forma, nota-se que longe das cargas o campo
elétrico é constante e, assim, constata-se que nao ha onda eletromagnética em 2 dimensoes
mesmo que estas cargas puntiformes estejam em movimento até mesmo acelerado. Logo, a

velocidade da luz ¢ nao representa uma velocidade de propagacao.
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3 Gravitacao em 2 dimensoes

Através do mapeamento que serd introduzido no Capitulo 4, sera visto que é possivel
associar eletrodinamica 2D a um sistema geometrodinamico 2D, ou seja, um sistema de
gravitagao bidimensional. Dessa forma, o presente capitulo se dedica a exibir os pontos

principais que fundamentam esta teoria.

3.1 Formalismo de segunda ordem

Aqui seré feita uma revisao sobre a formulagao padrao da Relatividade Geral (ou

formalismo de segunda ordem da gravitacdo), discutida com base em [6, 41, 42, 43].

No inicio do século XX, Albert Einstein formulou o que hoje se conhece por
Relatividade Geral, uma teoria de gravitacao que refinou a gravitacao newtoniana. Sua
escrita foi feita em termos de componentes de tensores, e ndo de formas diferenciais,
portanto serd seguido este formalismo nesta se¢ao. O pilar fundamental para a construgao

desta teoria foi o principio de equivaléncia, que pode ser enunciado da seguinte maneira:

Defini¢ao 2 (Principio de Equivaléncia Fraco): E sempre posstvel escolher um refe-

rencial inercial local.

Isto ¢é, a gravidade sempre pode ser localmente eliminada através de uma escolha apropriada
de referencial, de forma que, em uma vizinhanca local, o espago-tempo possua invariancia

de Lorentz conforme ilustra a Figura 1. Este principio pode ser estendido a versao forte:

.
It i

M7

Figura 1 — A dindmica de uma particula dentro de um elevador em queda livre é regida
pelos efeitos da gravidade (direita). Entretanto, escolhendo o referencial de um
observador dentro do elevador é possivel descrever perfeitamente a dindmica
da particula como se nao estivesse sujeita a forca gravitacional: este é um
referencial inercial local (esquerda) [42].
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Defini¢ao 3 (Principio de Equivaléncia Forte): As leis da natureza sio as mesmas na
presenca de um campo gravitacional uniforme estatico e em um referencial equivalentemente

acelerado.

Isto é, é impossivel identificar, localmente, se ha um campo gravitacional ou se o referencial

adotado esta apropriadamente acelerado, como ilustra a Figura 2.

g

@) o

181 101

iz I

Figura 2 — A dindmica de uma particula em um referencial local que esta sujeito a um
campo gravitacional (direita) é totalmente equivalente a dindmica de uma
particula em um referencial acelerado apropriadamente (esquerda) [42].

Com isso, em 1915, Einstein apresentou em seus trabalhos [44, 45] o que hoje se
conhece como equacoes de Einstein, que podem ser compiladas da seguinte maneira':

&rGG

Guy + Aguy = CTT/“/ . (31)

Assim, pode-se ver que matéria e energia, representadas através do tensor energia-momento
T,,, curvam o espaco-tempo, representado pelo tensor de Einstein G, mas também
o proprio espago-tempo afeta a dindmica da matéria e energia (a forga gravitacional é
entendida como consequéncia da curvatura espaco-temporal, ou seja, é uma descricao
geometrodindmica). A consequéncia disso é que a trajetoria de uma particula no espago-
tempo é uma geodésica, a generalizacao de linha reta para uma geometria de curvatura
arbitraria, que é por definicdo uma curva que transporta paralelamente o seu préprio vetor
tangente U*:

urv,u” =0, (3.2)
em que o transporte paralelo é controlado pela derivada covariante V,, que pode ser

definida através da sua atuagao sobre um tensor X',

1~--,Bn'

Qi o O, PoeQm, m Qa1..p
Vo X, g, = X g, F T X g e R T, X

p aq...Qm p Qq...0m
-T ﬁwX ' pBn T T r 6wX ' B1..p

O termo contendo a constante cosmoldgica A foi adicionado posteriormente por Einstein, em 1917 [46],
de forma ad hoc para se obter solucbes cosmoldgicas estdaticas. A presenca deste termo foi tema de
muitas discussoes no século XX, mas hoje é garantida por consenso da comunidade cientifica.

B

fn(3.3)

1
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de onde se pode compreender a conexao afim I'*g, como uma maneira de corrigir o

transporte paralelo de tensores ao longo do espago-tempo.

O espaco-tempo pode ter basicamente dois tipos de propriedades As propriedades
métricas (codificadas dentro da métrica) estao relacionadas a medigoes de distancias,
angulos, areas, volumes e outros no espago-tempo. A métrica, entao, serve para calcular

distancias entre objetos proximos:
ds® = g, datda” . (3.4)

Jé& as propriedades afins, representadas pela conexao afim I'*5 , estao relacionadas a
covariancia sob translagoes no espago-tempo, baseada fortemente nas nogoes de paralelismo.

Portanto, sao propriedades muito importantes e completamente independentes, a principio.

Entretanto, Einstein formulou a relatividade geral com a conexao afim sendo dada
em termos da métrica ao assumir duas propriedades: (i) compatibilidade da métrica, isto é,
V,9uw = 0, 0 que garante que a norma de vetores seja preservada por transportes pararelos;
(ii) torgao nula, isto é, 1%, =T, — I 3 =0, o que reduz as componentes da conexao
afim aos simbolos de Christoffel:
1

Faﬂv = §gap(aﬁ9w + 04908 — 0p98y) - (3.5)

Essas imposigoes implicam em todo o espago-tempo poder ser descrito através apenas da
métrica, resultando em equacoes de segunda ordem para a dindmica gravitacional, dai o

nome de formalismo de segunda ordem da gravitacao para este caso.

Entretanto, essas imposi¢oes foram alvo de discussoes entre Einstein e o matematico
Elie Cartan [47]. Cartan presava pela independéncia entre as propriedades métrica e afim,
enquanto que Einstein presava pela economia de campos independentes de acordo com o
que ele postulava para o espaco-tempo: métrica compativel e tor¢ao nula. Daqui pra frente,
serd seguida a perspectiva de Cartan, que possui mais varidveis (a métrica e a conexao
afim serdo independentes) mas é mais econdmica nas suposigoes de partida da teoria (ndo
se impoe a condigdao de tor¢ao nula, e, sim, apenas a compatibilidade da métrica) e acaba
atribuindo generalidade a ela. Além disso, essa formulacao deixa mais evidente as relacoes

com teorias de calibre.

Pode-se tomar como motivacao para a separacao entre a métrica e a conexao afim
o fato de que, enquanto a métrica participa da definicdo da energia cinética das particulas
e do tensor energia-momento, a conexao atua, por exemplo, no acoplamento fermiénico
com a gravidade. Ao considerar sistemas de gravidade quantica, deve-se levar em conta
que, além da massa da particula, o spin também ¢é responsavel por alterar o espaco-tempo,
portanto no caminho pela unificacao de todas as interagoes seria necessario distinguir a
métrica da conexao, levando ao formalismo de primeira ordem que sera discutido se¢ao

seguinte.
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E importante mencionar que para quantizar uma teoria é extremamente necesséria
a descrigao do sistema através do principio de acao. David Hilbert propds o principio de
minima acao correto para a gravidade no formalismo de segunda ordem em 4 dimensoes
que admite espago plano como uma solugao (ou seja, na auséncia de fontes de campo -
matéria ou energia): a conhecida acdo de Einstein-Hilbert [48]; permitindo geometrias de
curvatura constante, deve-se somar um termo nesta acao: o da constante cosmologica,

resultando em: . R
Seulg) = —— [ V=9 (—A)d4 , 3.6
erlgl = g7 9\ 3 x (3.6)
em que R ¢ o escalar de curvatura, definido como funcao da métrica g,,, sua inversa e

suas derivadas, G' é a constante de Newton e A é a constante cosmologica.

Neste trabalho, sera utilizado o principio de acao para o formalismo de primeira
ordem, logo, serao exibidos, na préxima secao, os objetos e teoremas matematicos funda-

mentais para a elaboracao da agao desejada.

3.2 Formalismo de primeira ordem

Neste formalismo, desenvolvido muito pelos trabalhos de Utiyama [3], Kibble [4]
e Sciama [5], portanto, as propriedades métricas e afins serdo codificadas em campos
completamente independentes. O objetivo aqui é construir os objetos fundamentais para

se construir o principio de agao para a gravitacao.

Para tal, comeca-se, assim como fez Einstein para a gravitacao de segunda ordem,
analisando o principio de equivaléncia. Este principio abre oportunidade de interpretar o
espaco-tempo como uma variedade diferenciavel D-dimensional M que possui em cada
ponto X € M um espaco tangente T'x D-dimensional plano que é uma boa aproximagao
de M nas redondezas do ponto X. Isso quer dizer que existe um jeito de representar os
vetores de M por vetores de T'x e vice-versa?, dado através do isomorfismo e, que é um
mapa linear entre esses dois espacos. Esta correspondéncia esta ilustrada na Figura 3 a

seguir.

Esse isomorfismo e, devido a mudancga do espago-tempo curvo da variedade M
para o espaco tangente Ty pode ser compreendido como uma mudanca de referencial
conforme o principio de equivaléncia: uma transformagao entre um sistema de coordenadas
X" numa regiao aberta de X na variedade M e um sistema de coordenadas z® no espaco de

Minkowski Ty onde valem as leis da relatividade restrita. E, portanto, a matriz jacobiana:

0z° B
oxm

O ramo da matematica que lida com este tipo de estrutura é justamente a geometria diferencial que
implica no uso natural do célculo exterior. Para mais aprofundamento, consultar [8].

e’ (X) . (3.7)

2
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Figura 3 — A vizinhanca U; da variedade M é mapeada em U] C R™ através do isomorfismo
i enquanto que a vizinhanga U; é mapeada em U] C R" através do isomorfismo
¢;. Nas regides de sobreposigao, é possivel estabelecer um isomorfismo ;; [8].

Assim, as formas de base na variedade se relacionam com as formas de base no espaco
cotangente T% (este é o espago dual ao espago tangente onde se definem os duais dos

vetores: as formas®) através de:
dz" = e (X)dX" . (3.8)

Neste contexto, a vielbein, que em duas dimensoes é chamada particularmente de zwein-
bein*, é a entidade matemética que garante o principio de equivaléncia. Ela pode ser

codificada na 1-forma e = e dX* fazendo com que a relagdo (3.8) seja reescrita como:
dX* = e, (X)dX" = e”, (3.9)

em que dX® é o referencial local e dX* é o referencial geral, evidenciando que o grupo
de calibre local tem que ser o grupo de Lorentz SO(1, D — 1) para que valha o principio
de equivaléncia. Como este trabalho trata de um espago-tempo bidimensional, o grupo
seria SO(1,1). Entretanto, sera assumido que o espago-tempo plano local é euclidiano
e, portanto, o grupo de Lorentz fica caracterizado por SO(2). Dessa maneira, pode-se
estabelecer uma convengao que sera utilizada daqui em diante: indices latinos fazem
referéncia a coordenadas do espago tangente (referencial local inercial) e indices gregos

fazem referéncia a coordenadas da variedade (referencial nao-inercial).

3 Sdo espagos duais porque T% : Tx — R e Tx : T — R, isto é, um 1-vetor é um objeto do tipo
A = A*9, € Tx e uma l-forma é um objeto do tipo B = B,dX" € T%. Assim, AB = A0, B,dX" =
AB,6, = A'B, € R.

A palavra vielbein significa algo como "muitas (viel) pernas (beine)". Assim, em duas dimensodes s6 ha
duas (zwein) pernas, portanto é chamada de zweinbein [37].

4
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Aplicando a relagao (3.8) ao caso de tensores (objetos matematicos definidos num
espaco produto de espacos tangentes e Cotangentes5): se IT é um tensor com componentes
Hﬂl---ﬂmu

1

no espago tangente 1’y sao:

aj...am

., (X) em M, entdo as componentes b, .0, (X) do tensor correspondente P

P=T
P By By dX X = T, AX X

vi...

PO m Oy Og XX =TI e D, D, €y X e dXO

V1.V o p1 a1 M~ Am
ay...0m by bn __ TTHI1---Lim al am V1 Un by bn
P by by Oy - 0a,, XM d X7 =11 o €€ € €7 Oy Oy, AX A X
a1...0m _ a1 am v Un B,
bpoby = €y €, € e b, 1 i

(3.10)

em que e”,(X) é a zweinbein inversa dada através de: e, (X)e’,(X) = 6} e também de
et (X)e®

do espaco cotangente.

,(X) = 0F; 0, é a base dos vetores do espago tangente; e dX* é a base das formas

Diante do que foi posto, dada a métrica euclidiana:
ds® = Spd X dX" (3.11)

¢ possivel obter a métrica g,, na variedade:

ds® = dgpe®, (X)e’, (X)dXH dX" (3.12)
em que:
guw(X) = 5abe“M(X)eb,,(X) ) (3.13)
Assim, é possivel obter também que:
g = det g, = det ((5abeaueby) = det (04p) det (e“u) det (e%) = lee = €% . (3.14)

Ja que a zweinbein determina a métrica, todas as propriedades métricas do espago-
tempo estao contidas na zweinbein. A reciproca ja nao é valida porque dada uma métrica
existem infinitas possibilidades de zweinbein devido a arbitrariedade na escolha dos
referenciais locais ortonormais que podem ser usados como base do espago tangente.
A zweinbein, entdo, pode substituir a métrica como campo fundamental métrico no

formalismo de primeira ordem.

Resta, agora, definir o campo fundamental responséavel pelas propriedades afins

neste formalismo. Este sera a conexao de spin, a 1-forma local:

W (X) = W (X)dX* (3.15)

> Um tensor é um objeto do tipo X € T("") tal que X : T(") — R onde T'(") é o espaco definido
através do produto tensorial entre espacos tangentes e cotangentes T(ZL) =My " T%.
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que define o transporte paralelo de tensores de Lorentz no espaco tangente e cotangente
entre pontos vizinhos. O transporte paralelo de um tensor ¢* ", , de X +dX para X
é:
O ) (X) =0y (X dX) + dX W™ (X)L (X))

o dXP ()G, (X) — dXPt, (X)6R 0, (X)

— o dXP, | (X)eM e (X))

=™ (X)) dX P, (X)e 0, (X))
oW (X)L, (X) =@y (X)L, (X)
— =Wy (X)M e (X))

:gbal.”anbl...bn(X) + dXNDH¢a1...anblmbn (X) .
(3.16)

Isso acontece porque se deve levar em consideracao que tanto as componentes do tensor
quanto seus elementos de base mudam ponto a ponto na variedade, portanto nao se deve
comparar somente as componentes do tensor em X 4 dX e X, mas também suas bases.
Assim, a derivada covariante D, mede a mudanca no tensor produzido pelo transporte

paralelo entre pontos vizinhos.

dXF D™y, (X) =¢" 0y (X) = @™y, 4, (X)
:qu[walclp,(X)(bClman bi...bm (X>

+ .+ wancnu(X)gbalmcnb1,..bm (X) - wqblu(X)¢a1mancl‘..bm (X)

— e — W™y (X)L (X))
(3.17)

A conexao de spin é, portanto, uma conexao de calibre pois é construida para se definir
um operador de derivada covariante na variedade de modo a manter invariante a estrutura
diferencial sob as transformagoes locais de grupo (neste caso, grupo de Lorentz). O termo
"de spin" se deve ao fato de que este campo nasce naturalmente na discussao sobre espinores
[37]. Portanto, as propriedades afins do espago-tempo estéo codificadas nas componentes
da conexao de spin, que nesse formalismo é inteiramente independente da métrica. A

Figura 4 ilustra os diferentes papéis da zweinbein e da conexao de spin em uma variedade.

O grupo de Lorentz SO(2) tem dois tensores invariantes: a métrica euclidiana d, e
o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civitta €,,. Eles sao definidos pela estrutura
da algebra do grupo, sendo, portanto, os mesmos em qualquer espago tangente e, assim,
constantes por toda a variedade (dd,, = 0 = degp). Dessa forma, devem ser covariantemente

constantes (Ddq, = 0 = Degp). Isso implica que a conexao de spin satisfaz:

JaewG = —0pe, (3.18)
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SO(n)(+') S50(n)(z' + dx")

&

M

Figura 4 — Existem infinitos referenciais locais em um ponto x’ da variedade n-dimensional
M, dados através da vielbein e, todos conectados por transformagoes ¢; do
grupo de Lorentz local SO(n)(2'). Para obter um referencial local em outro
ponto da variedade, basta aplicar o transporte paralelo através da conexao de
spin w, criando, assim, uma nova infinidade de referenciais locais [49].

0 que restringe w,, a ser antissimétrica. Uma consequéncia disso é que o quadrado de uma
derivada covariante ndo é mais um operador diferencial, que pode ser verificado ao fazer a

seguinte aplicacao sobre um campo vetorial ¢®:

D?¢" = Dld¢" + w,¢"]
= d[d¢" + wd"] + wlde” +w'¢’] (3.19)

_ a a, . clb
_[dwb+wcwb]¢ .
E um operador simplesmente algébrico conhecido como a 2-forma curvatura:

% = dw + wiw
| (3.20)

= 3 “bwdx“dx” )

Especialmente se o espago-tempo possui 2 dimensoes, como se assume neste trabalho, a
curvatura é simplesmente:

devido a propriedade de antissimetria da conexao de spin e do produto exterior. A Figura

5 ilustra como se pode perceber que um espago possui curvatura.
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Ve(n

Vel(n

r X+ gt 4+ on

Ve(a)

Figura 5 — Transporte paralelo do vetor V4 ao longo das trajetorias C' e C” entre os pontos
p e r. Um espago com curvatura é capaz de fazer com que Vi # Vi [8].

Como consequéncia, é possivel obter uma relagdo extremamente importante:
DRab - dRab + WacRcb - wchac - O ; (322)

que para o caso da eletrodindmica é traduzido na equagao (2.2), pois vale para qualquer
conexao l-forma. Em duas dimensoes, essa relacao é trivial, pois DR? ¢ uma 3-forma,
que, como discutido no Apéndice A, deve ser nula em 2 dimensoes. Vale mencionar que a
conexao de spin e o potencial vetor da eletrodindmica A = A;dz* sdo ambos 1-formas e
tém propriedades similares ja que sao as conexoes de calibre de cada teoria. Dessa maneira,

a curvatura é totalmente andloga ao tensor intensidade de campo da eletrodinamica.

Outro objeto muito importante de ser introduzido é a Torcao:
T = De® = de® + w%e’ . (3.23)

Uma manifestagao da sua existéncia estd ilustrada na Figura 6. Pode-se mostrar [8] que,

Figura 6 — Transportes paralelos do vetor ps até ¢ e do vetor pg até s. Um espago com
torcao é capaz de fazer com que r; # ry. Ou seja, a regra do paralelogramo de
adigao dos vetores nao fecha [8].
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fazendo uso de (3.13) e da propriedade de tor¢ao nula assumida por Einstein, se chega

justamente aos simbolos de Christoffel (3.5).

Foi visto que a aplicacao consecutiva da derivada covariante é a mesma coisa que

aplicar a curvatura sobre este campo, o que implica em:
DT® = dT° + w%T" = D% = R%¢" . (3.24)

As equagoes (3.22), (3.23) e (3.24) sdao conhecidas como Identidades de Bianchi e sdo
extremamente tteis para a construcao de uma lagrangiana pois garantem que tomar
derivadas covariantes sucessivas nao produz novos tensores independentes. Diante do
exposto, os ingredientes disponiveis para construir um principio de acao para a teoria de

gravitacao de primeira ordem sao: e, w9, R% e T°.

Assim, todas as propriedades geométricas da variedade podem ser expressas em
termos da zweinbein e da conexao de spin, seus produtos exteriores e suas derivadas exte-
riores somente. Como sao 1-formas locais, nao carregam indices gregos de espago-tempo
(estdo omitidos e saturados com a 1-forma de base dX*) que sdo associados a difeomorfis-
mos (transformagoes gerais de coordenadas na variedade), conferindo, consequentemente,
invariancia sob essas transformacoes. A zweinbein se transforma, sob uma transformacao
de Lorentz caracterizada pela matriz de transformacao A, da seguinte forma:

e, = A“bebu , (3.25)

enquanto que a conexao de spin se transforma da seguinte maneira:

W = A% AP — AN, (3.26)

I

Assim, é direto ver que estas sao transformacgoes de calibre ja que atuam apenas nos
indices locais latinos, sem afetar as transformagoes gerais de difeomorfismos nos indices
gregos. Portanto, as transformacgoes locais de Lorentz ficam codificadas nos indices latinos,
recebendo maior foco e caracterizando o grupo de simetria local da teoria, o grupo abeliano
SO(2). Diante do exposto, fica evidente a vantagem do uso das formas diferenciais do

calculo exterior em teorias de gravitacao.

3.3 Principio de acao no formalismo de primeira ordem

Como feito para a eletrodindmica, o principio de calibre dado na Defini¢ao 1 impde
que na construcao da lagrangiana deve-se utilizar composi¢coes de objetos que sejam
invariantes sob o grupo de calibre. A acdo mais geral a ser construida deve ser polinomial
nos campos e suas derivadas para garantir a localidade da teoria de forma que uma possivel
quantizagao seja viavel das maneiras tradicionais. Os ingredientes disponiveis para essa

construcdo sao: e, w®, T R™ e os invariantes 0%, €.
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Assim sendo, o teorema de Lovelock [50] enuncia a expressao geral para obtencao

de uma acao para uma teoria de gravitacdo em D dimensoes sem conter torcao.

Teorema 1 (Lovelock): A agao mais geral para gravitagao sem depender explicitamente
da tor¢ao que fornece equagoes de campo de até sequnda ordem na métrica para D dimensoes

¢ dada através de:
D/2

S, = / S a, LV (3.27)
p=0

em que cada a, €é uma constante arbitrdaria e LPP) ¢ definido por:

LPP) = ¢, . R RW-19200020+1 0D (3.28)

J4 o teorema de Mardones-Zanelli [51] é considerado uma extensao para os casos
com a tor¢do podendo aparecer explicitamente. Nao existe uma férmula fechada para
dimensao arbitraria, mas existe um algoritmo para fazer dimensao a dimensao. O teorema

é enunciado a seguir.

Teorema 2 (Mardones-Zanelli): A extensdo do teorema de Lovelock para considerar

termos explicitos da torcao € feita adicionando os sequintes polinomios:
— al a2 An—1
Agp = €q, R, ,R™ .. R*""

a a Ay — a
Bony2 = T4, R, R, ... R, e paran > 1

Cony1 =Ty, R, R*,,..R*', T | para n > 1 {mpar

e’" , para n > 2 par
(3.29)

— ai a2 a
Py, = R R™, ...R", , para n par

na lagrangiana da ag¢do de Lovelock Sy, em que os indices de cada polinémio representam

o seu grau de forma.

Para duas dimensdes, portanto, ndo existem termos extras para se adicionar a acao
ja que s6 se podem ter 2-formas na lagrangiana, bastando o teorema 1 para descrever a

gravitacao, resultando em:
ab A a b
SG :/ €ab R +§€ € . (330)

Nota-se, dessa forma, que gravitacao bidimensional é uma teoria topoldgica ja que pela
definicado da curvatura (3.20), a acdo é uma integral de uma derivada total (termo de
Einstein-Hilbert) somado ao termo volumétrico da constante cosmolégica, se tornando
apenas um termo de borda (ou superficie), ndao contribuindo para as equagdes de campo. O
termo de Einstein-Hilbert é, portanto, um termo de Gauss-Bonnet que mede a caracteristica
de Euler do espaco-tempo, estando relacionada a topologia e ao niimero de buracos deste

espaco. Sendo assim, gravitacao em 2 dimensoes pode ser interpretada simplesmente como
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um problema de Plateau, isto é, um problema de minimizagao de superficie/volume definido
apenas em funcao das condi¢des de contorno e é importante mencionar que gravitagao em

duas dimensoes ¢ um sistema solivel, como apresentado em [16].

Para se introduzir férmions na acgao gravitacional, sera seguido o procedimento
do acoplamento minimo como feito na eletrodinamica no Capitulo 2, isto é, a acao de
Dirac serd somada a agao (3.30) de gravitacao pura (sem fontes de campo, ja que as fontes
estariam presentes num termo de tensor energia-momento [52]) com a derivada exterior

substituida pela derivada covariante da respectiva interacao:

Sap = / €ab (Rab + geaeb> +/ Y (iyx D —mx1)1, (3.31)

b

lida como D = d — o,4w®, em que oy, esta definido no Apéndice B.
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4 Mapeamento

Neste capitulo, serd construido o mapa que levara a teoria eletrodinamica bidimen-
sional com acoplamento fermionico para uma teoria de gravitacao bidimensional baseado
na ideia de que, se os grupos de calibre destas teorias sao isomorfos, as teorias devam ser,
de certa forma, equivalentes. Isto é, serao estabelecidas relagbes bem ajustadas entre os
campos de cada teoria a fim de que os comportamentos dos campos e dos férmions sejam

descritos nao pelas equacoes de Maxwell, mas, sim, por uma alteracao do espago-tempo.

4.1 Teoria de partida e contagem de campos independentes

O ponto de partida é a acao (2.12) da eletrodindmica, que pode ser escrita da

seguinte maneira:
Se:/[612(/{F+@*F—;G*@>+¢(i7*9—m*1)¢ - (4.1)

Nesta acao, e é a carga elétrical, k é um parametro de massa, definindo o primeiro termo
da lagrangiana como uma densidade topoldgica de Chern-Pontryagin [8], adicionado para
dar generalidade a teoria, de forma que nao altera a dindmica dos campos ja que, conforme
(2.3), é um termo de derivada total. Pelo Teorema do Célculo Exterior, apresentado no
Apéndice A, integrais de derivadas totais podem ser reescritas como integrais na borda
e portanto nao modificam as equagoes de Euler-Lagrange ja que as variagoes sao feitas
com a borda fixa. Além disso, é importante mencionar que este termo claramente viola
paridade (P) e reversdo temporal (T)?. O campo © é um campo auxiliar cuja equagio
é simplesmente ©® = F', como se mostra a seguir a partir da aplicagdo da equacao de
Euler-Lagrange. Apenas os termos que contém O na acao (2.12) sao relevantes para definir
a dindmica deste campo, sendo definida a seguinte acdo Sg que s6 contém estes termos e

estd transcrita para notacado covariante para efetuar esse cdlculo explicito:

1 1 .
So= [ doss <@UF” - Q@ij@”) = [ duto. (4.2)

O termo 1/e? geralmente ndo aparece, pois a carga elétrica é costumeiramente escrita de maneira
explicita na definicdo da derivada covariante D = d — ieA. Entretanto, ao definir como feito neste
trabalho, isto é, D = d — A, a carga fica absorvida no campo de calibre, o que permite a introducgao
do termo 1/e? para uma defini¢do de dimensdes de massa mais apropriada para os campos e para o
mapeamento que serd visto. A insercao desta constante na agdo acarreta apenas numa redefinicao das
equagoes de Maxwell por uma constante. Isso tudo é feito através de um reescalonamento no campo de
calibre: A — Afe.

Isso fica evidente ao reescrever este termo em notacao tensorial, isto é, em componentes, pois aparece
um simbolo de Levi-Civita ao reescrever as bases de formas diferenciais como um termo volumétrico.
Uma discuss@ao mais detalhada sobre esse tipo de violacao é feita na Secao 4.3.

1
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A partir desta acao, a equagao de Euler-Lagrange é dada por:

0Le 1 (00 100; 00
_ ? Fzy ij ij i
8®ab 262 (a@ab 28®ab@ @]a@ab>
L 1 0 o
z(stz] 615] ig = y 5k251]
l % 2@]6®ab (le )] (4.3)
L ab 1 1”1@”]'1”)
= (F S0 — 20,0696}
L ab 1 _1 ab) _
2¢2 <F 97 397) =0,
o que leva a:
b —-0"% = =0, (4.4)

Desse modo, o segundo e o terceiro termo da lagrangiana de (4.1) sao equivalentes ao
primeiro termo da lagrangiana de (2.12). A agao (4.1) é, portanto, invariante sob as
transformagoes de calibre do grupo U(1) dadas em (2.13) além de 0© = 0, fazendo uso de
(4.4) e de que F ¢é um invariante de calibre. A Tabela 1 exibe algumas propriedades® de

cada campo da acao (4.1).

Campos A © Y e K
Dimensao 1 2 1/2 1 2

Ordem (1,0,0) | (2,0,0) | (0,1,0) | (0,0,0) | (0,0,0)
Estatistica - + — + +

Tabela 1 — Propriedades dos campos eletrodinamicos: dimensao representa a dimensao de
massa do campo ou parametro; e ordem representa ordem de forma, ordem
espinorial e nimero de ghost, respectivamente. O sinal + indica se o campo ou
parametro segue estatistica bosonica ou fermionica.

Antes de proceder com o mapeamento, é interessante realizar uma contagem dos
campos independentes das teorias que se lidam aqui. A eletrodindmica bidimensional como
formulada neste trabalho possui, além dos férmions, 3 campos independentes, codificados
na 1-forma A = (A, A1) e na 2-forma © = (O¢;)*. Por outro lado, uma teoria de gravitacéo

bidimensional possui, além dos férmions, 6 campos independentes, codificados na 1-forma
b — (,,00 01
= (W 0> w

a —

e® = (€%, €, ey, e'y) e na 1-forma w® 1). Entdo a principio, o méximo que
se pode fazer é construir um mapa que seja um homomorfismo®, ou seja, que estabeleca
apenas o caminho de ida. Para poder ir e voltar de uma teoria para a outra, deve-se
construir um mapa que seja um isomorfismo® e, para isso, é necessario que a quantidade

de campos livres na teoria de partida seja igual a da teoria de chegada. Isso pode ser feito

3 Uma explicacdo para o chamado niimero de ghost é dada na Secéo 5.3.

Apesar do campo auxiliar ter como solugao (4.4) on-shell, a independéncia com o campo de calibre é
garantida de maneira off-shell.

Uma aplicacao entre dois conjuntos que preserva as leis de composicao [8].

Um homomorfismo bijetivo [8].
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ao se introduzir uma acgao adicional que possua campos extras na forma:
Sy = / d[(pe = C¢) + (0w — z2)] . (4.5)

A lagrangiana nesta ac¢ao é uma derivada exterior, portanto, pelo Teorema do Calculo
Exterior, apresentado no Apéndice A, esta agao é apenas um termo de borda que nao
contribui para as equagoes de campo. Mesmo se o sistema possuir uma borda nao trivial,
as contribuigoes destes campos na borda sao apenas algébricas e nao afetam a dindmica

do interior do sistema. A Tabela 2 exibe algumas propriedades de cada campo extra.

Campos % % ¢ ¢ w w z z
Dimenséao 0 1 0 1 0 1 0 1

Ordem (0,0,0) | (1,0,0) | (0,0,—1) | (1,0,1) | (0,0,0) | (1,0,0) | (0,0,—1) | (1,0,1)
Estatistica + — — + + — - +

Tabela 2 — Propriedades dos campos extras da eletrodinamica.

Agora, utilizando a acao total :
Seb = Se + Sb , (46)

a quantidade de campos independentes na eletrodinamica, sem contar os férmions, sera 15,
ja que os campos (¢, ¢, w, Z) sao escalares e os campos ¢ = e = (o, p1), ( = (" =
(Co, (1), w = wee® = (wo,w1), 2 = z4€* = (20, 21) sdo 1-formas, contabilizando 12 campos
adicionais. Serd visto que se pode ajustar também a teoria de gravitagdo bidimensional
para ter 15 campos independentes, sem contar os férmions, justificando, o acréscimo feito

na eletrodindmica’.

4.2 Da eletrodinamica para a gravitacao

O mapa sera construido com base no isomorfismo entre os grupos de calibre da
eletrodindmica e da gravitagao: U(1) = SO(2). Este isomorfismo induz um mapa entre
as variedades que abrigam cada teoria: R? — M (a partir daqui, z € R? e X € M) [53].
Logo, um elemento u = exp o € U(1) pode ser mapeado, como mostra o Apéndice C, em
um elemento s = exp (oﬂbeabE) € SO(2) com indices a,b, ¢, ..., h € {0,1} sendo associado
ao espago tangente T(M). O objeto ' = —e é o gerador do grupo SO(2) e € = ¢, é a

forma matricial do simbolo de Levi-Civita. Assim:

a— a®ey (4.7)

7 Este mapa provavelmente nio é tinico e construi-lo usando 15 campos independentes é uma liberdade

que se pode fazer uso. Além disso, construir o mapa desta forma faz com que o termo de borda
adicionado seja BRST exato, garantindo que sejam campos nao fisicos como mostra o Capitulo 5.
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com « sendo imaginario. Nao somente, para se obter uma ac¢do de gravitagdo pds-
mapeamento, parte-se da seguinte associagao dos campos eletrodinamicos com os campos
de gravitacao:
2 a b
() — pewe (X)(X) |

4.8
A(x) — €™ (X) , (48

em que p é um parametro de massa com dimensao [p] = 1 que pode ser construido a partir

de k e e. Por simplicidade, é escolhido u = e.

Para os campos extras da acdo de borda auxiliar (4.5) da eletrodindmica, se

estabelece:
(@(x),eC(w)) = &% (x) — 0%(X)
(p(x), —e7'((2)) = 2(x) — ¢"(X)
w(x) — n(X), (49)
zZ(x) — x(X)
w(z) — n(X)
z(x) — x(X) |
em que ¢% = ¢%e’ | dap = —pa. Dessa forma, fica evidente que ao aumentar o niimero de

campos independentes do lado eletrodinamico através dos campos extras, se induz campos
independentes adicionais no lado gravitacional. A Tabela 3 exibe algumas propriedades

de cada campo da parte gravitacional. Assim, hd um acréscimo no niimero de campos

Campos e w® 7l i o* X X o®
Dimenséao 0 1 0 1 1 0 1 0

Ordem (1,0,0) | (1,0,0) | (0,0,0) | (1,0,0) | (1,0,0) | (0,0,—1) | (1,0,1) | (0,0,0)
Estatistica — — + — - - + +

Tabela 3 — Propriedades dos campos da gravitacao.

independentes na gravitagdo, chegando a 15 (sem contar os férmions) ja que (7, x, o, o!)
sao escalares e 1 = 1,€% = (Mo, M1), X = Xa€® = (X0, X1) € &% = ¢%e’ = (¢°,) sdo 1-formas.
As matrizes de Dirac sao idénticas:

Yidx' — Y,d X = v.e"(X) . (4.10)

E para o espinor que representa os férmions de Dirac, o mapeamento é simples: espinores

em R? sdo mapeados em espinores em M,

P(x) — P(X) . (4.11)

E interessante mencionar que o jacobiano para o mapeamento levando em consideragao

todos os campos ¢é nao trivial e é necessario para possiveis tentativas de quantizacao do
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modelo. Seu célculo esté feito no Apéndice D, e seu médulo® é dado por:

| det J| = 2%det®?(¢%,)e> . (4.12)

Aplicando o mapeamento estipulado em (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11) na agao (4.6)

se obtém:
Se — / { [lﬁeabdw“b + (e €cdC ed) * (eabdw“b)
D) <62€ab6a€b> (eQGCdecedﬂ + @Z_) (17,6 * V —m * 1) 1/1}
= / { {/@eabdw + e2egetele el afw
—§e26abe elee € ] + 1Z (i’yaea *V — m;eabe“eb> zb}
_ / {62 eapds™ + eqy (6165 — 667) O ece
—fe €ab ((50(5d (5d(5§l) eaeb} + 1) (i’yaea x* V — m;eabe“eb> ¢} (4.13)

= / { 5 /feabdw“b—i—eQEab@Cw“bdeced—e eabﬁdw“b ece?
e

- 1
—2e4eab(2)e“eb} + (i’yae“ *V — m26abeaeb) w}

— / { neabdw + e dw™ + ®egpdw™ — e4eabe“eb}

1
+1) (Z-%ea *V — m2eabe“eb> w}
- 1 2 ab 4 a b T a 1 a b
—/ {62 [(/£+2€ )eabR — eegpeie ] —Hﬁ(ryae *V—m§eabe e)w} ,

Sy —s / d (¢°0, + 7 — XY) - (4.14)

O resultado é uma acao de gravidade da seguinte forma:
2

1 a A a T a m a
Sgrav :/ %%b <R b_ 76 eb> —i—/ P <2”yae *V — 56ab€ eb> Y (4.15)
+/ d(¢"oa + 1 = XX)

com: . )
e
G=———+ 4.16
87 (k + 2¢€2) ' (4.16)
2¢?
2 _

em que suas dimensoes de massa sdo [G] = 0 e [A] = 1. Além disso, o mapeamento induz

uma derivada covariante V definida como:

V =d— eqpw™ . (4.18)

Para a quantizacdo, o que interessa é basicamente a forma funcional, por isso sinais e outros fatores
multiplicativos nao sao relevantes.

8



31

4.3 Teoria de chegada e violacdo de paridade e reversao temporal

Uma vez aplicado o mapeamento, é interessante analisar cada termo da acao (4.15)
obtida.

A primeira integral se refere ao setor de gravitacdo pura e seu primeiro termo
é o termo de Einstein-Hilbert, que é um termo topoldgico de Gauss-Bonnet [6] j4 que
R = dw® em 2 dimensodes. O segundo termo na primeira integral ¢ um termo volumétrico
de constante cosmoldgica. Assim, o setor de gravitagao define um problema de Plateau
[6], isto é, se resume a determinar a superficie minima a partir de condigoes de contorno.
Além disso, as constantes fundamentais da gravitagdo G (constante de Newton) e A
(constante cosmolégica) sao dadas inteiramente em termos das constantes fundamentais
da eletrodinamica e (carga elétrica ) e x (constante do termo de Chern-Pontryagin) como
mostrado em (4.16) e (4.17). Caso o termo de Chern-Pontryagin nao esteja presente na
agao (2.12) de partida do mapeamento, as constantes da gravitagao ficam fixadas da

seguinte forma:

1
A =e?. (4.20)

que ¢é consistente com o fato de que G é um parametro adimensional em 2 dimensoes.

A dltima integral de (4.15) é de uma lagrangiana de derivada total: se o espago-
tempo nao tem borda, este termo nao contribui para as equagodes de campo, nao conferindo
dindmica extra para o sistema. Entretanto, se o espago-tempo for nao trivial, este termo
deve ser levado em consideragao, mas apenas para correcoes algébricas e somente na borda.
A origem desta integral esta justamente na adicao dos campos extras de eletrodinamica
feita para que o numero de campos independentes fosse o mesmo nos dois lados do
mapeamento: o mapa (4.9) associa os campos extras da eletrodindmica com campos extras

para a gravitacao.

Por fim, resta analisar a segunda integral, referente aos férmions. Devido a presenca
da derivada covariante (4.18) induzida pelo mapeamento, este termo nao é simplesmente
um termo de férmions de Dirac em espago-tempo curvo: para isso, a derivada covariante
deveria ser apenas D = d—o,w®. A presenca do simbolo de Levi-Civita no lugar da matriz
0% acarreta em violacdo de paridade (P) e reversdo temporal (T) no termo de interacdo ja
que, sob uma transformacgao de coordenadas, o simbolo se transforma com o determinante
da transformacao, dado em (A.17). Dessa forma, como as transformagoes de paridade
e reversao temporal representam transformacoes discretas representadas em termos de
elementos do grupo O(2) com determinante negativo, a aplicagdo dessas transformagoes

carregariam um sinal que impediria a invaridncia da lagrangiana. Fazendo uso de (B.5),
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pode-se escrever o termo de interacao da derivada covariante como:
a be, 7, a, be, 3
L1 = epepew, Yy = =€, vy o (4.21)

Desta forma, a agao (4.15) descreve uma teoria de gravitagdo com violagao de paridade e
reversao temporal. E importante salientar que esta violagdo acontece mesmo quando x = 0,
ou seja, apesar da teoria de partida possuir um termo de xkF' que viole paridade, a violagao

na teoria de chegada nao é causada pela presenca deste termo de Chern-Pontryagin.

4.4 Simetria de calibre

E interessante avaliar as transformacoes de calibre da acio (4.15) obtida através

do mapeamento, que sao:

a a
ow?y = da”, |

se” = a"ye

(4.22)
51 = a®eg1h |
5775 = _J}aabeab )

e atuam apenas nas duas primeiras integrais da agdo ja que a ultima integral se refere

apenas aos campos extras. Definindo:
1 A2 1
S:—/a R® - el =— [ L, 4.23
e 6”( 2 ) "8G (4.23)

Sy = / 0 <i’yae“ x*V — ;neabe“eb> P = /,Cv , (4.24)
¢ possivel reescrever a agao (4.15) da seguinte maneira:
Sgrav = Sg + SV + / d (¢a0_a + 7777 - XX) . (425)

Como as transformagoes de calibre nao devem mudar a dinamica do sistema, ao aplicar as

transformacoes (4.22) nas lagrangianas £, e Ly de (4.15) se deve obter que as variagoes
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0L, e 0Ly sao nulas e, consequentemente, que 65 = 0. Conferindo para L,:
0Ly =0 (eabR“b> -0 (eabA;e“eb)
A2
=€ (5R“b) — eab75 (e“eb)
e 5 ()] 4+ e [(5%) 4 e (5)]
=€apd (&u“b) + eabA; (a“ ee’ + ea’ ec)

M-l- (Ea a“ e e’ + eabab e“ec)

A?
_ c a b
=5 €cp’,e” e + €gc e e
A?
c c a b
=3 (€€, + €4005) €%

(4.26)

=0 ,
em que foi usado que a%e® = e‘a’%, dequ = €0, +€4.0% = 0 e também o Lema de Poincaré

(A.21). Assim, fica evidente que £, é invariante sob as transformagoes propostas.

Resta conferir se Ly também é invariante, isto é, se 0Ly = 0. Reescrevendo:

5Lv = 8 (Gine” « V) — 8 (weabe ebw> (4.27)
e conferindo o primeiro termo desta acao:
0 (zZ_)z"yae“ * V¢> =0 (@Ei%e“ s dip — Piry,e® x wbcebC@D)
= (09)ivae™ * dip + Vi(07a)e” * dip + g (8e®) x dip — Piyae® * d (5¢)
— (0)ivae® * wepeth — Pi(57a)e” * Weret) — Pia(de?) * wepetp
— e  (60™) euct) — Piryae® x e (51)
= — Y0 epeivac” * dip + Vi e KA + bireee  FAp + Vivae”  d (a'epet))
+ Ya®eqeivae® * wept) — Yia,Myae" x Weph — Yivaatye? x W ey
— Piae® % (da) €)= Pivae® x W epea®eat)
= — da e’ i + Pirae” « d (a¥e) + o epizae T
— ia, M yge® * wept) — Piva’ et x Weh — Piv,e® (dozbc) b
— i et a e
= — Yo" epiVae® * dip + ivee + d (Ozbcﬁbc@U) — oy, e 0 et
— Pinao e F TG — Pivac”  (da') e
= — YA eiyae® % dip + i  d (aept)) — Pivae® x (da") )
=0.
(4.28)
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em que foi utilizado que 7,e;, = v, € 07, = 0 de forma que, a fim de garantir isso, é
necessario introduzir a variacio: §v, = av; também foi utilizado que a,’ = —a?, de
acordo com a constru¢ao da algebra do grupo de Lorentz [37]. Por fim, conferindo o

segundo termo:

) (@meabe e%) = (51/1) —eqgpeeth + ¢*€ab(5€ )ey + @Tgabea((;eb)w + @%eabe“eb(dzﬂ)

2
= _W—l— w—eaba ecebw + w—eabe“ab e“Y
+W

-m -m

qu?ecbacaeaebw + w—eace“acbebw
-m

=)— 5 (€€, + €4c0%) € e’

=0 .
(4.29)

em que foram utilizadas as mesmas relagoes aplicadas nas andlises dos outros termos.

Uma vez conferidas as transformacoes de calibre, é importante interpreta-las. As
transformagoes da zweinbein e da conexao de spin sao as transformagoes SO(2) de Lorentz

usuais, ou seja, os campos de gravitacao se transformam normalmente por rotagoes locais.

J& os férmions nao se transformam como o esperado: como mencionado na se¢ao
anterior, o termo de interagao nao é um termo de férmions de Dirac em espago-tempo curvo
e faz com que as transformagoes de calibre tenham um simbolo de Levi-Civita em vez da
matriz sigma de Lorentz (B.4). O mapeamento, portanto, acarreta em transformacoes de
calibre nada usuais como as apresentadas em (4.22) e confere propriedades inusitadas aos
férmions: os férmions saem da teoria eletrodindmica se comportando de uma determinada
maneira e, através do mapa, chegam na teoria de gravitacao se comportando de outra
forma. As transformagoes dos férmions em (4.22) se parecem com transformagoes quirais
locais [54], mas nio sao: sao transformacgoes de Lorentz dotadas de uma matriz 73 ja que

podem ser reescritas, utilizando as relagoes (B.5), da seguinte maneira:
5¢ = _aab'-}/go_abw )
0 = pay oy .

Uma abordagem possivel para conseguir alguma interpretacao fisica dessas transformagoes

(4.30)

de calibre distintas é avaliar como elas atuam sobre as projegoes quirais do espinor dos

férmions. Os projetores quirais sdo o operador hermitiano P e seu transposto?:
1 3
P = 3 <1 + iy ) ,

PT = ;(1—27)

O fator i é necessario porque (v3)? = —1, que é uma consequéncia de se estar trabalhando no espaco
euclidiano.

(4.31)

9
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e, portanto, as componentes direita e esquerda do espinor sao dadas por:

= Py,
Ve ;ZJ (4.32)
wL =P ¢ )
que possuem transformacoes de calibre do tipo:
Sthp = ia®o, ,
VR bR (4.33)

Sy = —iaoabr, .

Estas sao transformagoes do grupo de calibre SO(2) para espinores [54] com um fator —i
extra em cada componente. Dessa forma, a componente direita se transforma normalmente
sob o grupo de Lorentz enquanto que a componente esquerda se transforma com a inversa.
Um efeito desta constatacao pode ser visto através do seguinte exemplo. Sejam duas
particulas em configuragoes distintas, isto é, a particula rotulada como pgr é descrita
inteiramente pela sua componente direita e a particula rotulada como p; é descrita
inteiramente pela sua componente esquerda. Ambas estdao em repouso de acordo com o
observador O;. O observador O, viaja com velocidade V' para a direita com relagdao ao
observador O;. A transformacao de Lorentz para as respectivas velocidades vg e vy de
cada particula sao simplesmente:

vpL = FV, (4.34)

j& que elas estdo em repouso com relagdo ao observador O;. Assim, em vez do observador
O, ver as duas particulas indo para a esquerda com velocidade —V, ele vé pr indo pra
esquerda com velocidade —V e py, indo pra direita com velocidade V. Este efeito inusitado
estd associado a violagao de paridade e reversao temporal do modelo, fazendo com que,
além de uma rotagao SO(2) de Lorentz, os férmions descritos inteiramente pelas suas

componentes esquerdas também invertam o eixo do sistema de coordenadas.
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5 Quantizacao

Neste capitulo serdo discutidas as bases teéricas [54] necessédrias para, ao final,

abordar o mapeamento em nivel quantico.

5.1 Método de Faddeev-Popov

Em teoria quantica de campos é usualmente empregada a técnica da integral de
caminho para obter as probabilidades de transicdo de estados a fim de descrever a dinamica
de um sistema, conferindo um carater totalmente analogo ao calculo de probabilidades
de observaveis em termos da fungao de particdo em Mecanica Estatistica. A integral de
caminho é uma integral funcional dada em termos da agao e calculada em todo o espaco

de configuracdo dos campos:
Z:/DAwMﬁ%W, (5.1)

em que DA indica que a integral é calculada em todas as configuracoes dos campos
que compoem a teorial; o argumento da exponencial é negativo e ndo carrega o termo
imaginario, pois se esta trabalhando no espago-tempo euclidiano. Entretanto, teorias
com simetria de calibre possuem redundancias nos graus de liberdade ja que diferentes
configuracoes dos campos de calibre representam o mesmo estado fisico. E comumente
dito que campos fisicamente equivalentes habitam a mesma 6rbita de calibre, dessa forma,
durante o calculo da integral de caminho no processo de quantizagao da teoria, é necessario
fixar o calibre, isto é, escolher uma configuracao especifica que represente cada classe de
equivaléncia dentro da teoria com o objetivo de desconsiderar as redundéncias, ou seja,
escolher um campo de cada érbita de calibre para remover a degenerescéncia. Isso pode ser
feito através do método de Faddeev-Popov [55], desenvolvido para a quantizagao de teorias
de calibre nao-abelianas. Como neste trabalho se lida com teorias de calibre abelianas, a

apresentacao do método serd em sua forma abeliana?.

Seja a teoria eletromagnética de Maxwell sem termo de fontes, isto é, uma teoria

abeliana, cuja agao é dada por:

SM%i/;F*F, (5.2)

Em muitos casos se usa Z[J] para indicar que o funcional gerador depende de uma fonte externa
acoplada aos campos, entretanto esta notagao serd suprimida para apenas Z neste trabalho e serao
indicados apenas os campos ja que nenhum célculo explicito serd feito.

Para teorias ndo-abelianas como o modelo padrio, devem ser consideradas as copias de Gribov para o
célculo correto da integral funcional [56].
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Comeca-se introduzindo a seguinte identidade na integral funcional:
0G[A®
1= / Dad (G[A%]) det <H> , (5.3)
Yel
que forga a condigao G[A] = 0 de fixacao de calibre, garantindo que a integral desconsidere

os termos redundantes, em que A® é o campo transformado por uma transformagao de

calibre de parametro a. A integral funcional fica escrita como:

5G[A“]

zz/ DA/ Dad (G[Aﬂ)det( )exp(—S[A]) . (5.4)

Dessa forma, surge um determinante que é basicamente o jacobiano da transformacao que

fixa o calibre. Escolhendo, por exemplo, os calibres lineares covariantes:

G=dxA+w, (5.5)
para a fixacao, se obtém que:
G[Aa]:d*A—l—id*da—i—w, (5.6)
e:
‘;S - id* d. (5.7)

Portanto, o determinante é independente de a, podendo trocar todas as quantidades

invariantes de calibre seguindo a troca A“ — A, permitindo escrever que:
1
7z = (/ Da)/ DAGS (d % A+ w) det <ed*d> exp (—S[A]) . (5.8)

E possivel integrar sobre w ambos os lados da equagao acima com uma distribuicao

gaussiana do tipo:
2

/Dwexp (—/ ;‘%) , (5.9)

em que o lado esquerdo, dado através de (5.1), ndo depende de w, sendo apenas multiplicado

por uma funcao de £. Chega-se entao a:

Z:N(g)/ DAdet (id*d) exp{—/ [;F*F+21£(d*14)2” , (5.10)

em que N (&) é apenas uma fungao de £ podendo ser entendida como um fator de normali-

zagao. Esse determinante é mais complicado para o caso nao-abeliano e foi engenhosamente

reescrito por Faddeev e Popov em termos dos chamados campos de ghost ¢ e anti-ghost ¢:

det (id*d) :/ DcDeexp [—/ ¢(dx*d) c} : (5.11)

de modo que a integral funcional com calibre fixado fica dada por:

Z:/ DADchexp{—/ d*z BF*F—}—QZ(d*A)Z—i—c(d*d)c}} . (5.12)
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Assim, é direto ver que o processo de fixagao de calibre introduz termos extras na acao.
Os campos de ghost sao simplesmente artificios mateméaticos sem interpretacao fisica, mas
que garantem a consisténcia da quantizagao das teorias de calibre e aparecem justamente
na construcao da teoria BRST que introduz uma nova simetria para o problema. O
termo de Faddeev-Popov pode ser eliminado por normalizacao no caso abeliano ja que
o determinante que aparece é mais simples que o do caso nao-abeliano. Entretanto, foi

mantido para deixar a simetria BRST evidente.

5.2 Formalismo BRST

O formalismo BRST, que leva este nome em razao dos seus desenvolvedores Becchi,
Rouet, Stora [57] e (de maneira independente) Tyutin [58], é extremamente vantajoso de
se usar ao se trabalhar com teorias de calibre, principalmente no a&mbito quantico, pois
evidencia quais sdo as quantidades fisicas e nao fisicas da teoria ao organizar e distinguir

os graus de liberdade em uma estrutura coomoldgica®.

Para identificar essa nova simetria de (5.12) de forma simples, é interessante
introduzir um campo auxiliar b (campo de Lautrup-Nakanishi [59]) na lagrangiana da
integral funcional (5.12) seguindo um procedimento totalmente andlogo ao utilizado para

acrescentar o campo auxiliar © na eletrodindmica, dado na equagao (4.1), resultando em:

1
£:2F*F—§bQ—bd*A+C(d*d)c. (5.13)
Para voltar a acao na sua forma anterior, basta completar o quadrado com o segundo e o
terceiro termo, lembrando que agora é necessaria uma integral sobre o campo b. Agora a

lagrangiana é invariante sob as seguintes transformagoes (BRST):

0A =edc ,
oc=0,
(5.14)
oc =eb,
0b=10,

com € sendo um pardmetro infinitesimal anticomutativo, ou seja, uma variavel de Grass-
mann. A transformagdo do campo A é claramente uma transformagao de calibre local com
parametro de calibre dado por a = eec. As transformagoes para um campo qualquer ¢

podem ser definidas como d¢ = es¢, com s sendo o chamado operador BRST.

O operador BRST s é nilpotente:

s =0. (5.15)

3 Para aprofundamento sobre coomologia, consultar [8].
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como se pode conferir a partir de (5.14) ao aplicar as variagoes dos campos sobre as
proprias variagoes [54]. Isso faz com que seja possivel separar o espago de atuacgao desse
operador em 3 subespagcos diferentes. Para ver isso, é interessante considerar a quantizacao
candnica, em vez da quantizacao por integral de caminho, a fim de se trabalhar com a
formulagao hamiltoniana. Neste cendrio, é possivel associar uma carga s (autovalor do
operador BRST s) conservada devido & simetria continua BRST através do Teorema de
Noether [36]. Dessa forma, o operador BRST comuta com o espago de Hilbert H, ji que s é
conservado [60], compartilhando portanto o mesmo conjunto de autoestados e permitindo

dividir o respectivo espacgo de Hilbert em H = Ho ® Hi @ Hs, de maneira que:
[90) € Ho , tal que s |thg) =0, e [1) # s|v1)
Y1) € Hy , tal que s i) #0, (5.16)
|tha) € Ho , tal que s[gha) =0, e |1h2) = s|¢h1) .

Assim, é possivel realizar o seguinte raciocinio intuitivo*. Analisando as transformacoes

BRST (5.14) neste regime e notando que a equagao de Lagrange para o campo auxiliar b

é dada por &b = —d x A, é possivel reescrevé-las como:
sA =dc,
sc=20,
sc:b:—id*A, (5.17)

1
sb=—s-d+*A=0.
§

Langando mao de uma transformada de Fourier a fim de se trabalhar no espago de momento,
é possivel ver que o operador s aniquila o ghost e transforma a componente longitudinal de
A com polarizagao positiva em ghost; por outro lado, aniquila uma componente longitudinal
de A com polarizacao negativa e transforma um antighost em uma componente longitudinal
de A com polarizacao negativa. Assim, bosons associados a campos de calibre transversos
(os tinicos componentes fisicos da teoria) pertencem a H, anti-ghosts e bésons associados
a campos de calibre com polarizacao positiva pertencem a H; e ghosts e bosons associados
a campos com polarizacao negativa pertencem a Hs. Os bdsons associados a campos de
calibre longitudinais (os componentes nao fisicos da teoria), portanto, ficam separados

nestes outros dois subespacos.

Com isso, o formalismo BRST traga as seguintes defini¢oes. Uma quantidade X é
chamada de BRST fechada se:

sX =0. (5.18)

Quantidades BRST fechadas sao fisicamente relevantes para os observaveis da teoria

contanto que nao sejam exatas. Uma quantidade Y é chamada de BRST exata se:

Y =sZ, (5.19)

Um argumento mais rigoroso ¢ dado em [61].

4
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em que Z é uma outra quantidade (operador ou campo), fazendo com que Y seja necessa-
riamente fechada. Quantidades BRST exatas sao nao fisicas (puramente matematicas).
Diante do que foi apresentado, ja é possivel trabalhar o mapeamento proposto neste

trabalho em nivel quantico fazendo uso deste formalismo.

5.3 Mapeamento via BRST

Primeiramente, a agao da eletrodindmica (4.1) é invariante sob as transformagoes

BRST:

sA =dc,

sc=0,

50 =0, (5.20)
sY =cy,

s =—cy

em que tanto ¢ como s carregam nimero de ghost 1 (enquanto que ¢ possui ntimero de ghost
-1) e ndo possuem dimensao de massa. O nimero de ghost é uma quantidade conservada
em uma teoria pois, justamente, checa se ha um equilibrio entre ghosts e antighosts,
estando associado a variavel de Grassmann €, sendo, portanto, um ntmero fermidénico.
Analisando, agora, o termo de borda (4.5) adicionado na eletrodindmica. Os campos extras
que este termo carrega podem ser organizados como dubletos BRST, garantindo que
sejam quantidades exatas e, portanto, nao estejam no espectro fisico do modelo, sendo

caracterizadas pelas transformacoes:

sC=¢,
s =0,
i (5.21)
s =¢,
s¢=0,
e:
Sz =w,
sw=20,
(5.22)
sw =z,
sz=10

Isso permite escrever a a¢ao de borda (4.5) como uma quantidade BRST exata:
Sy = —s/d (&0 - Zw) , (5.23)

garantindo e reforgando que, além dos campos extras, a prépria a¢ao auxiliar ndo contribua

em observaveis fisicos.
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Assim, o mapa da eletrodinamica para a gravitacao pode ser estendido para as
simetrias BRST apresentadas acima. O mapa para o campo de ghost é obtido substituindo

o pardmetro de calibre a de (4.7) pelo campo de ghost ¢:
c(x) = eac™(X) (5.24)

o que faz com que as transformacgoes BRST para os campos da gravitagdo e os espinores

sejam:
sw?® = de® |
sc¢? =0,
se® = el (5.25)
sth = €™,
3@/_) = —Eabcablz )

e para os campos auxiliares da gravitacao:

€T = ¢ 4 e,
S¢a - Cab¢b )

(5.26)
Spa :0a+cabpb ’
so® = c%o”
e:
sX =1,
sn=20,
K (5.27)
SN =X
sy =0,

em que s¢% = ¢*,¢® — P ¢°®. Organizando dessa forma, os campos auxiliares da gravitacio
sao dubletos BRST e o termo de borda (4.14) pode ser reescrito como um termo BRST
exato:

Sy=s [ d(g"o,—xm) . (5.28)
garantindo que nao afete observaveis fisicos. Os campos &% e p* foram introduzidos para
garantir esta estrutura de dubleto e nao afetam o modelo. Dessa forma, fica mais claro o
porqué de se ter adicionado mais campos independentes na parte eletrodindmica no Capitulo
4 do que o necessario para estabelecer um isomorfismo entre as teorias: foram adicionados
campos extras também para formar dubletos para que o mapeamento funcionasse de modo

BRST com termos de borda exatos.

Portanto, uma vez conferidas quais sao as transformagoes BRST da acao (4.15)

de gravitacdo obtida através do mapa dado pelas equagoes (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11), o
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proximo passo € definir o funcional gerador desta teoria de gravidade quantica. Partindo

do funcional gerador da QED, dado em termos da acao (4.6):
Zoea = [ [d%qea] exp (=S, = %) | (5.29)
que é a integral de caminho obtida apds quantizacao dos campos da agdo (4.6), com:
[d®qed] = [dA][dO][dv][dv][dg][d)[dC][dC][dz][d2][dw][dw] | (5.30)

e aplicando o mapeamento, serd necessario introduzir o jacobiano, det J, das transformagoes

dos campos, isto é, do préprio mapa, na integral:
Zgrar = | 10D pan] et J exp (= Syrar) (5.31)
em que o jacobiano esté definido no Apéndice D como det J o det®?(¢%)e? e:
[dDgran] = [de?][dw)[dy][dy]dg"] [do”][dn][di)[dx][dX] - (5.32)

Seguindo as relagoes para integrais gaussianas de campos escalares, fermionicos e bosonicos

[54], é possivel reescrever:

_ — 1
A =ete! = /[deYdZ] exp [—/ (Y“Ya + 2Z“Za) ecdeced} , (5.33)

det®?(¢y) = det(¢%,)det /(6%

_ _ 1 (5.34)
— / [dKdWdW] exp [— / (Wawab + 2Ka¢“be) ecdeced] .
As propriedades dos novos campos estdao dadas na Tabela 4.
Campos 13 p Y Y w W A K
Dimensao 1 0 1 1 1/2 1/2 1 1/2
Ordem (1,0,—1) | (0,0,—-1) | (0,0,1) | (0,0,—1) | (0,0,1) | (0,0,—1) | (0,0,0) | (0,0,0)
Estatistica + — — — - — + +
Tabela 4 — Propriedades dos novos campos.
Estes termos podem ser organizados em tripletos BRST:
- 1
sY® =-27%,
2
sZ% =Y, (5.35)
sY®=0,
e:
17a 1 a a 1176
sW® = §K + W,
sK* = —W* + K", (5.36)

sWe = ¢, W,
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Dessa maneira, o jacobiano pode ser separado de (5.31) em uma agao distinta:
\a 1 a 1 ab 1 ab c d
Siet = / (Y Y, + §Z Lo+ Wod™ Wy + §Ka¢ Kb> €cqee” (5.37)
que é uma quantidade BRST exata:
Sdet = s/ (Y“Za + Waqb“be) €cqe’e? (5.38)

garantindo que, por mais que os campos que descrevem a acao do jacobiano nao sejam
dubletos BRST, a acao é exata fazendo com que o jacobiano nao interfira em observaveis
fisicos. Assim, o mapeamento em nivel quantico gera uma teoria de gravidade quantica

descrita pelo funcional gerador:

qu = /[d@qg]e—ng ) (5.39)

com a medida funcional dada por:

[d®,,] = [de)[dw™][dy][dy)][do"] [do®][dn) [di)[dx][dX][dY *|[dY “][dZ°] [dW | [dW*)[dK*] ,
(5.40)

ng :SG + Sdet )
2

+ s/ [d (%q — x1) + (YaZa + Wa¢abe> Ecdeced} )

sendo a acdo de gravidade quantica total. De posse desta acao e do respectivo funcional
gerador, é possivel calcular quantidades fisicas como, por exemplo, fun¢oes de correlacao
ou amplitudes de espalhamento. Esses ja sao cdlculos mais explicitos que se estendem
para além do escopo do presente trabalho. Entretanto, é importante mencionar que para
realizar o calculo desta integral de caminho de maneira consistente em nivel perturbativo,

é necessario fixar o calibre a fim de evitar as redundancias ja discutidas.
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6 Conclusao

Nesta dissertagao, foram apresentadas, primeiramente, as teorias bidimensionais de
eletrodindmica e gravitacao, ambas com acoplamento a férmions seguindo os fundamentos
de teoria de calibre. Na maior parte do trabalho foi utilizado o formalismo do calculo
exterior advindo da geometria diferencial, sendo muito ttil para organizacao dos conceitos,

principalmente na identificacdo das simetrias de calibre.

O foco deste trabalho foi direcionado ao desenvolvimento e a apresentacao do
mapeamento entre as teorias abordadas, que foi motivado pelo conhecimento prévio
da existéncia do isomorfismo entre os grupos de calibre de cada teoria. Por fim, foram
identificadas violagoes de paridade e reversao temporal no termo de interacao dos férmions
com o espaco-tempo. Além disso, o resultado mais interessante deste trabalho foi encontrar
uma simetria de calibre ndo-usual para os férmions submetidos ao mapeamento: as
transformacoes de calibre ainda seguem a simetria de Lorentz, mas sao dotadas de uma
matriz 3, que faz com que as projecoes quirais dos férmions possuam transformacoes de

calibre distintas, conferindo uma dindmica diferente para este tipo de sistema.

Diante do exposto, foi visto que é possivel conferir uma interpretagdo geometrodi-
namica para sistemas de eletrodinamica bidimensional que podem ser descritos por uma
agao do tipo (2.12). Por exemplo, o comportamento dos férmions nao é mais regido pelas
equagoes de Maxwell, mas, sim, pela sua interacdo com as deformacoes do espago-tempo.
Assim, em duas dimensoes, ao menos alguns modelos de eletrodinamica e gravitacao sao,

em tultima instancia, descri¢coes diferentes de um mesmo fenémeno fisico.

Como perspectivas futuras, seria interessante trabalhar os seguintes aspectos.
Primeiramente, estudar mais a fundo o mapa em sua versao quantica sob a luz do
formalismo BRST e verificar se a teoria de gravitagdo obtida é, de fato, renormalizavel
como se espera. Também seria proveitoso estudar a simetria por conjugacao de carga (C)
na acao de gravitacao obtida a fim de se entender se a simetria CPT é violada ou nao no
modelo encontrado. O estudo da simetria de calibre dos férmions mapeados em sistemas
diversos seria interessante para tragar paralelos com teorias ja conhecidas a fim de se
investigar se este tipo de simetria aparece em outros tipos de modelos. Realizar a rotagao
de Wick para realizar o mapeamento no espaco-tempo de Minkowski seria importante para
descobrir se é possivel estender este mapa entre teorias com grupos de calibre que nao
sejam isomorfos, podendo levar a ideias sobre a expansao para 4 dimensoes. Finalmente,
realizar este mapeamento entre a teoria de eletrodindmica 4D com reduc¢ao dimensional na
dimensao temporal e em uma das dimensoes espaciais e uma teoria de gravitacao 2D seria

fundamental para se obter uma descricdo geometrostatica para férmions, como elétrons,
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habitando uma folha de grafeno, conferindo aplica¢oes praticas ao mapa confeccionado.
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A Formas Diferenciais

René Descartes introduziu o uso das famosas coordenadas cartesianas na mate-
matica, revolucionando além da propria, areas como a ciéncia e até mesmo a filosofia.
Dessa forma, foi possivel realizar a tradugao das ideias geométricas, fundamentadas nas
proposicoes de Euclides, para analise e dlgebra, permitindo uma descricao em termos de
equagoes analiticas para cada componente de um vetor, levando ao calculo vetorial. Por

exemplo, seja um vetor F', entdo:

F,2 =ma,2 , (A.1)
F,§ = ma,7 , (A.2)
F.zZ=ma,% . (A.3)

Porém, com o avanco em geometria de espacos curvos, o uso explicito de coordenadas
acabou gerando complicagoes de notagao e obscurecimento das ideias que carregavam as
contas. Dai veio o calculo tensorial como forma de escrever as equagoes de um jeito mais
sucinto e com base no principio de covariancia das propriedades geométricas. As equacoes

acima ficam compiladas em:
F'=ma" . (A4)

Pode-se representar as componentes dos tensores em outro sistema de coordenadas, reali-

zando a seguinte operacao:

oz oz
_F7 = —a’ . A5
ox? o (A.5)
Logo:
F'" =mad", (A.6)

ve-se que ambos os lados se transformam igualmente, mantendo a forma da equacao em

qualquer sistema de coordenadas, evidenciando a covariancia.

J& o calculo exterior d4 um passo além e em vez de fazer uso das componentes dos
tensores, ¢ utilizado o objeto como um todo, isto ¢, componentes ao lado dos elementos de

base, fazendo com que os calculos sejam invariantes por transformacoes de coordenadas.

F =F, (A.7)
a =ad'o;, (A.8)
oo o ot
0w 0T a9t (A.9)

F=ma.
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Aqui, os vetores sao entendidos como objetos definidos no espago tangente a uma variedade
diferencial, cujos elementos de base sao 0;. Assim, as coordenadas ficam implicitas, assim
como seus respectivos indices, limpando visualmente as equacoes. Uma vantagem extra é

que os difeomorfismos nao precisam ser impostos: eles ja sao garantidos por construgao.

Em uma variedade diferencial, formas diferenciais sao objetos definidos no espaco
cotangente. Uma p-forma a em n dimensdes é basicamente um tensor completamente
antissimétrico:

1
— s p
a = p'am.“#pdx Ao Ndatr (A.10)
em que dx* é a base de uma 1-forma de maneira que dx** A ... Adz*» é a base de p-formas.
O operador produto wedge A é antissimétrico. Assim, uma 0-forma é um escalar e uma
1-forma é um vetor covariante por exemplo, e é direto ver que em n dimensoes nao ha
(p > n)-formas devido & antissimetria do produto exterior dz#* A dx’. Além disso, faz com

que o produto de uma p-forma « e uma g-forma f seja dado por:
aNB=(-1)PBANa. (A.11)

E também implica que o niimero de componentes independentes de «, isto é, sua dimensao,

¢ dado pela combinacao:
dimX = <n> . (A.12)
p
E possivel, portanto, criar um objeto dual & p-forma X que pode representé-la completa-

mente através da atuacao do operador dual de Hodge:

1
*X - mXﬂl".MP\/geul..-upm...lm—pd‘%.yl ARTIA dx’/n—p ) (A13>

que é uma (n — p)-forma de dimensao igual & da p-forma:

dim * X = <nip> - (Z) , (A.14)

em que g ¢ o determinante da métrica e €, ,, ¢ o simbolo de Levi-Civita em d dimensoes,

definido como:

+1, se py...14q € uma permutagao par de 123...d
€t = § —1, se€ fiq...1q ¢ uma permutacao impar de 123...d (A.15)

0, se ha algum indice repetido

O simbolo de Levi-Civita também ¢ utilizado para se obter determinantes: se M*, sao as

componentes de um tensor em d dimensoes, seu determinante é definido através de:

g MM, MM, = det(M)ey, .. v, - (A.16)
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Portanto, sob uma transformacao de Lorentz x — 2/, o simbolo de Levi-Civita se transforma
de maneira ndo covariante (nao se transforma como um tensor) ja que aparece o jacobiano

da mudanca de coordenadas:

] . ox"t  OJx¥d
whopw, = Cuiiwg J 7 A T
S, e (A.17)
Nao somente, a equacao (A.13) pode ser reescrita na base da vielbein como:
* X = (n_le‘“"‘%eal.“apbl...bnz,e”l A .. Nebnr (A.18)

uma vez imposta a relagdo entre o determinante da vielbein e da métrica como dado em

(3.14).

O operador 1-forma de derivada exterior dz*d,/A ao atuar sobre uma p-forma o
leva a uma (p+1)-forma dav:
1
!

de maneira que a derivada do produto é dada por:

da Doy oy A0 N dt™ N N dxh? (A.19)

dlaNB)=danp+(—1)Pands. (A.20)

Devido ao fato de que derivadas parciais comutam 9,0, = 9,0, enquanto que o produto
exterior anticomuta dx* A dx¥ = —dz¥ A dx*, se obtém o Lema de Poincaré que enuncia
que se « é uma p-forma, entao:

d*a=0. (A.21)
A partir de (3.9), estas relagoes também sao validas usando a base da vielbein.

Por fim, o célculo exterior possui uma ferramenta de extrema importancia que é
uma espécie de generalizacao do Teorema de Stokes do calculo vetorial para dimensoes

arbitrarias:

Teorema 3 (Teorema Fundamental do Céalculo Exterior): Seja MY uma variedade

d-dimensional orientdvel e compacta. A borda da variedade corresponde ao embebimento
de uma variedade (d-1)-dimensional OMD em M@

X : oMY - M@ (A.22)
Entédo para toda (d-1)-forma o definida sobre a variedade MY, se cumpre que:

/ do = X*a (A.23)
M(@) oM ()

em que X*a é o pull-back de o sobre OM Y isto €, a forma diferencial a escrita na

variedade de borda.
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B Matrizes Gamma

Em 2 dimensoes, as matrizes gamma de Dirac sao definidas através da algebra de
Clifford (no caso particular deste trabalho, a dlgebra euclidiana de Clifford):
(i3} = v + i = 20 < T, (B.1)

com 7,7 = {0,1}, de onde se pode obter as seguintes solugoes hermitianas:

0 1 1 0
’70:(1 0) ; 71:(0 _1) : (B.2)

Também se define o andlogo da matriz quadridimensional ~s:

0 -1
73 = Y071 = (1 O) ) (B‘?’)

1

oij = 5[%,%] ) (B.4)

Dessa maneira, as seguintes relagoes sao validas:

Oij = 73%‘ » Cij = —7301'3‘ . (B.5)
Assim como:
{%‘773} = Oa (B6>
(i7" = 267, (B.7)
V05 = 0. (B.8)

A escolha feita para as matrizes gamma se relacionam com as matrizes de Pauli através de:
0 1 3_
=01, v =03, 7 =i0y. (B.9)

Também valem as seguintes propriedades:

(W) =0 = o (B.10)
() = ()" = -, (B.11)
) =-(*) = 1. (B.12)

P =iy’ (B.13)

P =", (B.14)
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C lIsomorfismo

O grupo U(n) é o grupo das matrizes unitdrias n x n, isto é, que satisfazem UTU = I.
Logo, o grupo U(1) é o grupo dos nimeros complexos de médulo 1, isto é, se z € U(1),
entdo z*z = 1. Um elemento de U(1) pode ser escrito como z = e®, em que v ¢ um niimero

imagindario. A lei de composicao do grupo é a multiplicagdo de nimeros complexos ja que:

etz — p01toaz

O grupo SO(2) é o grupo das matrizes reais ortogonais 2 x 2 com determinante

+1, o que faz com que representem rotagoes num plano. Portanto, um elemento s € SO(2)

. (0059 —senﬁ) ’ (1)

é escrito como:

senf  cosb

em que # é o angulo da rotagdo. O mesmo elemento pode ser escrito como s = exp (oﬂbeabE) €
SO(2) com E = —e = —¢y, sendo o gerador do grupo SO(2) e a®e,, sendo um escalar em

que o = —a,. Isso é possivel porque por expansao em série de poténcias:

(OéabGCLbE)Q (OéabEQbE)S
TR

ab 3 ab 5
+E | e, — o ;!ab) + (@ ;b) -

+ ...

s = exp (a“beabE) =T+ a®e, F +

() (o)

i T A1

= Icos (a“beab) + Esen (a“beab)
~ [cos (aabeab) —sen (OzabEab>
~ \sen (oﬂbeab) cos (Oé“beab> 7
(C.2)
o que leva a identificar a®e,, = 0 justamente como o angulo de rotacdo. A lei de composicao

¢ a multiplicacao de matrizes, que na sua forma exponencial segue a formula de Baker-

Campbell-Hausdorff [37]:

1 1
e —oxp | A+ B+ 5[4 B+ (A A B] - [BIAB)) +-| . (C3)
mas que como E? = —I, se reduz a:
$189 = exp (offbeabE) exp (agbeabE) = exp Koﬁbeab + agbeab) E} ) (C4)

Para mostrar que os grupos apresentados sao isomorfos, deve-se mostrar que sao

homomorfos primeiramente. Uma proposta de homomorfismo ¢ : U(1) — SO(2) é:

¢ (e*) = exp (oﬂbeabE) . (C.5)
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Logo:

¢ (60116042) — ¢ (eal-i-az)
= exp Koz‘fbeab + agbeab) E} (C.6)
= ¢ (™) o (e™) ,

evidenciando que as leis de composicao sao preservadas. Agora resta provar a bijetividade,
que consiste em provar a injetividade e a sobrejetividade. Para a injetividade, suponha que
o (e™) = ¢ (e*2), ou seja, exp (a‘fbeabE> = exp (agbeabE> e entao e = e*?, garantindo
que elementos distintos de U(1) sdo mapeados em elementos distintos de SO(2). Ja para a

sobrejetividade, ¢ evidente que para cada o € U(1) existe a® € SO(2) tal que ¢(z) = s.

Dessa forma, o isomorfismo entre os grupos U(1) e SO(2) fica caracterizado através
de oo — a®e,. A existéncia deste isomorfismo pode ser vislumbrada geometricamente
através da constatagdo de que estes grupos representam o circulo S': o grupo U(1)
simboliza rota¢do no plano complexo enquanto que o grupo SO(2) simboliza rotagdo no
plano cartesiano, preservando angulos e distancias nos dois casos fazendo com que as
operacoes de multiplicacdo de nimeros complexos e de composicao de rotagdes sejam

equivalentes geometricamente.
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D Jacobiano

Para calcular o jacobiano do mapa proposto e definido através das transformagoes

(4.8), (4.9) e (4.11), deve-se montar a matriz jacobiana primeiramente, definida por:

Defini¢ao 4 (Matriz Jacobiana): Seja f : R" — R™ uma fungao que suas derivadas

parciais de primeira ordem existam. A matriz jacobiana J dessa fungdo é dada por:

9h Oh ... 9N
o1 Oz Oxn
Of2  0fz2 .. Of2
J= |0 o 0m (D.1)
Ofm  Ofm ... Ofm
8951 81‘2 8$2n

Uma vez determinada a matriz jacobiana, o jacobiano do mapa ¢ simplesmente o determi-
nante desta matriz. Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua

transposta, pode-se usar qualquer uma das duas para o calculo do jacobiano.

Como existem, 15 campos independentes tanto na eletrodinamica 2D quanto na
gravitagao 2D construidas neste trabalho, a matriz jacobiana serd uma matriz 17 x 17 ao
se considerar os férmions também, isto é, os campos 1 e ¥. Entretanto, apenas os seguintes

termos sao nao nulos. Do mapa dado em (4.8):

SSL = eye?, (D.2)

88(,;35) = €ab - (D-3)
Do mapa dado em (4.9):

L D.4)

o = &, 05

o _ e, (D.6)

Db

C



]

e:
gj =1, (D.7)
g; -1, (D.8)
g:; = Na, (D.9)
g:;; = e, (D.10)
g (D.11)
88; - (D.12)

De (4.11), os férmions sao mapeados neles mesmos:

op(x)

) - 1, (D.13)
o) _ | (D.14)
oY(X)

Além disso, como se pode notar, alguns termos sao triviais e essa matriz pode ser reduzida

a seguinte matriz 9 x 9:

0 0 ¢ 0 0 0 xo 0 €%
0 0 0 ¢ 0 nm0 0 xo —¢€%¢
0 0 0 m 0 x1 0 —e2
0 ¢ 0 0 0 m 0 x1 €%
J=le} el e & 0 0 0 0 0 (D.15)
0O 0 0 O 68 el 0 0 0
0 0 0 0 e e 0 0 0
00 000 0 & & 0
000 000 0 ¢ ¢ 0

O jacobiano fica dado, entao, pelo determinante desta matriz:

det J = —2e2det®?(¢%)e® . (D.16)
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