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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo do fenémeno de espalhamento quantico por bar-
reiras de potencial onde as fungoes de onda sao calculadas com a metodologia do
operador T' e com a equacao de Lippmann-Schwinger. Investigamos como o uso do
operador T para o calculo da funcao de onda espalhada é equivalente aquela calculada
com a formulacdo da equagdo de Lippmann-Schwinger, e mostramos aplicagdes em
duas dimensoes para o espalhamento simples e multiplo. Estudamos os casos em que
as equagoes integrais de Volterra apesar de possuirem o nicleo separavel, devem ser
resolvidas em um dominio que exige uma descri¢ao mais complicada, o que ocorre em
certas parametrizagoes da barreira de potencial e obtemos um sistema de equagoes
acopladas. Por fim, aplicamos este método para o espalhamento por fendas simples,

dupla e multiplas.

Palavras-chaves: Lippmann-Schwinger; operador T'; equagoes integrais; espalha-

mento por fendas.



Abstract

This work presents a study of the quantum scattering through potential barriers
where the wave functions are calculated using the T" operator methodology and the
Lippmann-Schwinger equation. We investigate how the use of the T operator to cal-
culate the scattered wave function is equivalent to the formulation of the Lippmann-
Schwinger proposal, we also show applications in two dimensions for single and mul-
tiple scattering. We study the cases in which the Volterra integral equations despite
having a separable kernel, must be solved within a domain that demands a more cum-
bersome description, that occurs in certain parametrizations of the potential barrier,
further we obtain a system of coupled equations. Finally, we apply this method to

the scattering through single, double and multiple slits.

Key-words: Lippmann-Schwinger; 7" operator; integral equations; scattering by mul-

tiple slits.
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1 Introducao

Existe uma profusdo de problemas na natureza que sao explicados pela teoria
do espalhamento, como por exemplo nas areas de fisica atomica e nuclear, diversos
problemas da engenharia naval [CHATJIGEORGIOU, 2011] engenharia oceénica e ci-
vil [YUAN et al., 2019], usos na medicina como imagens por raios X, entre varias outras
aplicagoes. Intimeros avancgos na ciéncia foram devidos a resultados dos experimen-
tos de espalhamento, como a dispersdao de ondas eletromagnéticas por [RAYLEIGH,
1892], a melhor compreensao da natureza do d&tomo por Rutherford  RUTHERFORD,
1911], extraindo resultados do espalhamento de particulas alfa, ou ainda a compro-
vacao de que os elétrons ocupam niveis quantizados de energia pelo experimento de

Franck e Hertz que consistia no espalhamento de elétrons por vapor de mercirio
[FRANCK; HERTZ, 1967].

Os experimentos de espalhamento consistem em incidir particulas livres, ou
projéteis, em um alvo que pode ser qualquer tipo de objeto, macroscopico ou micros-
cdpico, seja um campo externo, outra particula, ou, como nos experimentos citados,
uma chapa de ouro e vapor de mercurio. No contexto de espalhamento nao relati-
vistico com o qual iremos trabalhar o centro espalhador é comumente representado
por um potencial [BELKIC, 2020; TAYLOR, 2012]. Apés a interacao, a particula
incidente é espalhada para um estado livre, agora carregando novas informacoes, isto
é, novo momento angular ou nova energia, entre outros, e isto nos permite inferir
as caracteristicas do alvo com o qual ela interagiu, como por exemplo sua estrutura
interna, posicao e como transfere energia, caracteristicas que usualmente nao pode-
riam ser medidas diretamente. Esta andlise pode ser feita a partir do conhecimento de
grandezas como secao de choque, amplitude de espalhamento, ou da prépria funcao

de onda.

Estes problemas sdo descritos matematicamente por equacoes diferenciais, a
equacgao de onda para cendrios macroscopicos como na area de eletromagnetismo

ou em acustica, e as equagoes de Dirac, Pauli ou Schrodinger em mecanica quantica,
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dependendo do que é considerado ao se formular o problema, como a escala de energia
e presenca ou auséncia de spin. No caso da mecanica quantica as solu¢oes nas quais
estamos interessados sao os estados fisicos das particulas, que sdo representados pelas

fungoes de onda.

Iremos investigar, no decorrer desta dissertacao, as caracteristicas do espalha-
mento nao relativistico de particulas escalares, para isto, devemos resolver a equa-
¢ao de Schrodinger ou sua forma integral, a equagiao de Lippmann-Schwinger [LIPP-
MANN; SCHWINGER, 1950], introduzida em 1950 por Bernard Lippmann e Julian
Schwinger, uma descrigdo do espalhamento que carrega interesse tedrico no estudo
de fungoes especiais e métodos para equacgoes integrais, além de aplicagbes como
em [MAIOLI; SCHMIDT, 2018; MAIOLI; SCHMIDT, 2019] e [RUIZ-BIESTRO;
GUTIERREZ-VEGA, 2024]. Ao contrario das equagoes de Dirac, Pauli e Schrodin-
ger, a equacao de Lippmann-Schwinger traz uma descrigao global do sistema fisico e,
tratando-se de uma equacao integral de Fredholm de segunda espécie, composta pelo
potencial, a fun¢do de Green e a particula livre, onde o niicleo consiste no produto
da fungao de Green pelo potencial, é preciso definir bem as condi¢des de contorno e

estudar os métodos apropriados de resolugao, os quais apresentaremos.

Tratando-se de uma equacao integral que depende da forma do potencial, da
funcao de Green e da parametrizacao no sistema de coordenadas, é natural que se
espere que certos problemas nao apresentem solucgoes exatas. Para problemas sem
solugao exata, existem técnicas bem conhecidas como expansao em ondas parciais,
adequada para baixas energias, ou a expansao de Born que se aplica melhor para altas
energias. No nosso caso, quando nao for possivel obter a solugao analitica, resolvere-

mos esta equac¢ao numericamente utilizando o software Mathematica.

No presente trabalho, apresentaremos as solugoes do problema de espalha-
mento, resolvendo a equacao de Lippmann-Schwinger para um tipo especifico de po-
tencial, conhecido como barreiras delta de potencial, ou “boundary walls”, definido
por funcoes delta de Dirac vinculadas a uma superficie, que é o tipo de potencial
mais utilizado ao se tratar de espalhamento nao relativistico. Sendo introduzido por
da Luz [LUZ; LUPU-SAX; HELLER, 1997] e posteriormente estudado por Zanetti
[ZANETTT; VICENTINI; da Luz, 2008], este tipo de barreira nos permite estudar
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e extrair interpretagoes de sistemas fisicos como [KOSZTIN; SCHULTEN, 1997] e
[AZEVEDO et al., 2024]. A utilizacdo de um potencial definido por deltas de Di-
rac simplifica o calculo algébrico de resolver a equacao de Lippmann-Schwinger, uma
vez que as distribui¢oes estao definidas dentro de integrais. Isto, sem que se perca
na descri¢ao fisica do problema, podemos notar isso em algumas aplicagoes como
no efeito Casimir em [CAVERO—PELAEZ; MUNOZ-CASTANEDA; ROMANIEGA,
2021] e [CAVERO-PEL4EZ; MILTON, 2005] sendo possivelmente uma das formas
mais simples de estudar este tipo de problema preservando a Fisica do problema. Este
método nos permitiu resolver diversos problemas em uma, até n dimensoes como em
[PEREIRA; CUNHA; SCHMIDT, 2024], [SCHMIDT; PEREIRA, 2023], [SCHMIDT;
JESUS, 2022], [PEREIRA; SCHMIDT, 2022|, [AZADO; MAIOLIL; SCHMIDT, 2021]
e [MAIOLI; SCHMIDT; AZADO, 2022] e também com aplicagoes em fisica experi-
mental [OLIVEIRA et al., 2024], ou em problemas nao euclidianos como em [JESUS;
MAIOLI; SCHMIDT, 2021a] e [JESUS; MAIOLI; SCHMIDT, 2021b].

Outra forma de trabalhar com espalhamento ¢é a descri¢ao a partir do operador
T [GONIS; BUTLER, 1999; GOLDBERGER; WATSON;, 1964]. No devido capitulo,
explicitamos a teoria por tras do método e mostramos como o método do operador
T é valido e a partir dele podemos calcular a funcdo de onda espalhada, o método
nos fornece os mesmos resultados que seriam encontrados ao se resolver a equacgao de
Lippmann-Schwinger. Aplicamos isso para dois problemas em duas dimensoes que ja
conheciamos a solugao e apresentamos os resultados, que se mostraram compativeis.
Escolhemos posteriormente, o experimento bem conhecido de difracao por fendas que
possui resultados experimentais, porém sem uma formulacdo matematica e resultados
analiticos. Modelamos as fendas como “boundary walls” e resolvemos a equagao de
Lippmann-Schwinger para o problema, com essa construgao, encontramos as solugoes

€ as apresentamos.

No decorrer dos capitulos a seguir, apresentaremos como metodologia no ca-
pitulo 2 a teoria de distribuigoes e como escrevé-las sobre curvas ou superficies, o que
sera necessario para a construgao dos potenciais do tipo barreira. Mostraremos os
tipos de equagoes integrais existentes e o método de solucao para o tipo de equacao

que descreve os problemas de espalhamento. Sera mostrado também o método desen-
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volvido para o caso em que a equagao nao ¢ completamente separavel. Em seguida,
exporemos a teoria das fungoes de Green como embasamento para a construcao da
equagao de Lippmann-Schwinger. No capitulo 3 discorreremos sobre a metodologia
do operador T' ou matriz de transicao 7', apresentaremos as defini¢des e as equagoes
necessarias para calcular o operador. Formularemos os problemas de espalhamento,
agora com este método, e mostraremos a equivaléncia com a equagao de Lippmann-
Schwinger. Logo apds isso, explicaremos a teoria de espalhamento multiplo, usando as
técnicas ja apresentadas com a equacao de Lippmann-Schwinger e com o operador 7,
mostrando o calculo para dois potenciais. No capitulo 4 teremos as aplicagoes do ope-
rador T', mostraremos como calculd-lo para a barreira circular no plano e calcularemos
a onda espalhada pela barreira utilizando o operador obtido. Faremos também uma
aplicacao de espalhamento multiplo onde escreveremos a barreira circular imersa em
um campo magnético uniforme, para este problema também calcularemos o operador
T e a onda espalhada. O capitulo 5 sera a aplicacdo do espalhamento com a equa-
¢ao de Lippmann-Schwinger por um segmento vertical, que em seguida ¢é usado para
descrever o espalhamento por fendas simples, duplas e por fim para multiplas fendas.
Neste ultimo caso calculamos o espalhamento por um conjunto de fendas inspiradas
no conjunto de Cantor. Por fim, no capitulo 6, apresentaremos nossas conclusoes e

perspectivas futuras.
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2 Metodologia

Neste capitulo apresentaremos e explicaremos as principais teorias e metodo-
logias que serao usadas no decorrer do presente trabalho, mostraremos os conceitos
e defini¢oes sobre teoria das distribuigoes, explicaremos sobre o tipo de equagoes
que estamos lidando, isto ¢, equacoes integrais e o método desenvolvido para investi-
gar os problemas que serao apresentados. Discorreremos também sobre a formulacao
dos problemas de espalhamento, a utilidade das fungoes de Green e a equacao de

Lippmann-Schwinger.

2.1 Distribuicoes

A teoria das distribui¢oes surge na fisica, da necessidade de conceitos mate-
maticos que nao eram bem definidos na andlise de fungoes. Um exemplo disso, é a

distribuicao que usaremos para descrever nossos problemas, é a funcao delta de Dirac

2.1.1 Delta de Dirac

A funcao delta de Dirac é obtida por um processo de limite de uma sequéncia
de fungoes [BYRON; FULLER, 1992] e que satisfaz a propriedade

| 0w — o) f(a)de = f(xo), (2.1)

—o0
onde f é uma funcao com suporte compacto. H4 um ponto singular xg em que a
d(x — x0) nao é definida, enquanto que nos demais pontos a § vale zero. Como a
integral de uma funcao real nula em todo o espago, exceto em um ponto deve ser
zero, é claro que o caso especial f = 1 viola este resultado, pois
o0
/m §(x — zo)dx = 1, (2.2)

logo ¢ nao pode ser chamada de funcao, porém tem significado quando aparece dentro

de uma integral e simplifica os cdlculos. Em mais dimensoes podemos escrever a delta
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CcOomo

r—r7g) = |L1]|5(u — up)d(v — vg)d(w — wy), (2.3)

onde J ¢ o jacobiano do sistema de coordenadas.

2.1.2 Distribuicoes ao longo de superficies

O objetivo de escrever a distribuicdo d sobre uma curva ou superficie é mo-
delar matematicamente um problema de barreira, no caso das aplicacoes presentes
sera como escrevemos o potencial alvo da interagao. Para isso, considere uma curva
arbitraria C' com elemento dz que estd contida em R"™ [FOLLAND, 2009]. Podemos
definir a distribuicdo F' que da propriedade (2.1) integrando juntamente com uma
funcdo ¢(x) que seleciona os valores de ¢ para os pontos sobre a curva e é zero para

pontos fora da curva.

F :/ o(z)d(x — xo)dx. (2.4)

c
Tomemos como exemplo o circulo de raio R constante e elemento de linha ds, assim
F= /C 3(5)0(7 — 7(5))ds, (2.5)

usando coordenadas polares
R)6(0 — s)

F:R/T;¢(s)5(r_ 7

Assim, todos os pontos do circulo terdo o valor da fungao ¢, enquanto F' sera zero em

ds. (2.6)

todos os outros pontos. Podemos da mesma forma escrever a distribui¢do sobre uma

superficie
F = o(r—1(s))d 2.7
[ 6()0° = #(s))ds. (2.7)
como por exemplo a superficie esférica
27 _ _ _
F = RQ/ / ¢(8)5(7“ R)5(9’J| 5)0(¢ U)Sen(s)dsdv, (2.8)
o Jo

onde ¢(s) é uma funcao de acoplamento e existirao valores para F' apenas nos pontos
da superficie da esfera. Essa forma de se escrever a distribuicao sobre curvas nos
permitira construir o que chamamos de barreiras delta de potencial, "boundary walls",

nas construgoes dos problemas.
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2.2 Equacoes integrais

Uma equagao que envolva uma fungao f e integrais desta funcao é chamada de
equagao integral. Equagoes integrais sao classificadas por sua linearidade, homogenei-
dade, ordem e seus limites. Se seus limites sdo fixos a equagado é chamada de equacao
integral de Fredholm, caso um limite seja variavel ela é chamada equacao integral de
Volterra. Sejam g uma fungdo conhecida e k chamado de ntcleo da equagao integral,
também conhecido. Se a funcao f nao aparece fora da integral, entao a equacao é

conhecida como uma equacao de primeira espécie.

b
9(x) = [ k(x.p)f)dy. (29)
Caso a funcao f apareca tanto integrada quanto fora, entao é uma equagao de segunda
espécie
b
fl@) = g(a) + [ klx.y)f )y, (2.10)

ambas (2.9) e (2.10) sendo equagoes de Fredholm. No caso em que um dos limites da
integral é uma variavel ou fungao, b = b(z) ou a = a(z), entdo ambas serdo equagoes

integrais de Volterra, de primeira espécie,

o) = [ k) F)d, .11

e de segunda espécie

f@)=g()+ [ k) fo)dy (2.12)

2.2.1 Equacoes integrais de nlcleo separavel

Equacoes integrais podem ser resolvidas de maneira exata se a equagao puder
ser escrita de forma separdvel [BYRON; FULLER, 1992; ARFKEN, 1985], estando
interessados nas solucoes exatas dos problemas de espalhamento que desenvolveremos
no capitulo de aplicac¢oes, iremos buscar uma forma de separar as equacoes em cada
problema. As equagoes integrais serao separaveis quando o nticleo k(x,y) da equagao

puder ser escrito da forma de uma soma finita de produtos de fun¢des de uma variavel,

He9) =AY 6,(0)e0) (2.13)



Capitulo 2. Metodologia 21

com A constante. Para mostrar que ¢é possivel resolver uma equacgao integral se seu
nucleo for separédvel, consideraremos uma equacao, seja de Fredholm ou Volterra,
de segunda espécie. O processo para resolver a de primeira espécie é exatamente o
mesmo, basta simplesmente substituir ¢ = 0 e o resultado é obtido. Seja a equacao

da forma
f@) = 9@) + [ klw.p)f W)y, (2.14)
substituindo k(x,y) como em (2.13)

£(0) = 9(0) + [ XS 05(0)es(0) )y
= o)+ A 0500 [ i) )y (2.15)

Podemos notar que a integral em y, para cada j, serd uma constante se a equagao
integral for uma equacgao de Fredholm, ou serd uma funcao de = para o caso em que

seja uma equacao de Volterra, isto é
b
/ i) f(y)dy = ay, (2.16)
com «; constante, ou

[ e )y = ay@) (2.17)

para uma equacao de Volterra. Assim
f@) =g(@) + 2> ¢j(x)ay (). (2.18)
j=1

Encontrando «;(x), obteremos a solucao f(z) para a equagao integral como g mais
uma combinagao linear das funcoes ¢; e a;. Podemos encontrar o;(x) simplesmente
multiplicando o fator necessario, isto é, y;/(x) no lado esquerdo e integrar de forma

a obter uma equagao para o (x),

a

/-ab(x) o (x)f<$)dx _ /b(&?) o (I)g(x)dx L /ab(&?) o5 (I’) ilqﬁ] ($)aj (x)d.%, (219)
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logo, no caso da equacao de Volterra, teremos

aj(z) = cyp(x) + A i /ab(x) i (z)pj(x)a(z)d, (2.20)
onde
erle) = [ eplag(a)ds, (2.21)

e para o caso da equagao de Fredholm, teremos
n b
ap =cp+ A aj/ i (z)pj(x)d, (2.22)
=1 7@

que é equivalente a um conjunto de equagoes lineares para serem resolvidas.

2.2.2 Dominio de interacao

Em muitos casos teremos que resolver uma equacao integral tal que o seu

nucleo tenha a forma

k(z,y) = Ap;(zs)pj(x<), (2.23)
onde z~ e x. serdo definidos como um ponto na fonte 2’ e um ponto no espaco x.

> = max(z,z’) (2.24)

r. = min(z,z’). (2.25)

E teremos uma equacao integral para cada um dos dominios definidos por (2.24) e
(2.25), como consequéncia o dominio serd dividido em duas regides e as equagoes
integrais em cada uma delas podem ser resolvidas separadamente como mostrado nas
secoes anteriores. Porém em certas regioes do dominio pode nao haver uma divisao
tao direta, como iremos apresentar no caso das fendas neste trabalho. Para isso pre-
cisamos desenvolver um método que seja um pouco mais aprimorado e que considere

a contribuicao de ambas as fungoes da forma

¢j(@)p;i(2) + ¢;(a") s (), (2.26)
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que caracteriza casos em que queremos resolver a equacdo em uma regiao em que
ha um potencial, neste caso a equacgao integral possuirda ambos os termos z~ = x e
T~ = ', e0mesmo para r., . = xr e x. = ', assim a equacao integral, considerando

uma equacio de Fredholm de segunda espécie, serd
F@) = ga) 42 [ i )es e )i
= gla)+ X [@-(m) [ i) (et + i(e) [ @(w’)f(x’)dx'] . (227)
e definindo

as(@) = [ o) f (@)’ (2.28)

B,(z) = / () () (2.29)

obtemos a solucao da equacao integral, com « e 8 a determinar.

f(x) = g(x) + Ao;(x)a;(x) + @;(x)5;(x)] . (2.30)

2.2.3 Calculo dos coeficientes o e 5

Para determinar « e 3, repetiremos o processo anterior de multiplicar o termo
que falta no lado esquerdo e integrar para obter uma equacao para cada coeficiente.

Multiplicando a equagao em 2’ por ¢, (z') e integrando em 2’
/j oy (') f(a")dz' = /: i (a')g(x")da'
A @) 6@ ay@) + 0By d, (231)
obtemos a equagao na qual identificamos aj () no lado esquerdo
ap(@) = @)+ [ @) [B@)as(e) + i) e de', (232

onde

(@) = [ eila)gla)da’ (2.33)
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Esta é uma equagao de Volterra que devemos resolver para encontrar a.. Da regra de

Leibniz
= st = gt B - e BE, (2.34)
derivando em x
d d
(@) = —ocp(@) + Ay (@) [d5(x)ay(2) + ¢;(2)5;(2)]. (2.35)

Para encontrar a equagao para (3, basta multiplicar a equacao em 2’ por ¢, (2') e

integrar em
b b
[ o) f@ds = [ op(a)g(a!)da!
b
A [ o) 8505 () + 65() B (] de,(2.36)
obtemos a equagdo na qual identificamos 5;(x) no lado esquerdo

Bi(x) = dj(x)+ A/: wir (') [ (") (2") + @j(2") B;(2")] da’,  (2.37)

onde
b
dy(@) = [ 6y(a')g(a’)da' (2.38)
Novamente de (2.34), iremos derivar em z
d d
5 hr(@) = —ody (@) = Ay () [¢(x)ay(x) + ¢;(2) Bj(x)] - (2.39)

Tanto as equagoes (2.32) e (2.37) quanto (2.35) e (2.39) podem ser utilizadas para o

calculo dos coeficientes a e 5.

2.2.4 Coeficientes como funcoes reais
As equagdes (2.35) e (2.39) estao acopladas, porém, multiplicando a primeira

por ¢,/ (x) e a segunda por ¢; () e somando

67(5) 0 (1) + 03 (20 (0) -y () = () () + o)l ()
+A; (2)pj (@) ([0 (x) oy () + ¢ () 8;(x)] — [0 (x) o (2) + ¢ (x) B(x)]) , (2.40)
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logo

63(2) 05 (2) + 03 (2)05 (1) - By () = 65(0) o s(r) + () o). (2.41)

Das equacoes (2.33) e (2.38) e da regra de Leibniz (2.34), podemos calcular as deri-

vadas do lado direito, a derivada de ¢;(x) sera

(ZL_C]-(:E) = CZU /ax i) g(2)dr' = ¢;(x)g(x), (2.42)
enquanto que para d;(z)
L) = [ et )e’ = ~g,(a)ol), (243)

substituindo estes resultados, a equagao (2.41) serd

d

¢j($)%aj($) + 903'(93)6253'(93) = ¢;j(2)pj(x)g(x) — p;(x)d;(r)g(z), (2.44)

e portanto, obtemos a equacgao

() 05(@) + pi(e) 1By x) = O (2.45)

que juntamente com (2.35) e (2.39), permitird encontrar «;(z) e 8;(z). Exigindo ainda

que
laf? + 1812 = 1. (2.46)

Para a;(z) e ;(z), reais, podemos derivar esta expressao da seguinte forma

ozj(x)jzaj(x) + 6j(x);iﬁj(x) —0 s
e teremos
L () 1G]
dz i (@) a;j(x) (2.48)

usando a equagao (2.45) temos a relagao entre as derivadas

d pj(x) d

" = ") d

Bj(x) (2.49)
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e substituindo em (2.47)

pi(x) d d _
o @) S ) + By () ) =0, (2.50)
logo
AN G R
@)+ B =0 (251)
assim obtemos os coeficientes o e § um em funcdo do outro.
SR 1GNP N [C) pa

Com isso, as equagoes (2.35) e (2.39), ficam

) = ) +Aer(@) [00a) + e, P a0 @

d d

76jl(x) = %d]/(fb) — )\Qb]/(l’) [¢]($) ¢]($)

v;(x)

que sao equagoes diferenciais que podem ser resolvidas tanto numericamente quanto

) + o)) 250
exatamente, dependendo das condig¢oes de contorno exigidas no problema.

2.3 Funcdes de Green e a equacdo de Lippmann-Schwinger

Nesta secao mostraremos como utilizar as funcoes de Green para descrever
o fenomeno de espalhamento com a equacao de Lippmann-Schwinger. O método da
funcao de Green nos permite escrever a solucao de uma equacao diferencial do tipo
[FOLLAND, 2009]

Lu(x) = f(x), (2.55)

onde L é um operador diferencial linear. O método da funcao de Green consiste em

resolver a equacao para G em que a fonte é uma funcao delta de Dirac, isto é

LG(z,2") = §(x — 2'), (2.56)
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CcOomo

Lu(z) = / LG(z,2") f(')da' = / 5z — ) f(a') = f(z), (2.57)

como o operador L atua somente em x e ndo em z’, entdao, a solucdo da equacgao

diferencial (2.55) serd

u(z) = /G(m,x')f(a:’)dx' (2.58)

2.3.1 O operador de Green

[remos definir os operadores G e G que estao relacionados com a energia da
particula descrita pela equagao de Schrodinger. Consideremos os operadores Hamil-

tonianos da particula livre Hy e completo H

P2
Hy=— 2.59
7 om ( )
H=Hy+V (2.60)

Os operadores de Green correspondentes conhecidos como operadores fungao de Green

livre GGy e completo GG sao definidos

Go(2) = (z — Hp)™* (2.61)

G(z)=(z—H)™, (2.62)

[GOLDBERGER; WATSON, 1964; GONIS; BUTLER, 1999]. O operador G(z) sera
uma funcao analitica da variavel complexa z, se a grandeza (x| G(z) |[¢) for analitica

para todo |x) e [¢).

Podemos ver que este operador nao existira para todos os valores de z, este é o
caso em que ele assume um dos autovalores E,, de H, com isso teremos (FE, — H) =0
e, consequentemente, nio existird (E, — H)~'. Como estamos estudando problemas de
espalhamento H, sempre possui um espectro continuo, consideremos uma expansao
em termos dos autovetores do momento angular.

) (E,1,m|
_E ’

G(z) = (Z—H)—11:/°°dEZ|E’l’m (2.63)
Il,m

0



Capitulo 2. Metodologia 28

onde 1 = [{°dFE Z |E,l,m) (E,l,m|, onde E, [ e m sdo os nimeros quanticos princi-

pal, azimutal e magnetlco Assim, o elemento de matriz

_ B, m) (5.1, ml)
WG W = [TdES Lol (2.64)

com |y) a onda incidente e [¢)) a onda espalhada, serd analitico, exceto nos pontos
do eixo real em que z assume um dos valores E,, onde possuirda um polo simples

com residuo Z (X|E,l,m) (E,l,m|). Podemos também escrever as expressoes para

08 operadores acima (4) e abaixo (-) do eixo real

GE(E) = (E— Hy+ie)™ (2.65)
GE(E) = (E—Hy—V +ie) ™" (2.66)

Nao é possivel em muitos casos, encontrar o operador G(z), porém nos casos em que

é possivel, G e G sao relacionados pela equagao integral.
G =Gy + GVG. (2.67)
Conhecida como equacgao de Dyson para GG. A funcao de Green nos permitira definir

o operador T e encontrar solugoes dos problemas de espalhamento.

2.3.2 Equacao para o espalhamento

Para modelar a interacao da funcdo de onda incidente com a barreira de po-
tencial, utiliza-se a equagao de Schrodinger independente do tempo, onde o potencial
Vo(7) possui um alcance finito, isto é, existe uma regido limitada, a partir da qual nao

hé interacao entre funcao de onda e potencial. Seja a equacao de Schrodinger

h2
(—va? ; vom) W) = B(P), (268)
cujas solugoes associadas com uma energia bem definida sao

¥ = p(r)e
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sendo ¢(7) uma solugao da equagao (2.68), e suporemos que longe do potencial as
solugoes sao ondas planas com um momento bem definido e energia constante, a qual

definimos como

h2 k>
2m

FE =

e definindo 2
Vo(r) = 2. U(T)

podemos reescrevé-la como
(V2 +12) = U(®)] v(k,7) =0, (2.69)

que pelo método da funcao de Green, podemos escrever sua solu¢do como

Wl 7) = 6k, 7) + [ Go(F, U )(r)d, (2.70)
onde ¢(k,7) é a solu¢do para U = 0 [JOACHAIN, 1975]. Esta é conhecida como a
equagao de Lippmann-Schwinger [LIPPMANN; SCHWINGER, 1950], equagao que
usaremos mais adiante na formulagao de alguns problemas. Ela descreve o espalha-
mento do estado de onda ¢(k, ) que interage com o potencial U para o estado 1 (k, )

e se trata de uma equacao integral ja discutida na segao 2.2.

2.3.3 Grandezas fisicas

Uma solugao particular da equagao de Schrodinger ira satisfazer assintotica-

mente em trés dimensoes

6zkr

() = A |x(7) + (6, 9) (2.71)

|
Os termos nos colchetes representam uma onda plana x(7) mais a uma contribui¢ao
de onda espalhada, A é uma constante e f(6, ¢), uma fungdo unicamente angular, é
conhecida como amplitude de espalhamento. A partir da amplitude de espalhamento
podemos definir as se¢oes de choque diferencial e total. A secao de choque diferencial

¢é definida como
do

diﬁ = |f(‘97 90)|2’ (2'72)
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e a partir dela obtemos a secao de choque total integrando em todos os angulos sélidos

_ [do
=] aQ

o ds. (2.73)

No proximo capitulo, reformularemos a construgao do problema de espalha-
mento, desta vez introduzindo o operador 7', ou matriz de transi¢do. Nesta aborda-
gem, iremos aproveitar o conhecimento de um problema mais simples, ja resolvido
analiticamente, para investigar o espalhamento por um potencial simples e, no caso

de espalhamento multiplo, por um potencial composto.
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3 Operador T

Aqui definiremos o operador de transicao, que também é conhecido como ma-
triz T', e mostraremos quais equagoes este obedece e como encontrar uma expressao
analitica para o mesmo. Apresentaremos também a formulacao do espalhamento mul-

tiplo e o operador de transi¢ao no caso de dois potenciais.

3.1 Operador T

Quando se estuda espalhamento, pode-se definir o operador 7' ou matriz de
transicao T, este operador é ttil, pois relaciona a funcao de onda incidente com a
funcao de onda que resulta da interacao com o potencial, ou centro espalhador, isto

é, ele conecta os estados livre e espalhado.

3.1.1 Definicdo de T

Introduziremos o operador T' definido em termos da funcdao de Green vista
no capitulo 2, logo sua importancia serd a mesma que a do operador GG e nos daréd
uma forma equivalente de formular e resolver as equacgoes integrais dos problemas de

espalhamento. Os operadores T e G sao relacionados pela equagao
T=V+VGV, (3.1)

[GONIS; BUTLER, 1999; GOLDBERGER; WATSON;, 1964; RODBERG; THALER;
THALER, 1967], e o operador T terd as mesmas propriedades de G. Multiplicando o

lado esquerdo por GGy obteremos a seguinte identidade

GoT = GoV +GVGV
= (Go+GoVG)V. (3.2)

Usando a equagao (2.67)
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e se usarmos esta relacdo na equagao para 1" (3.1), obteremos a equagao de Dyson,
T=V+VGT, (3.4)

que é uma equacao integral para 7T, onde agora nao se faz necessario encontrar a
funcao de Green completa G e ao invés disso usaremos a fun¢ao de Green livre Gg e

resolvendo a equacao integral encontramos o operador 7.

3.1.2 Equacao integral para o operador T'

O operador T possui representagao na forma integral, tomando a equacgao (3.4)

e a projetando no espaco de posic¢ao,
(AIT|) = (AV]7) + (FVGT|r) . (3.5)
Utilizando relagoes de completeza obtemos
(FTIF) = (VI + [ driar GV ) (71 Gol ) (7117, (3.
equivalente a

— — — —
/ /

e integrando em r” com a §

T(Er) = VS =)+ [ dV@Go, 7T, )

- V(@ [5(F—ﬁ)+ [ @Gl T )| (3.8)

que é uma equacao integral para T'. Resolver esta equacao nos dara a forma explicita
do operador com o qual poderemos calcular os estados de espalhamento pelo potencial

V(7) em cada problema.

3.1.3 Formulacao do problema de espalhamento com operador T’

A equacao que descreve o espalhamento é a equagao de Lippmann-Schwinger,

W) = |x) + GoV | V), (3.9)
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onde |x) representa uma onda plana. Esta equagdo pode ser escrita em termos da

funcao de Green completa, isto é
W) =D +GVIx), (3.10)
substituindo a equagao (3.3) encontramos a equagao em termos do operador T
W) = Ix) + GoT [x) - (3.11)
Portanto vale a relagao
Tlx)=VIv), (3.12)

bastando aplicar o operador 1" na func¢ao de onda que incide no potencial e sera obtida

a onda espalhada. Projetando a equacgao (3.11) no espago de posi¢ao teremos

(FW) = (F1x) + (PG T'|x) , (3.13)

utilizando relagoes de completeza

(710) = (1) + [ [ FAGol) (FITI) 7 ) drid, (3.14)

sendo (r]¥) = ¥(7) a funcao de onda, obtemos a seguinte equagao

() = x(7) + [ [ GolF T, (7 drdr (3.15)
Comparando com a forma integral de Lippmann-Schwinger, vemos que
V(R = X+ [ dICE V() (3.16)
= () + [ [ Gol AT () dr i, (3.17)
logo
V) = [ T6 ) (3.18)

Portanto se possuirmos as expressoes do operador 7" e da onda incidente x(r”), entao

conseguimos calcular a onda espalhada pelo potencial da forma

() = V) [ TE (3.19)



Capitulo 3. Operador T 34

3.2 Espalhamento miltiplo

Nos capitulos anteriores mostramos como construir e calcular a interagao
particula-potencial no problema de espalhamento, obtendo a funcdo de onda espa-
lhada elasticamente. Segue desta linha de pensamento questionar como o problema é

modificado na presenca de mais de um potencial.

3.2.1 Calculo para dois potenciais

Ao introduzir um segundo potencial na interacdo, modificaremos a equagcao
de Lippmann-Schwinger. Para apenas um potencial U, na notacao de bras e kets a
equagao é

[¥*) = |¢) + GFU [v™F), (3.20)

em que os vetores de estado |[¢)*) que sdo solugdes de Lippmann-Schwinger sdo os
estados do sistema apds o espalhamento pelo potencial U e |¢) é o vetor de estado
associado ao estado nao perturbado, que na representagao de posicao, é descrito por
uma onda plana e G ¢ a funcio de Green livre para o Hamiltoniano Hy. No decorrer
das proximas etapas, como € valido para ambos, omitiremos o sobrescrito +. Introdu-
zindo um segundo potencial V', que assim como U tem uma regiao limitada de efeito,

escreveios

W) = [¢) + Go(U + V) |¥), (3.21)

onde |U) é a solu¢do completa para a onda incidente que interage com os dois po-
tenciais simultaneamente. Se utilizarmos as func¢oes de Green livre Gy e completa G
[GOLDBERGER; WATSON, 1964; GONIS; BUTLER, 1999; ZUBAREV; MORO-
ZOV; ROPKE, 1996; RODBERG; THALER; THALER, 1967

Gf=(E—-Hy+ie)' e GF=(F—Hy—U=ie)™* (3.22)

no limite em que € — 0, onde H = Hy+ U corresponde ao hamiltoniano da onda que
interagiu apenas com o potencial U e G ¢ a funcao de Green correspondente a fungao
de onda interagente com U, da relagdo [GOLDBERGER; WATSON, 1964; GONIS;
BUTLER, 1999],

Go =G+ G(-U)Gy (3.23)
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e da equagdo para a onda interagente com apenas o potencial U [¢)) em termos da

funcao de Green completa,

) =) + GU |9), (3.24)

podemos reescrever a equacao de Lippmann-Schwinger para os dois potenciais. Par-
tindo de (3.21)

|U) = |¢p) + Go(U + V) | W), (3.25)
substituindo (3.23)
V) = |p) + G(U + V) |V) — GUG(U + V) V), (3.26)
de (3.21) no tltimo termo escrevemos
V) = [¢) + GU+V) V) = GU(|¥) - |9)), (3.27)
organizando

¥) = |¢)+GU+V)|¥) - GU(|¥) — [¢))
= |¢) +GU|V) + GV |¥) — GU |¥) + GU |¢))
= |¢) + GV |¥) + GU |¢)), (3.28)

e por fim, da equagao (3.24)
|U) = |[¢) + GV |¥) . (3.29)

Isto mostra que a onda espalhada por ambos os potenciais pode ser escrita da mesma
forma que foi feito para um tnico potencial, onde agora o primeiro termo ¢é, nao mais

a contribuicao de uma onda plana, mas a primeira solucao obtida.

Da mesma forma, quando se tratando do operador 1" iremos estender para o
caso de espalhamento multiplo. Considere o operador que relaciona a onda espalhada
pelo primeiro potencial U apenas, com a onda que é espalhada por U e V', este obedece

a equagao de Dyson (3.1)

T=V+VGY, (3.30)
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onde G a funcao de Green completa, agora compondo o espalhamento por todos os
potenciais existentes no problema, (U + V), e seja G, a fun¢ao de Green relacionada

a onda espalhada pelo potencial U apenas, ambas estao relacionadas por
G=G,+G, VG, (3.31)
portanto, deduz-se que
G, I =GV, (3.32)
e assim a equagao (3.29) fica

V) = )+ GV )

= [¥) +GV]Y)
= |y + G, T ). (3.33)
Observa-se que
T|yY)=V|¥). (3.34)

Consequentemente, concluimos que podemos empregar o mesmo método desenvolvido
para a teoria de espalhamento por potencial tinico, aplicando o operador 7" na onda
incidente. Conhecendo este resultado do espalhamento por uma potencial simples U,
podemos investigar mais facilmente o caso de espalhamento multiplo, introduzindo

um potencial composto por U + V.
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4 Aplicacoes operador T’

Apresentaremos no decorrer deste capitulo a solu¢ao de dois problemas de
espalhamento envolvendo o calculo e a aplicacdo do operador T para encontrar a
expressao analitica da onda espalhada, um caso onde utilizamos o método para o es-
palhamento por um potencial e o outro um caso de espalhamento multiplo na presenca

de um campo externo.

4.1 Operador T' para barreira circular em duas dimenséces

A primeira e mais simples das aplica¢Oes que serao mostradas, serd o caso da
barreira circular que é atingida por uma onda plana. Calcularemos o operador T e
usaremos para encontrar a funcao de onda espalhada, comparando com o resultado

conhecido.

Y.

Figura 1 — Barreira circular no plano

Para o calculo escreveremos o potencial como uma distribuicao sobre a curva

¢, como visto no capitulo 2.1, a sua expressao sera

—

V() = / (8)3(r — 7(s))ds, (4.1)



Capitulo 4. Aplicagées operador T 38

sendo 7(s), chamada fungao de acoplamento, é uma densidade de potencial que define

como a onda interage com a barreira. Em coordenadas polares

R)S(0 — &)

ds’, 4.2
] (4.2)

Vi) =R [

onde adotaremos y(s') = v como constante, representando que a dureza da barreira
é uniforme. Calcularemos o operador T' e mostraremos a fun¢ao de onda espalhada

como resultado.

4.1.1 O operador T

Para obter a forma exata do operador, devemos resolver a equagao (3.4), isto

T =V +VG,T. (4.3)

Partindo de sua representacao integral que explicitamos na secao 3.1

T(7 ) =, V(7 [W—ﬁ) + [ a G T )| (4.4)

e considerando a expansao da func¢ao de Green para a particula livre

= P& "
GolF, ) = =3 3 Dilkr)H (krs)e ", (4.5)

l=—o0
podemos substituir em (4.4) e obter

T(r) = V(03— )+ V(n6) [ aag” (-2

x> Jlkr ) HY (krs )" O T (" 070 0, (4.6)

l=—00

onde s e r. sao

r~ = max(r, ")

r- = min(r, "), (4.7)
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i
sendo r um ponto no espaco e r  um ponto na fonte.

Definindo a regiao no interior da barreira como regidao [ onde r- =rers =r"

e escrevendo a funcao delta de Dirac em coordenadas polares, teremos

(5(7" - 7“’)5(9 — 9,) _ iv(r’ 0) i Jl(kr)eile

T(r,0;r",60) = V(r,0) .

X /r”’dr”/dQ’”Hl(l)(l{:r”’)e_”emT(r/”,6”1:7*:),06’), (4.8)
e chamando a integral de ay(r’,6’)
a(r', ) = /r”’dr”’d@”’Hl(l)(kr’”)e_ime(r’”,6””;7"’,9’), (4.9)
obtemos
T(r,0:7,0) = V(r,0) [5(7" - T/)fw —9) _ i S J(kr)ePa(r,)| . (4.10)
I=—o00

Ou seja, obtendo «,(7’,6") basta substitui-lo na equacdo acima e determinamos a

expressao exata do operador 7'. Multiplicando por H. l(,l)(kr)e_il/e e integrando em d*r

d(r—r")0(0—46)

/dQTHl(,l)(kr)e’illeT(r,6;7”’,9') = /dQTHl(,l)(kr)e’”IGV(r, 6)
/I: o0

—1 > o) / &2V (r,0) J (kr)ei 00 HO (k) (4.11)

identificamos ay (1, 60") no lado esquerdo

5(r —1')8(0 — ')

r

ap(r',0') = /derl(,l)(kr)e_”/eV(r,0)

- % S o, 0) / &2V (r,0) i (k) D (k). (4.12)
l=—00

Resolvendo separadamente a primeira integral, juntamente com as fungoes deltas,
temos
S(r—r"0(0 -6

r

— Hl(/l)(krl)e—il’e’v(rl7 0/)’ (4‘13)

L = /rdrd@Hl(,l)(kr)e_“/'gV(r,9)



Capitulo 4. Aplicagées operador T 40

substituindo a expressao (4.2) para o potencial

L = HP ke ™R /_7r 75< = R|?](5|(01 — Sl)ds’
= vRHl(,l)(kr’)e_“'@/w /_ 7; 5(0' — s')ds’
— 7701/—1)(5(70’ — RYH" (kr')e " (4.14)
Enquanto que a segunda integral
Iy = _i é; a,(r',0') / rdrddV (r,0)Jy(kr)e O HY (kr)
_ _i lio a(r,8) /rdrcw [R /_7; G Rffg(@ - S)ds]
x J(kr)e 0 HD (k). (4.15)

integrando em r e 6 e usufruindo da propriedade das fungoes delta, teremos

o= =2 Y al.0)Ry (kR H (kR) / " e=)s g
l=—00 -
e

= ! ;W S (', 0) J(kR)HY (kR)6,

l=—00
- —ZR; Tea(r’,0)Jy (kR)HV (KR), (4.16)

e substituindo os resultados das integrais I; e Iy em (4.12) encontramos uma equagao

para «,

R 110!
26 = RYHL (ke

1Ry

Qg (7’/, 9/) =

a(r',0) Ju(kR)H" (kR), (4.17)

cuja solucao para « é

YRO(r" — R)Hl(/l)(kr’)e_”/@/

(091 Tl? 0, = ] .
v(r', 0" T, {1 I “?%Jl,(kR)Hl(,l)(kR)}

(4.18)
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Substituindo o resultado encontrado na equagao (4.10) obtemos a expressao final do
operador 71" na regiao [
o(r—1r")0(0—6)

r

T(r,0;r",6) = V(r,@)[

i & Lo A ROG — RYH (kr)e ™

— Z Z Jl<k’7“)

. (4.19)
ant v L+ B (kR)HY (kR)]

Para calcular o operador na outra parte do dominio, definiremos a regiao 1I
como sendo a regiao onde r- = " e ro = r, calcularemos da mesma forma que
fizemos anteriormente. A equacao para o operador T, juntamente com a funcao de

Green livre e da delta em coordenadas polares é

S(r—1)5(0—0) i b :
T(r.0;0",0) = V(r,0) ot )r ( - %V(T, 6) > H(kr)e
l=—00
« /dermdngl(k‘?"”/)e_im”lT(Tm, 9”/; 7"/, 9/) (420)

Agora teremos o novo termo «a;(r’,6’) como sendo a integral
Y (7"/, 0/) _ /T/,/dT‘md@WJl(k‘T’m)e_ime(T”/, 9///; T’/, 0/)’ (4‘21)

onde diferentemente do caso anterior, temos a funcdo de Bessel sendo integrada no

lugar da fun¢do de Hankel. Com isso

or—r)00—-0¢)
r 4

T(r,0:7',6") = V(r,0) [ S HD (kr)eoy(r',0)| . (4.22)
l=—00
Muliplicando por Jy (kr)e=*? e integrando em d*r

5(r—1")5(0 — 0

r

/derl/(kr)e’illaT(r,9;7“’,9') = /dQTJl/(kr)e’”IHV(T, 0)
—1 3 ', 0) [V 0 H (k) Ju (), (4.23)

l=—00
onde identificamos ay (17, 0") no lado esquerdo

5(r —1')8(0 — ')

r

ap(r',0") = /d%‘Jy(kT)e*illeV(r,H)

— % > al(r',Ql)/dQH/(r, Q)Hl(l)(kr)]l/(k;r)ei(l_l/)e. (4.24)
l=—o0
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Resolvendo a primeira integral com as deltas

I = / rdrddJu (kr)e= "V (r, ) 20 =" );5(9 —9)

= Ju(kr)e "V (6, (4.25)

e substituindo a expressao para o potencial, temos

" — R)o(0 — )
/]

= fyRJl/(kr’)e’welM /7T 5(0" — s')ds'

r! -7
R 110!
507 — R)Ju(kr')e . (4.26)

ds'

=110’ ™ (5
I, = Jy(/{r’)e_”eR/ 'y<

r

Enquanto que para a segunda integral, fazemos

oo

Iy = =3 30 ole',0) [ rdrddV(r,0)H{ kr) (k)=
l=—00
iy ' T §(r—R)5(0 —s)
- _4l:zzooal(r,9)/rdrd0 [R/ﬂfy . ds
x - HY (k) Jy (kr)e =", (4.27)

integrando em r e 6 e utilizando a propriedade das fungoes delta

Iy = _i Z Oél(T/,QI)RWHl(l)(kR)Jl/(k?R) /ﬂ e =1s s
l=—00 -

1Ry &

= =5 al ) H (kR (kR)s

l=—

R
- ! ;“al(r', 0 HY (kR)Jy (kR), (4.28)

substituindo I; e I, em (4.24) obtemos
R

ap(r', ') = 7 5(r' — R)Jy (kr')e™
- ZR;%,(T',ef)Jl,(kR)Hlﬁ”(kR). (4.29)

Resolvendo para «

RS(r' — R)Jy (kr")e '
ap(r', ) = /7 (mw ) Ji )(1) _ (4.30)
v 1+ 27 gy (kR) HD (kR))|
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Por fim, substituindo na equagao (4.22) obtemos a expressao do operador T referente
a regiao 11

(r—r")0(0—40")

T

T(r,0;r",0") = V(r,@)[

D) ()it yRO(r' — R)Ji(kr')e "
1 Z 7

. (4.31)
4 r 1+ 22m f(kR)H (kR)|

Tendo ambas as expressoes explicitas do operador 7' nas regides I e II, podemos

calcular as fungoes de onda espalhadas em suas respectivas regioes.

4.1.2 Onda espalhada pela a barreira circular 2D

Usando uma das equagoes (3.18) ou (3.19) do capitulo (3.1), poderemos cal-
cular W(7)

—

W(F) = V! F/Tf7 (7)dr. (4.32)

Substituindo a expressao para o operador 1" calculado para a barreira circular (4.31)

e a expansao para a onda plana
X'y = Y gy (kr')e" =), (4.33)

l=—c0

escrevemos a integral em duas dimensoes para a regiao I, como

VIR [T = v e [V [ (r = )36~ 9)

r

a9 YRO(r" — R)Hl (kr) —i

- = Ji(kr
42_300 Hkr)e v [L+ 2m (kR H (kR)|
x= Y i Ty (k)OO0 drag (4.34)
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integrando em 7’ e §’, o primeiro termo r’ — r e #' — 6, no segundo ' — R

- . _E‘ 00 Jl(kr)e“e'yHl(l)(k:R)
Vi 6) = [X” 52 i e ) B ()

i z'l/Jl/(kr')e”leo/ei(l/l)eldé/’]

X
l'=—00
i Jkr) ey HY (KR)
- X(F) o Z Z iRym l (1)
I=— o0 {1+TJ1(]€R)H1 (k’R)}
x Yy z’l’Jl,(kR)e—”’@Ozwal,l,], (4.35)
l/!=—00

com o 0;y uma das somas vai embora, e assim encontramos a solucao na regiao I para

a onda espalhada

_iyRr & iL(kR)eM %) HY (kR) Jy(kr)

>

W =X =TT 3 1+ 22 (kR HD (k)

(4.36)

Da mesma forma, para a regiao I1
d(r—r")0(0—6)

r

—
/

VI [ TEEG) = Vo) [ V(o) [

_ LS HO(r)et YRO(r" = R)Ji(kr')e= "
4,4~ " v L+ B (kR)HV (kR)]

x> il Ty (k)"0 drdy (4.37)

l'=—00

integrando obtemos

i B (kr)eyai(kR)
)= {x(ﬂ 41:20 1+ g (kR) Y (kR)]

> i dul)e [ ew’lw'def]

l'=—00

- HY (kr e~ J (kR
= X(F)_i ) ziRjﬂ : l((l) :
o |1+ B gy (kR H (kR)]

X

x Y il'Jl/(kR)e_”leo%réu/]. (4.38)

l/!=—00
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Assim, a solugao para a onda espalhada na regiao II é

() = (F)_me i LT (kR0 1 (kRYH™ (kr)
* 2 e [+ kR EP (KR)]

(4.39)

As equagoes, (4.36) e (4.39), sdo exatamente as mesmas solugoes que se obtém
para cada regiao resolvendo a equagdo de Lippmann-Schwinger, podemos verificar
a solugao deste tipo de problema em [MAIOLI; SCHMIDT, 2018]. Esta aplicacao

exemplifica o uso do operador T" mostrando a equivaléncia do método.

4.2 Operador T' para a barreira circular na presenca de um

campo externo

Para ilustrar o uso do operador de transi¢cao 7" no caso do espalhamento mul-
tiplo, estudaremos o cenario de dois potenciais, onde calcularemos o operador 1" e em
seguida o usaremos para encontrar a funcao de onda espalhada assim como no caso

anterior.

4.2.1 Operador T' para barreira na presenca do campo

Consideremos nesta segunda aplicagdo, um outro caso conhecido. Seja um
campo magnético uniforme B na direcao de Z e um potencial sobre uma barreira

circular no plano, compoem o alvo deste problema.

,

B
v D
¥

Figura 2 — Espalhamento pela barreira circular na presenga de um campo magnético
uniforme
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Utilizaremos a equagao (3.8) para T' e a metodologia da se¢ao 3.1 para calcular
a onda que é espalhada pela barreira circular no campo de B. Para isso, usaremos
as expressoes da funcao de onda incidente interagente com o campo magnético e a

funcao de Green que corresponde a ela. A onda incidente tem a forma

1/2
mw  nl mw o\ /2 m mw
=] () e o) ()
#n (1,6) [Qwh (n+ M)!] on' ) TP\ Tt ) o

(4.40)
com as suas energias permitidas sendo E, = wh(n + 1/2) e w = ;—Bc, e a funcao de

Green sera

. e (0 9)1”@—%) mw o mw o
Gu(rr') =Y . huorr V! WE+\\\ <2h >M{E+zvz(2h )’

(4.41)

[GROSCHE; STEINER, 1998], onde W£+M w e Mp 1 v sdo as fungdes de Whit-
272 hw 2 72

taker [OLVER, 1974; RAINVILLE, 1943] Usando o potencial da barreira circular
(4.2) em conjunto com (s) constante, substituiremos a ¢, ,(r,#) na equacao (3.8)

obtendo para o operador T’

T = 174 5 dr" do" " (0" G)F (% B %)
7ol — w —0) \+¢ Iw/
(7, 7) = V() (87— ) + [ dr D AT
mw mw - -
Wi 1 ( 2h ri) Me 41,1 ( 2h Ti) T, T,)] ! (4.42)

onde separaremos em duas partes. Definindo as regides, [ r. =r,ro~ =r" ellr. =1/,

r~ = r. Faremos primeiro o caso da regiao I, chamando a integral de

_ /dT’//dtgll ivf" WE

[v
hw+2’2

mw //2 - -
v T(r", r' 4.4
| ( 2h ) (T T )7 ( 3)

assim

T(F ) = V(i) [6(F— 1)+ 3 e (_>ME+|272 <m” 2) ay(r',H’)] (4.44)

= whorly|! e 2h

Multiplicando por e GWﬁEW*m W' (%7‘2) e integrando, teremos «,/(1’,0") no lado
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esquerdo

a.(r'0) = /drd@ei”IOWE W ] (mwr2) T(7,r)

Z+il I op
- /drd&e“’ W INCANTd (WT2> V(m5(F—ﬁ)
ot T7T 2h
+ /drd@e“’ W g L1 1 ( )V MY e o (* B %)
et yer whwr|v|!
mw ,
X ME+|2 gL (271 ) Oéu(T/,(gl>, (4'45)

integrando em 1 e 6 e usando a expressao para o potencial, integramos junto com as

deltas de Dirac para obter

!l '
O[VI(T ,0 ) — GZV WE W' ||

Rtz T e
mw (% B %)
W i RQ) —1iUs
t i+2|72<2h VGZZ ThwR|v|!
mw T (v —v)s
X M%Jr%% <2hR2) a,(r', 8" /_ﬂe( ) ds, (4.46)

. (1 — . . . /.
onde a integral [T e ~")$ds = 27§, e com isso eliminamos o somatério. Resolvendo

a equagao algébrica para «,(r’, '), obtemos

Re WGIWE+|2\’|2\ (% '2) o(r' — R)

a,(r',8') = ,(4.47)
T’ {1—;1“?@' (7_7>WE 1l \u|( R)ME+||(7Z;;R2>:|
logo, a expressao exata para 71" na regiao I que encontramos é
T(7,1") = V(F)§(F —17) + V(7)Y el Bo2) ), (mw 2)
r,r) = T T 7’ r VEZB 7TFLUJ7’|I/" %+%7\%| 2h7“
R ZV0/W£ 1l vl mw .2 (5(7,,/ o R)
X £ty (507) (4.48)

7nl

1= T (5= £) W (7)Mo (3279)]
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Analogamente na regiao II obteremos

1 _E
() = VR P) V() 3 e Fﬁ(hw;ﬂ"ﬁ) W (5577)
Rre" Mg 1 1w (%72) 0" = R) R
r/ [1 _ hﬁglyl,l“< ) WE L] L (%Rz) M%QQA% (%Rz)}
ou ainda, podemos escrever de forma geral
1_E
T(7.r7) = V(S =r) + V() 3 Rye ™" W(gw;ﬁ)
W i (5272) Mg 1 1 (5272) 007 = R) )
- T (- ) W (570 g (5]
onde
r~ = max(r,r’")
r< = min(r,r’), (4.51)

Esta expressao nos permite calcular a funcao de onda espalhada pela barreira circular

no campo de B.

4.2.2 Onda espalhada pela barreira na presenca do campo externo

Podemos verificar a onda espalhada usando a onda incidente, da mesma forma

que anteriormente ao aplicarmos o operador 7' na onda incidente no campo de B como
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desenvolvido na se¢ao 3.1

-
/

VAU = [ dTE ol 0) = [ @V =)o, 0)

+ /dQT’V ZRve v (o’ 01”0—%)

veL mhwr|v|!
W (5072) Mp i (5072) 007~ B)
: mw
r'[l—mlglu|vr( )WE+\|I\(2HR)M5£ 777( R2>]
mw n! 1/2 <mw /2>V|/2
r
2mh (n + [v/])! 2
< (o) 5 (357) -

multiplicando por V~1(7) e resolvendo as integrais

r(i—-=£ | 1/2 v'|/2
\Ij(/r_f) - (pny /r 0 +ZR’Y —iv ( hw) [mw n: )‘| (WR2>

el mhwr|v|! |27k (n + [V/])! 2h
y exp <—%R2) L(\V (m"JRQ) th;-*-l L el (% )Mri 1 11 (Tg—)‘;ri)
[1 hwgy|lr<_)WE+||l(rghR)ME+(%R2>:|
X /jr 6i(1/+l/’)0’d0/’ (453)

onde a integral [™_e’ +0 Jg' = 270, _,s, portanto

%) [mw n! ; ]1/2 (me >|,,|/2

V) = puulr6) + 72-w<

= riv|! 2mh (n + |v| 2h
o () ) (1) (572) Mg ()

(4.54)

ot (= E) Wi () o 5 (5]

Esta é a expressao exata da onda espalhada por ambos os potenciais e o mesmo resul-
tado obtido pelo autor em [FORTINY, 2022| ao se resolver a equacao de Lippmann-

Schwinger.
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5 Aplicacoes no espalhamento por milti-

plas fendas

Neste capitulo modelaremos um problema que, diferente dos anteriores, nao
possui as simetrias no plano. Aplicaremos o método desenvolvido no calculo de espa-
lhamento por um segmento de reta parametrizado por uma secante, e a partir disso
implementaremos o espalhamento por uma fenda e por fendas multiplas e, por fim,
construiremos um segmento que obedece a defini¢do do conjunto de Cantor. Para

todos os casos, extrairemos os resultados da onda espalhada.

5.1 Segmento de reta

Iremos agora modelar um segmento de reta vertical que passa em xy no eixo
Oz e calcular o espalhamento de uma onda plana incidente. Em coordenadas polares,
o segmento vertical é escrito da seguinte forma, r(0) = g sec() e o elemento de linha
ds = zgsec?(0)d.

Para modelar este problema particionaremos o dominio para o calculo em trés
regides, duas onde nao existe barreira, sendo o interior e o exterior, e uma interme-
diaria onde h& interacao da onda plana que incide com o potencial. Escrevemos o

potencial como uma distribuicao sobre a curva

" —§)o(r" — zgsec(s))

?(s)ds’ 5.1
7] xgsec”(s")ds’, (5.1)

V(r',0") = R/_G:O 7(8’)6(9

onde ¢ = arccos(%2) e 6, define o inicio e fim do segmento, com isso escrevemos a
equacgao de Lippmann-Schwinger utilizando a expansao para a funcao de Green e

integrando com as deltas no potencial para obter,

N o
iA ilo

U(r,0) =x(r,0) — Z; e

< Ji(krVH®Y (krs)e ™ W (xg sec(s), s), (5.2)

0
" ds zosec?(s)y(s)
—6,
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Figura 3 — Barreira como segmento de reta secante no ponto x = x, inicio em —6, e
fim em 6. Dominio dividido em trés regides, (1) interior, (2) anelar e (3)
exterior.

onde ro = min(r, zgsec(d)) e r~ = max(r, zgsec(s)). A equagao (5.2) define as trés
regioes ilustradas na figura 3, onde em (1) 0 <7 <z, em (2) o <r < R e em (3)

r> R.

5.1.1 Regido interior

Na regiao (1) teremos 7~ = r e r~ = xgsec(d), assim a equac¢do de Lippmann-

Schwinger tera a seguinte forma

4 oo o
Uin(r,0) = x(r,0) — ZZ Z Jl(k‘r)elw : ds zosec?(s)y(s)
l=— —vo
x HY (kzgsec(s))e ™ U (g sec(s), s). (5.3)

Definindo o coeficiente «; como sendo
0 .
a = " ds xg secz(s)’y(s)Hl(l)(kxo sec(s))e "W (xq sec(s), s), (5.4)
—6p

reescrevemos a equacao de forma mais simples

iA & -
U, (r,0) = x(r,0) — T Z Ji(kr)e® oy, (5.5)

l=—00
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agora seguimos com o método usual, assim como feito nos exemplos anteriores. Ava-

liando sobre a barreira r = xq sec(6)

U, (xosec(h), 0) = x(zgsec(d),d) — ﬁ i Ji(kxg sec(0))e™ay, (5.6)

[=—00

multiplicando por zq sec?(0) H l(,l) (kxzgsec(f))e~*?~(6) e integrando, obtemos uma equa
¢ao para ay
o

ap = 0 df x secz(Q)Hl(,l)(ero sec(0))e "0y (0) x (xo sec(8), H)

el ) P
— Z Q /00 df x secQ(G)Hl(,l)(kxo sec(0))e 0 () 0 (kx sec(8))(5.7)

l=—00

encontrando os coeficientes «; e substituindo em (5.5), temos a solugao para a fungao

de onda espalhada no interior.

5.1.2 Regiao exterior

Na regiao de fora o método é exatamente o mesmo, onde agora r- = xq sec(f)

e r~ = r, novamente escrevemos a equacao de Lippmann-Schwinger, agora com a

forma
ZA > 10
Uep(r,0) = x(r,0) — — > Hz (kr)e' / ds xgsec?(s)y(s)
l=—o00
X Ji(kxo sec(s))e 45§ (1 sec(s), s), (5.8)
e definindo o coeficiente
0 .
B = " ds zo sec?(s)y(s)Ji(kxg sec(s))e W (zg sec(s), s), (5.9)
_90
temos a equacao
U, (r,0) = x(r,0) — Z H (kr)e™ B, (5.10)

l=—00
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Avaliando sobre a barreira, multiplicando xgsec?(8)Jy (kxzosec(6))e=*?~(6) e inte-
grando, encontramos a equagao para [y
o .
By = " zosec?(0)Jy (kxgsec(0))e™ 0~ (0)x (2 sec(d), 6)

—0o
s . N
- ZZ > 51/ " e zosec?(0)Jy (kg sec(d))et=1?
l=—00 _60

x (O HY (kxo sec(9)), (5.11)

que é necessaria para obter os coeficientes f3; e substituindo em (5.10) encontramos a

funcao de onda na regiao exterior.

5.1.3 Regido anelar

Na regiao anelar, a linha pontilhada na figura 3 define duas sub-regides, antes e
depois do potencial, portanto teremos tanto a contribuigdo de r- = r e r~ = xq sec(f),
quanto a de r- = xgsec(f) e r~ = r, assim, a equagdo de Lippmann-Schwinger produz

para o potencial (5.1)
1A &

Wan(r,0) = x(r,0) — e _Z etl?
X (H/_: + /;O} ds xg 8602(8)7(S)Hl(1)(kx0 sec(s))e "W (2 sec(s), 5)1 Jy(kr)
+ [/_09 ds xg SeC2(S)W(S)Jz(k:xosec(s))e_i“\l/(ﬁo sec(s), s)] Hl(l)(kr)> , (5.12)

e como para o potencial que definimos em 5.1 6 = arccos(*), definimos as integrais

como sendo

Ri(r) = {/9: + /090} ds seCQ(S)’y(s)Hl(l)(kmo sec(s))e "W (zgsec(s),s) (5.13)

e a outra integral

o ,
T(r) = / ds g sec?(s)y(s)J;(kxzgsec(s))e” W (zqgsec(s), s), (5.14)
-6
assim, a equagdo que devemos resolver para a regdo anelar é
_ o ﬂ — b (1)
an(r,0) = x(r.0) = —= 32 " [Rulr) Jikr) + Ti(r) H (k)] (5.15)

l=—00
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Esta equacao define a funcdo de onda espalhada na regido anelar e os coeficien-
tes R;(r) e T)(r) definem respectivamente amplitudes de reflexdo e de transmissdo,
dependentes da posiciao, da onda que colide com a barreira. Com o intuito de en-
contrar as expressoes para R; e T}, avaliaremos sobre a barreira e integraremos com

2o sec2(0)v(0) HV (kxo sec(s))ei”’?, iremos encontrar Ry (r) no lado esquerdo
-0 0 »
Ry(r) = {/ +/ O} do xg secQ(Q)y(Q)Hl(,l)(kxo sec(6))e "5y (zq sec(d), 0)
—00 Jo

Aot 2 (1) e N~ il
- — + df xgsec”(0)v(0)H, ' (kxosec(d))e d e
—0o Jo

4 l=—0
x [ Ry(wo sec(0)) Ji (ko sec(0)) + Ti(wosec(0)) H\" (kxgsec(9))],  (5.16)

derivando a equagao com a regra de Leibniz (2.34), encontramos para Ry (r)

v(r) = —x0 8602(9)30]-[1, (kxosec(0))
X {’Y(‘@eil O\ (zosec(h), —0) + v(0)e™ Oy (o sec(8), 9)}
A > - / ' ,
+ ZZ Z Zo Secz(Q)Hl(ll)(kaso sec(6)) {7(_9)6—10—1 )6 4 7(9)610—1 )9}
l=—00

| Ru(o sec(0)) Ji (ko sec(0)) + Ti(wo sec(0)) H," (kg sec(9))] ;lf, (5.17)

ou em funcao de r, onde % = —20__ escrevemos
T ry/T2—32

x 71 z X
~y (— arccos (O>> el arccos(TO)X (7", — arccos <O)>
r r

, THl(,l)(k:r)
) = -
fr2 2
+ v (arccos zO)) e areeos(5E) (r, arccos <:1:0)>}
r r

(
+ { < arccos( ))6—1'(1_;/)%%03(?)
(%

l—foo

+ (arccos ) ) U') arccos( 52 )}

[Ru(r)Ji(kr) + Th(r) HY (k)] (5.18)

que é uma equagao diferencial de primeira ordem nao linear para Ry (r) que deve ser

resolvida. Da mesma forma podemos encontrar uma equacgao para 7;(r), avaliando so-

bre a barreira e desta vez integrando juntamente com xq sec?(0)y(6) Jy (kg sec(s))e?,
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iremos encontrar a defini¢ao de Ty (r) no lado esquerdo da equagao,

Tv(r) = /99 dOzq sec®(0)y(0) Jy (ko sec(h))e ™ > p(xg sec(8), H)

o0

1A 2 —il'0 il0
- Z/ dOzqsec?(0)y(0) Jy (kzgsec(d))e ™" > ¢
-6

l=—00

X {Rl(xo sec(0))Jy(kxgsec(0)) + Ti(zo sec(é’))Hl(l)(kxo sec(@))] , (5.19)
e derivando, obtemos
T)(r) = xo secz(e)fie(]l/(k:xo sec(6))
r

< [0 oo sec(B). ~6) + 1(B)e (o sec(9). 6)]
N Zf i o sec” (0)Jy (kxo sec(d)) [7(—9)6*1'(1*1')9_i_,y((g)ei(lfl’)o}

l=—o00

[ Ru(zg sec(0)) Ji(kzo sec(6)) + Ti(wq sec(0)) H," (kg sec(9)) ] @(5.20)

dr

ou, escrevendo em termos de r

/ — TJll(kT) @ —il’a’rccos(z—o> ( (%))
Tu(r) = m{ ’y( arccos ( . )) e X —arccos { —

+ (— arccos <$0>) e E’WCCOS(QETO)X <7“, — arccos <%>)]
r r

A & o ]
T ZZ Z {7 (— arccos (%)) e_l(l—l )arccos(TO)
T

+ oy (la:rc:)s (fno)) ei(l—l’)arccos(m??):|
[Ru(r)Ji(kr) + Ti(r) H (k)| (5.21)

que também é uma equagao diferencial a ser resolvida. Com ambas as equagoes (5.18)

e (5.21) resolvidas, teremos a solugao ao substitui-las em (5.12).

5.1.4 Solucdo completa

As equagoes (5.5), (5.10) e (5.12), condensadas da seguinte forma
U, (r,0), se r <z
U(r,0) =< U, (r,0), se xg<r<R, (5.22)
U, (r,0), se r> R
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formam a funcao de onda solucdo da equacgdo de Lippmann-Schwinger em todo o
espago. Podemos resolver as integrais em (5.7) e (5.11) e o sistema formado por
(5.18) e (5.21) que resolvemos numéricamente, para plotar os graficos de densidade
das densidades de probabilidade da func¢ao de onda. Para o calculo numérico, devemos
truncar a série infinita em algum termo, porém garantimos a convergéncia das séries,
uma vez que as fungoes especiais de Bessel convergem quando se aumenta seu indice

[ para um argumento que seja menor que o indice. Usando o software Mathematica

. I'M'I .
i i
. iy . ey’
i i

Figura 4 — Gréficos da densidade de probabilidade r|¥|* para o espalhamento de uma
onda plana por um segmento finito com constante de acoplamento v = 100.
O segmento comega a uma distancia xo = 1/2 da origem no angulo 0 = 7/4
até 0 = —m /4. Em ambas as imagens superiores, o niimero de onda da onda
incidente é k = 27. Nas imagens inferiores, o nimero da onda incidente é
k = 127 (esquerda) e k = 167 (direita). O dngulo de incidéncia é 6y = 0
em todos os problemas. Segmentos verticais pretos representam as paredes
limite.

Ty’
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Na figura 4 ¢ possivel observar que ha simetria para a onda que incide sobre
a barreira perpendicularmente. Observamos também a reflexao que ocorre devido a
barreira, no lado esquerdo das imagens que interage com a onda incidente. Além disso,
nos extremos do segmento, vemos que ocorre a difracdo com a onda contornando o
obstaculo. Também se nota que, dependendo da magnitude do momento inicial £,
existe certa probabilidade logo apods a barreira, observavel para valores mais altos
além de que para um momento baixo existem faixas largas e conforme k£ aumenta
essas faixas ficam estreitas. Na origem das imagens podemos notar a presenca de
um ponto, este é devido ha forma de desenhar a barreira e nao interfere no calculo.
Podemos voltar nossa atengao para outros casos e gerar graficos de densidade para

angulos de incidéncia diferentes que apresentariam padroes distintos.

5.1.5 Secdes de choque

A partir da equagao (5.10) podemos calcular a amplitude de espalhamento.
Usando o comportamento assintético da funcao de Hankel [OLVER, 1974],

2
Hl(l)(z) — {/ — exp [z (Z _im Z)] (5.23)
e substituindo em (5.10)

U, (r,0) (r,0) iA ]2 —i/4 i g it 3 et (5.24)
ex\Ts - T, — —/—€ eze —. .

X 4 \ 7k = "
de onde, comparando com (2.71) é possivel encontrar a expressdo para a amplitude
de espalhamento

A2 & A
f(O) = ===/ —e* 3 ilep. (5.25)
4 V 7k 1=

de onde é possivel calcular a secao de choque diferencial

do 9
o~ 1he)P (5.26)
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Da equagao (2.73), a segao de total sera

AZ 00 )
o = El;@ 182 (5.27)

=T
| LA e

zlis

Figura 5 — Graficos da secao de choque diferencial g—g para o espalhamento de uma
onda plana por um segmento finito para trés momentos de onda diferentes,
k = {2m, 127, 167}. A constante de acoplamento é v = 100 e o angulo de
incidéncia é 6y = 0 em todos os casos.

Esta secao de choque diferencial diz respeito a figura 4. Nota-se que nas dire-
¢oes perpendiculares a de incidéncia, os graficos apresentam seus valores mais baixos,
mostrando que o espalhamento é minimo nestas dire¢oes. Os maximos que se encon-
tram em zero e 27 representam a onda que é transmitida pela barreira, enquanto que
os picos em 7 representam a onda refletida pela barreira. E importante também notar
que o niamero de ondulagoes aumenta com a magnitude de k, indicando que ha mais

transmissao pela barreira.

Obtida a secao de choque diferencial, basta integrar sobre os angulos, alcan-

cando assim a se¢ao de choque total o7, que plotamos abaixo na figura 6.
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o = d
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Figura 6 — Graficos da secao de choque total o para o espalhamento de uma onda
plana por um segmento finito como fun¢ao do momento k e da constante
de acoplamento . O angulo de incidéncia é 6y = 0 em todos os casos.

Na imagem da esquerda tragamos a se¢ao de choque total em fun¢ao do nimero
de onda incidente k. Observe que or aumenta para uma barreira mais dura (curva
verde) mostrando trés picos agudos, relacionados com os zeros das fungoes de Bessel.
A partir de certo valor do momento, como k > 157 todas as trés curvas tendem a
um comportamento semelhante. Na imagem da direita tracamos a secao de choque
total em funcao da constante de acoplamento. Para k = 471 o gréafico se assemelha a
uma funcao par, enquanto para um numero de onda maior a se¢ao de choque total

aumenta para a barreira atrativa.

5.2 Fenda simples

Considerando um potencial no qual a fun¢ao de acoplamento é definida por
partes da forma
1, se —0y <0< -6,
@) =2 0, se —0,<0<0, |, (5.28)
1, se 0, <0 <80,
em que 0 < 6y, a equacao de Lippmann-Schwinger define as regives (1), (2) e (3),

assim como no caso anterior

Resolvendo o sistema de equagoes, agora para este potencial definido por par-
tes, produzimos os graficos de densidades de probabilidade para a funcao de onda

espalhada por uma fenda simples.
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Figura 7 — Segmento de reta em x = 7y com uma fenda simples, inicio em —6, e
fim em 6y. Dominio dividido em trés regides, (1) interior, (2) anelar e (3)

exterior.
. I'M'I . I'M'I

Figura 8 — Gréficos da densidade de probabilidade r|¥|? para o espalhamento de uma
onda plana por uma tnica fenda com constante de acoplamento v = 100. O
segmento comega a uma distancia xo = 1/2 da origem no angulo 0§ = 7/4
até § = —m /4. Na imagem superior esquerda, o ntimero da onda incidente
é k = 4m; no canto superior direito, k = 117; e na terceira e quarta, os
numeros de onda sao k = 87 e k = 10w, respectivamente, as imagens
inferiores esquerda e direita. O angulo de incidéncia é 6, = 0 em todos
esses casos. Segmentos verticais pretos representam as paredes limite.
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Na figura 8 definimos nas duas primeiras imagens, uma fenda com inicio em
0 =—m/15 e fim em 6 = 7/15, j4 nas duas segundas imagens, a fenda tem inicio em
0 = —7m/6 e fim em 6 = 7/6. Podemos ver a onda que atravessa a fenda e produz
um certo padrao de difragdo nas imagens apds a barreira que depende da abertura
da fenda e do valor de k, para um valor menor do momento incidente a barreira
impede completamente a passagem, com a onda atravessando somente a fenda, o que
se mostra diferente para um valor maior do momento. Notamos também a onda que
¢ refletida pela barreira no lado esquerdo. Nas imagens de cima, mostramos uma
fenda menor, enquanto que nas de baixo temos uma fenda um pouco maior para
comparac¢ao, e notamos que produz os mesmos efeitos. Neste exemplo é mais facil

notar a dualidade onda particula com o padrao de difragdo apds a fenda.

E=dy | =Ry

i=iia | | | | =iy

Figura 9 — Gréficos da secao de choque diferencial g—g para o espalhamento de uma
onda plana por uma fenda simples para quatro momentos de onda dife-
rentes, k = {4m,8m, 107, 117}. A constante de acoplamento é v =100 e o
angulo de incidéncia é ) = 0 em todos os casos.

Na figura 9 nés apresentamos duas imagens, a primeira retrata a fenda menor
na figura 8enquanto que a segunda representa a fenda maior. Vemos assim como no
caso do segmento, que nas dire¢des perpendiculares a de incidéncia, os graficos apre-
sentam valores mais baixos. A partir do angulo 7/4 notamos o aumento do médulo
da amplitude, onde se encontram picos secundarios, estes estao presentes devido a
existéncia da fenda. Vemos que os maximos se encontram na direcdo de incidéncia

em 0 e 27 pela onda transmitida e em 7 pela onda que é refletida.
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Figura 10 — Graficos da secao de choque total or para o espalhamento de uma onda
plana por uma fenda simples como fun¢do do momento k e da constante
de acoplamento . O angulo de incidéncia é 6y = 0 em todos os casos.

Na figura 10 tracamos a secao de choque total para o espalhamento de uma
onda plana por uma tnica fenda. Na imagem da esquerda tragamos a se¢ao de choque
total o em funcao de k. Tal como no caso anterior, a se¢ao de choque apresenta uma
série de picos agudos para uma barreira mais dura. A partir de certo valor, como
k > 18, todas as trés curvas tém um comportamento semelhante. Na imagem da
direita, tracamos a se¢ao transversal total em funcao de . A assimetria para k = 47 é
mais pronunciada neste caso, e para k = 87 vemos, para casos repulsivos e atrativos,
um comportamento quase linear (com inclinagdo negativa para 7 < 0 e inclinacao

positiva para v > 0) da secao transversal total.

5.3 Fenda dupla

Com a funcao v definida por partes, podemos criar outros conjuntos de fendas,

consideremos a fenda dupla
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Figura 11 — Segmento de reta em x = xy com duas fendas, inicio em —0y e fim em 6.
Dominio dividido em trés regioes, (1) interior, (2) anelar e (3) exterior.

Onde novamente v é definido como v = 1 nos intervalos de barreira e v = 0
nos intervalos de fendas. A solucao do sistema de equagoes nos permite produzir os

graficos de densidade a seguir
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Figura 12 — Gréficos da densidade de probabilidade r|¥|*> para o espalhamento de
uma onda plana por um potencial de fenda dupla com constante de aco-
plamento v = 100. O segmento comega a uma distancia xy = 1/2 da
origem no angulo § = /4 até § = —x /4. A imagem superior esquerda
mostra uma onda incidente com niimero de onda k = 8, a imagem supe-
rior direita tem o niimero de onda incidente £ = 107, enquanto a terceira
e a quarta tém numero de onda k = 14w, 187, respectivamente inferior
esquerdo e direito. O angulo de incidéncia é 6y = 0 para todos os proble-
mas. Segmentos verticais pretos representam as paredes limite.

Ty’

Na figura 12 as fendas duplas sao definidas com ¢, = 7/16 e 65 = 7/5.8. Os
valores do momento incidente k£ variam de 87 até 107. Todas as figuras ilustram bem
o espalhamento da onda plana pela fenda dupla, é possivel ver como a onda atravessa
ambas as fendas e se propaga. Aqui observamos a reflexao da onda pela barreira no
lado esquerdo, em padroes diferentes daqueles da fenda simples, vemos também a

difracao pelas fendas com a onda atravessando no meio e contornando nos extremos
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da barreira, dependendo do valor de k, notamos uma maior ou menor intensidade
da onda que atravessa a barreira. Vemos agora mais evidentemente o padrao que se
forma apos a barreira, o que evidencia a dualidade da onda, algo que pode ser notado

também na secao de choque.

=10

I [PSrE

e e il ™ ) e e e

Figura 13 — Gréficos da sec¢ao de choque diferencial ElquZ para o espalhamento de uma
onda plana por duas fendas para quatro momentos de onda diferentes,
k = {8m,10m, 147, 187}. A constante de acoplamento é v = 100 e o
angulo de incidéncia é 6y = 0 em todos os casos. O angulo de incidéncia
é 6y = 0 em todos os casos.

Novamente, nas dire¢oes perpendiculares a de incidéncia, os graficos apresen-
tam valores mais baixos. Podemos notar que ha picos secundarios devido a presenca
das fendas, o que também indica a dualidade onda particula. Notamos também como
nos outros casos, que os picos maiores estao nas dire¢oes de incidéncia das ondas, em
0 e 27 representam a onda que ¢ transmitida enquanto que em 7, representa a onda

que ¢é refletida.
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Figura 14 — Graficos da secao de choque total or para o espalhamento de uma onda
plana por uma fenda dupla como fun¢do do momento £k e da constante
de acoplamento . O angulo de incidéncia é 6y = 0 em todos os casos.

Na figura 14 tragamos a secao de choque total para o espalhamento de uma
onda plana por uma fenda dupla em fungdo do niimero de onda k (esquerda) e da
forga de acoplamento 7 (direita). Podemos notar que quanto mais rigida for a barreira,
maior sera a secao de choque para 6 < k£ < 12. Em funcao de v observamos duas
curvas que se assemelham a um comportamento simétrico em torno do eixo v = 0,

enquanto a curva azul é completamente assimétrica em torno de v = 0.

5.4 Fendas miultiplas definidas pelo conjunto de Cantor

Para uma aplicacao de fendas multiplas, podemos escolher os intervalos e
defini-las da forma que for conveniente. O que faremos é definir um conjunto de
multiplas fendas nos baseando no conjunto de Cantor. A definicdo do conjunto de
Cantor foi formulada originalmente de maneira abstrata pelo mateméatico George
Cantor (1845-1918) estudando teoria dos conjuntos [LIMA; (BRASIL), 1989],[NEL-
SON, 2007]. A definicao que usaremos serd a de conjunto ternario, que se constréi em
um intervalo por um processo iterativo no qual se remove o ter¢o do meio de dado
intervalo e se repete o processo em cada subintervalo restante, o que, para o nosso

problema, produzira fendas cada vez menores.
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Figura 15 — Gréficos da densidade de probabilidade r|¥|?> para o espalhamento de
uma onda plana por miultiplas fendas, todas com constante de acopla-
mento v = 100. O segmento comega a uma distancia xy = 1/2 da origem
no angulo = 7 /4 até § = —m/4. A primeira imagem (canto superior
esquerdo) mostra uma onda incidente com niimero de onda k = 47, a se-
gunda (canto superior direito), terceira (canto inferior esquerdo) e quarta
(canto inferior direito) com numeros de onda incidente £ = 117,87 e
k = 247, respectivamente. O angulo de incidéncia é 6§, = 0 em todos
os quatro problemas. Segmentos verticais pretos representam as paredes
limite.

Para estas fendas definidas pelo conjunto de Cantor, podemos observar que a
reflexdo e a transmissao da onda que incide, ocorre de maneiras diferentes em cada
figura. Ao lado direito podemos ver a difracdo que ocorre com a onda que atravessa
as fendas, ou que contorna a barreira nos extremos. Vemos também como uma onda
de momento k baixo nao é capaz de atravessar as fendas menores, como mostram

as imagens da esquerda em 15, é preciso que a prépria chegue com mais energia na
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barreira para que possa atravessar estas fendas pequenas, como mostram as imagens
da direita, onde podemos ver uma onda de maior momento k que é capaz de atravessar

as fendas pequenas.

E=llg [T

Figura 16 — Gréficos da sec¢ao de choque diferencial g—g para o espalhamento de uma
onda plana por multiplas fendas para quatro momentos de onda diferen-
tes, k = {4m,8m, 117,247}, A constante de acoplamento é v = 100 e o
angulo de incidéncia é 6y = 0 em todos os casos. O angulo de incidéncia
é ) = 0 em todos os casos.

Para as fendas definidas pelo conjunto de Cantor, notamos os valores mais
baixos nas dire¢oes perpendiculares. Os valores maiores do modulo da amplitude estao
novamente em 0 e 27 representando a onda que ¢é transmitida e em 7, representando a
onda que é refletida. Para o conjunto de Cantor de ordem mais baixa notamos menos
cristas do que no de ordem mais alta, ilustrando como as fendas menores influenciam

o padrao de espalhamento.
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il w=idn
F=500 wmtn
F=121 ! c=Hm

Figura 17 — Graficos da sec¢ao de choque total or para o espalhamento de uma onda
plana por multiplas fendas definidas a partir do conjunto de Cantor como
funcao do momento k£ e da constante de acoplamento v. O angulo de
incidéncia é 6y = 0 em todos os casos.

Na figura 17 observamos, na imagem da esquerda, que a se¢cao de choque total
é maior quando a barreira tem uma forca de acoplamento maior. Quando estudamos a
secao de choque total em fung¢ao de v, mantendo o nimero de onda fixo, ele aumenta

tanto para barreiras atrativas quanto para barreiras repulsivas.
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6 Conclusao

Nesta dissertacao estudamos e explicamos as teorias base para se modelar,
calcular e extrair inferéncias nos cenarios de espalhamento, seja por uma ou mais
barreiras, de ondas planas que obedecem a equacao de Lippmann-Schwinger e de-
senvolvemos metodologias referentes a problemas de menor simetria para resolver a
mesma equacao. No capitulo 2 explicamos toda a metodologia para formular esses
processos fisicos, comecando pela teoria das distribui¢cbes e como escrevé-las sobre
curvas. Definimos e classificamos equagoes integrais e desenvolvemos os calculos com
o tipo de equacao que mais tarde surgiria nas aplicacoes. Mostramos a teoria das
fungoes de Green e definimos a equacao de Lippmann-Schwinger, que trata de espa-
lhamento. No capitulo 3 estudamos o operador 7', ou matriz de transicao, definindo
as equagoes e como calcular a expressao explicita do operador, com isso mostramos
como formular as aplicagdes com essa metodologia e calcular a onda espalhada a partir
do operador T'. Além disso, explicamos também a técnica de espalhamento multiplo
tanto com o formalismo da equagdo de Lippmann-Schwinger quanto o do operador
de transicao, a qual mais tarde aplicariamos nos problemas. O capitulo 4 contém
duas aplicagoes de espalhamento utilizando o formalismo do operador de transicao,
a primeira aplicagdo é para o caso da barreira circular no plano onde ¢é calculada
explicitamente a expressao do operador 7' e este por sua vez nos permite obter a
expressao exata da onda espalhada, que é corroborada por resultados previamente
conhecidos. O segundo caso é um exemplo de espalhamento multiplo onde utilizamos
a mesma barreira circular no plano, porém agora na presenga de um campo magné-
tico. Nesta segunda aplicacao também calculamos exatamente a onda espalhada por
meio do operador T utilizando a teoria de espalhamento multiplo, também aqui, obti-
vemos o resultado esperado comparando com o resultado que ja conhecido. Com isso,
concluimos e mostramos a eficicia e equivaléncia da resolu¢ao com esta metodologia
para os problemas do tipo. Por fim, no tltimo capitulo, 5, mostramos como aplica¢ao
do método de solugao de equacoes integrais um problema sem simetria angular ou

radial, o espalhamento por um segmento de reta do qual obtemos integrais e siste-
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mas de equacgoes que foram resolvidos numericamente pelo software Mathematica e
os resultados foram mostrados em graficos de densidade. Apés o calculo do segmento,
implementamos um potencial definido por partes com a intencdo de produzir fendas
no segmento, também obtivemos os resultados para os casos da fenda simples, fenda
dupla e multiplas fendas definidas pelo conjunto de Cantor e mostramos os graficos

de densidade para constatar a validade do método.

Tendo estudado e aprendido a utilizar a metodologia do operador 7', podere-
mos aplica-la para diversas situagoes e para potenciais que possam ser escritos como
uma soma de potenciais. Quanto ao desenvolvimento utilizado no problema da reta,
podemos produzir tantos tipos de fendas quanto se queira, ou aplica-lo para geo-
metrias diferentes em parametrizagoes que apresentem uma regiao de interagdo no
dominio. E possivel obter resultados mais préximos da solucio exata com o desen-
volvimento do método, ao se exigir as condigoes de contorno necessarias, o que sera

feito em trabalhos futuros.
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