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Resumo

Nesta tese, investigamos a influéncia da violagao da simetria de Lorentz em diversos efeitos
resultantes da Eletrodindmica Quantica (QED). Na primeira parte do trabalho, aplicamos
o método do tempo préprio para analisar o efeito Schwinger na presenca de campos de
fundo que violam a simetria de Lorentz. Em particular, estudamos a Lagrangiana efetiva
a 1-loop considerando um campo de fundo vetorial do tipo temporal, representado por b,
e um campo pseudo-escalar dado por ms, restrito ao caso elétrico puro. Derivamos a acao
efetiva utilizando o formalismo de integrais de caminho, levando em conta a interacao
entre férmions quanticos e um campo eletromagnético externo combinado com os campos
de fundo que violam Lorentz. A parte imaginaria da Lagrangiana efetiva foi obtida para
avaliar a taxa de produgdo de pares de elétron e pésitron (E-P) devido ao efeito Schwinger.
Além disso, discutimos as implicagoes fenomenoldgicas dessas violagoes, com énfase em
possiveis consequéncias observacionais e ajustes experimentais. Na segunda etapa do
trabalho, analisamos um gas quantico fermionico na presenca de um campo de fundo que
viola a simetria de Lorentz, considerando o sistema em temperatura finita. Derivamos a
agao efetiva utilizando novamente o formalismo de integrais de caminho, levando em conta
a interacao entre férmions quanticos e um campo eletromagnético externo combinado com
os campos de fundo que violam Lorentz. Posteriormente o campo eletromagnético é tomado
como nulo para obtermos somente os efeitos de temperatura e de Violacao de Lorentz
(VL). Para introduzir os efeitos relacionados a temperatura, empregamos o formalismo de
Matsubara, adaptando-o ao contexto das violagoes de simetria. Adicionalmente, discutimos
as implicagdes fenomenoldgicas desses resultados, incluindo possiveis efeitos observaveis e

consideracoes experimentais relevantes para testar essas teorias.

Palavras-chaves: Violacao de Lorentz, Efeito Schwinger e temperatura finita.



Abstract

In this thesis, we investigate the influence of Lorentz symmetry violation on various effects
arising from quantum electrodynamics. In the first part of the work, we apply the proper
time method to analyze the Schwinger effect in the presence of background fields that
violate Lorentz symmetry. Specifically, we study the effective Lagrangian at the 1-loop
level, considering a time-like vector background field represented by b, and a pseudo-
scalar field denoted by ms, restricted to the purely electric case. We derive the effective
action using the path integral formalism, accounting for the interaction between quantum
fermions and an external electromagnetic field combined with Lorentz-violating background
fields. The imaginary part of the effective Lagrangian was obtained to evaluate the pair
production rate due to the Schwinger effect. Additionally, we discuss the phenomenological
implications of these violations, emphasizing possible observational consequences and
experimental adjustments. In the second part of the work, we analyze a quantum fermionic
gas in the presence of a Lorentz symmetry-violating background field, considering the
system at finite temperature. We derive the effective action again using the path integral
formalism, taking into account the interaction between quantum fermions and an external
electromagnetic field combined with Lorentz-violating background fields. Subsequently,
the electromagnetic field is set to zero to isolate the effects of temperature and Lorentz
violation. To incorporate the effects related to temperature, we employ the Matsubara
formalism, adapting it to the context of symmetry violations. Furthermore, we discuss the
phenomenological implications of these results, including potential observable effects and

experimental considerations that are relevant for testing these theories.

Key-words: Lorentz Violation, Schwinger Effect and Finite Temperature.
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Capitulo

Introducao

A Relatividade Restrita (RR), formulada por Albert Einstein em 1905, revolucionou
a compreensao da fisica ao alterar as noc¢oes de espago e tempo, que até entao eram
consideradas absolutas. O principio central dessa teoria é a constancia da velocidade da
luz no vacuo para todos os observadores, independentemente de seu estado de movimento,
e a equivaléncia das leis da fisica para todos os sistemas de referéncia inerciais (EINSTEIN,
1905b). Isso levou a unificacdo do espago e do tempo em um tnico continuo de quatro
dimensoes, chamado de espago-tempo, onde eventos sao descritos por coordenadas espaciais

e temporais de maneira interdependente.

A teoria da RR aborda a nocao de tempo diferentemente da mecanica classica
newtoniana, que assume que o tempo é absoluto e o mesmo para todos os observadores,
independentemente de seu estado de movimento. No entanto, os experimentos mostraram
que a velocidade da luz é constante para todos os observadores, o que levou a necessidade
de modificar a compreensao do espaco e do tempo. Essa modificagao se da por meio das
transformacoes de Lorentz, que sao centrais para a RR e expressam a simetria fundamental

subjacente a teoria.

Na RR, o espaco e o tempo nao sao entidades separadas. Eles formam um continuo
de quatro dimensoes chamado espago-tempo. Um evento no espago-tempo ¢é descrito por
quatro coordenadas: trés espaciais (x,y, z) e uma temporal . Quando dois observadores
inerciais estao se movendo um em relagao ao outro, suas descrigoes de um mesmo evento, em
termos dessas coordenadas, serao diferentes. No entanto, essas descri¢oes estao relacionadas
pelas transformacoes de Lorentz, que garantem que as leis da fisica possuam a mesma

forma para ambos os observadores.

As transformacoes de Lorentz sao derivadas da exigéncia de que a velocidade da

luz seja a mesma em todos os referenciais inerciais. No caso mais simples, de movimento
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ao longo de uma tnica dire¢cdo, como o eixo x, as transformacoes de Lorentz entre dois
referenciais inerciais S e S’, com S” movendo-se com uma velocidade constante v ao longo

de x em relagao a .S, sao

' =y (x —ot)

, v

‘=o(t-3)

v=y

2=z, (1.1)

Aqui, 2’ e t/ sdo as coordenadas espaciais e temporais no referencial S’, enquanto x e t sdo
as coordenadas no referencial S. A constante ¢ é a velocidade da luz no vacuo, e v é o

fator de Lorentz, definido por

——— (1.2)

Este fator é maior que 1 para velocidades v significativas em relacao a c, e ele parametriza
o efeito de dilatacao do tempo e contracao do espago entre dois referenciais em movimento

relativo.

Do ponto de vista de um observador no referencial S’, o tempo entre dois eventos
que ocorrem no mesmo ponto do espago no referencial S parecerda mais longo. Este
fendmeno é conhecido como dilatagdo do tempo. Se At for o intervalo de tempo medido

no referencial S e At o intervalo medido em S’, temos a rela¢ao
At = yAt. (1.3)

Isso implica que, para um observador em movimento, o tempo parece aumentar ou passar

mais devagar em comparacao com o tempo medido por um observador estacionario.

De maneira complementar, a contracao do espaco refere-se ao fato de que, do ponto
de vista de um observador em movimento, a distancia entre dois pontos no referencial
estacionario parece diminuir. Se L é o comprimento medido no referencial S e L' é o

comprimento medido no referencial S’; a relacao entre eles é
L'=—. (1.4)

Assim, a medida que a velocidade relativa entre os observadores aumenta, as distancias no

sentido do movimento parecem encolher.

Uma consequéncia importante das transformacoes de Lorentz é a invariancia do

intervalo de espago-tempo, que é uma quantidade escalar que permanece inalterada para
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todos os observadores inerciais. O intervalo de espaco-tempo entre dois eventos é definido

como
s = — A + A+ Ay® + A (1.5)

Este valor é o mesmo para todos os referenciais, ou seja, é invariante sob as transformagoes
de Lorentz. Isso significa que, embora o tempo e o espago sejam percebidos de maneira
diferente por observadores em movimento relativo, a “distancia propria” entre dois eventos
no espaco-tempo é constante para todos os observadores. Essa invariancia é crucial para a

consisténcia da RR e da fisica relativistica.

A RR também modifica a forma como entendemos a relagdo entre energia, momento
e massa. Na mecanica classica, a energia total de uma particula é dada pelas somas das
energias potencial e cinética. Contudo, na RR, a relacdo entre energia e momento total de

uma particula é mais complexa e é expressa pela equacao
E? = (pe)® + (m02)2 : (1.6)

Aqui, E é a energia total, p é o momento linear da particula e m é a massa de repouso.
No caso de uma particula em repouso (p = 0), essa equagao se reduz a relagao entre a

energia e a massa de repouso
E =mc*. (1.7)

Esta equacao mostra que a massa pode ser vista como uma forma de energia armazenada.
O conceito de equivaléncia entre massa e energia é uma das previsoes mais conhecidas da
RR, e tem profundas implicac¢oes, especialmente em contextos onde grandes quantidades
de energia sao liberadas a partir da conversao de massa, como em reagoes nucleares

(EISBERG; RESNICK, 1986; GREINER et al., 2000).

A simetria de Lorentz é fundamental na formulacao de teorias fisicas modernas,
especialmente em areas como a fisica de particulas e a teoria quantica de campos. As
equagoes que governam as particulas e os campos, como a equagao de Dirac para férmions
e as equagoes de Maxwell para o campo eletromagnético, sao, a principio, covariantes sob
transformacoes de Lorentz, garantindo que respeitem a simetria fundamental da natureza
em regimes relativisticos (ALDROVANDI; PEREIRA, 2004; PESKIN; SCHROEDER,
2018).

A RR transformou profundamente nossa compreensao do universo ao unir espago e
tempo em um continuo quadridimensional e ao introduzir a invaridncia das leis da fisica
sob as transformacoes de Lorentz. Essa simetria fundamental garante a consisténcia da

fisica relativistica e tem implicacoes diretas na energia, no momento e na dinamica de

particulas (ALDROVANDI; PEREIRA, 2004; PESKIN; SCHROEDER, 2018).
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Embora a RR seja construida sobre o principio da simetria de Lorentz, que garante
a invariancia das leis da fisica sob transformacoes entre referenciais inerciais, nas tltimas dé-
cadas surgiram questionamentos sobre a possibilidade de violacao dessa simetria em certos
contextos fisicos, veja, por exemplo, (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989b; CARROLL; FI-
ELD; JACKIW, 1990; KOSTELECKY; SAMUEL, 1989a; COLLADAY; KOSTELECKY,
1997; COLLADAY; KOSTELECKY, 1998; JACKIW; KOSTELECKY, 1999; KOSTE-
LECKY, 2004; KOSTELECKY:; POTTING, 2005; BELICH et al., 2005; MARIZ et al.,
2005; GOMES et al., 2010; DIAZ; KOSTELECKY, 2012; SANTOS; SOBREIRO, 2016b;
SANTOS; SOBREIRO, 2016a; GOMES; HELAYEL-NETO, 2020; FERREIRA et al.,
2020; FILHO; PETROV, 2021; MARIZ et al., 2021; COSTA; SOBREIRO, 2022; COSTA;
SOBREIRO, 2024). Esses estudos visam investigar se a simetria de Lorentz, amplamente
aceita como fundamental, pode nao ser exata em situagoes especificas, especialmente
em escalas extremamente pequenas, como na gravidade quantica ou em teorias além do

Modelo Padrao da fisica de particulas.

1.1 Um pouco sobre a escala de Planck

Especificando o que é definido como escalas de comprimento extremamente peque-
nas, temos a escala de Planck. A escala de Planck ¢ um conjunto de unidades naturais
derivadas das constantes fundamentais da fisica, que marcaria o limite no qual os efeitos da
gravidade quantica se tornam significativos !. Ela foi introduzida pelo fisico Max Planck
no final do século XIX e representa uma regiao muito pequena nas escalas comprimento,
tempo e energia, onde as interacoes entre a mecanica quantica e a gravidade deveriam ser
levadas em consideracao simultaneamente. As unidades de Planck sao definidas a partir
de trés constantes fundamentais da natureza, a constante de Planck (&), uma constante
fundamental da mecanica quantica que define a quantizacao da energia em sistemas fisicos,
a velocidade da luz (c), a velocidade méxima permitida no universo e uma constante
fundamental da RR e geral (teoria da relatividade para referenciais nao inerciais) e a
constante gravitacional (G), a constante que define a intensidade da forga gravitacional
entre duas massas e é central na teoria da gravitacdo de Newton e na Relatividade Geral
de Einstein. Com base nessas trés constantes, é possivel definir varias quantidades na

escala de Planck.

Uma delas é o comprimento de Planck (L,), uma estimativa de distancia em que
as atuais teorias da fisica, como a Relatividade Geral e a mecénica quantica, falhariam e

assim a necessidade de uma teoria de gravidade quantica. Vale ressaltar aqui que espera-se

1 Embora esperamos que os efeitos da gravidade quantica j& devem ser importantes algumas ordens de

grandeza anterior a escala de Planck.
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que a gravidade quantica ja seria necessaria antes da escala de Planck. Ele é dado por

hG
L, =1/— ~ 1,616 x 10~ m. (1.8)
p C3 ’
Esse valor é extremamente pequeno, muito menor que o nicleo de um atomo ou mesmo as
particulas subatomicas. Em escalas menores que essa, acreditamos que o espago-tempo

deixa de ser continuo e comega a exibir caracteristicas quanticas (MAGGIORE, 1993).

A segunda quantidade é o tempo de Planck (¢,), um intervalo de tempo extrema-
mente pequeno, e representa o tempo que a luz leva para atravessar o comprimento de

Planck no vacuo. Ele é dado por

hG
ty =1/ —5 ~ 5,39 x 10*s. (1.9)

O tempo de Planck é muitas ordens de magnitude menor do que qualquer intervalo de
tempo que ja foi medido experimentalmente (OSSIANDER et al., 2017).

E por dltimo a energia de Planck (E,), que é a quantidade de energia associada a

essa escala, e é definida como

E, = \/h—cs) ~ 1,22 x 101°GeV (1.10)
p — G ~ ; . .

Essa energia é extremamente alta, muito maior do que qualquer energia que pode ser
alcancada em aceleradores de particulas atuais, como o Large Hadron Collider (LHC), que
opera na faixa de TeV (10'2¢V) . Em energias comparaveis a energia de Planck, os efeitos
da gravidade quantica se tornam relevantes, e a gravitacao deve ser tratada em termos de
principios quanticos, o que implica a necessidade de uma nova teoria além da Relatividade
Geral e do Modelo Padrao.

Como ja mencionado, na escala de Planck, e até algumas ordens de magnitute antes,
esperamos que os conceitos classicos de espago e tempo, descritos pela Relatividade Geral,
sejam substituidos por uma nova descrigao quantica da gravidade, onde o espago-tempo se
torna dindmico e sujeito a flutuagoes quanticas. E dentro dessa nova Fisica, esperamos

que a simetria de Lorentz nao resista e seja violada.

Dentro das novas propostas para gravidade quantica, vale a pena mencionar o
trabalho de Witten de 1999 (SEIBERG; WITTEN, 1999). Ele foi o primeiro trabalho a
propor um espaco tempo nao comutativo, com objetivo de construir uma teoria quantica

para gravidade, que apresentava uma violacao da simetria de Lorentz.

Uma outra possivel origem da violacao da simetria de Lorentz, surge no contexto
da teoria de cordas. Onde em regimes de baixas energias, o vacuo persiste em ter um

campo de fundo constante, fazendo com que a simetria de Lorentz seja violada (FRADKIN;
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TSEYTLIN, 1985; KOSTELECKY; SAMUEL, 1989b; POLCHINSKI, 1998; SEIBERG;
WITTEN, 1999; HASHIMOTO, 2014).

Experimentalmente, nos dias de hoje, ainda nao é possivel detectar a VL. Vale
ressaltar que nao encontrar VL experimentalmente também é uma informacao importante,
pois podemos assumir a invariancia de Lorentz para todas as escalas de energia. Como
visto anteriormente, existe uma diferenca enorme entre as escalas de Planck e aquela
acessada pelo LHC. Assim, esperamos que os efeitos da VL que sobrevivam na menor
escala em que temos acesso hoje sao em experimentos muito sensiveis ou cumulativos.
Levando entao, a ideia de tratar teorias com VL como uma teoria efetiva resultante de
uma fisica nova dada em altas energias (cordas, espago-tempo nao comutativo, gravidade
quéantica etc), juntando o modelo padrao e a Relatividade Geral com pequenas corregoes
oriindas da VL. E é justamente neste setor que esta tese se concentrara trabalhando com

o modelo padrao estendido que sera apresentado nas sessoes 1.3 e 3.

Dentro do contexto de experimentos muito sensiveis, destacamos os efeitos que
surgem da QED. A QED ¢ a mais bem sucedida teoria da Fisica com relagao a experimentos,
extremamentes precisos e com alta sensibilidade. Em especial, iremos voltar nossos esforgos
para os efeitos do vacuo quantico gerados pela QED e também em um sitema de férmions
que se comportem como um gas quantico e que estejam sob um banho térmico a temperatura
finita.

1.2 Um breve contexto historico sobre o vacuo e gases

A ideia de vacuo vem sendo debatida ao longo de séculos na histéria da fisica,
surgindo com a filosofia da Grécia antiga, onde se acreditava que o vacuo seria um espaco
ausente de matéria, um vazio. Entretanto, esta ideia foi perdendo for¢a com os questiona-
mentos acerca do que havia no espacgo entre os corpos celestes. Estes questionamentos
conduziram o pensamento da época a ideia de uma substancia que permearia todo o
universo e nao apresentaria resisténcia ao movimento, o “éter”, derrubando completamente
a ideia de um espaco totalmente vazio, fornecendo assim um meio para a propagacao de
forcas. Este pensamento ganhou ainda forca apés o desenvolvimento da teoria eletromagné-
tica de Maxwell. Por mostrar o carater ondulatério da luz, havia entao a necessidade de um
meio para que ela pudesse propagar-se, devido as luzes dos corpos celestes que chegavam
até a Terra. Entretanto, em 1887 foi realizado o famoso experimento de Michelson-Morley
cujo objetivo era justamente detectar o “éter” através do padrao de interferéncia causado
na luz devido ao movimento da Terra em relagao ao “éter”, analogo ao efeito do vento
sobre as ondas sonoras (MICHELSON; MORLEY, 1887). Contudo, o experimento nao
apresentou resultados favoraveis com a teoria do “éter”, favorecendo o conceito de vacuo.

Com o advento da teoria da Relatividade de Einstein, a ideia de “éter” foi finalmente
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abandonada e substituida novamente pelo conceito de vacuo.

Todavia, essa visao pode ser entendida como sendo classica. De um ponto de
vista quéntico, encontramos sistemas fisicos simples que apresentam energia no ponto
zero, como o oscilador harmonico simples. Desta forma, dependendo da energia adquirida
pelo vacuo, é possivel que ele apresente flutuagoes, permitidas pela relacao de incerteza
AFEAt ~ h. Num contexto de fisica de particulas, essas flutuagoes do vacuo para um
determinado limiar de energia permitem agora a criacao de pares virtuais de particula
e antiparticula. Por exemplo no caso da QED, tanto a propagacao de um elétron ou
de um foton é agora afetada por suas interagdes com esses pares virtuais de particulas.
Em particular, o movimento de uma carga elétrica ey é afetado pelas interagoes que essa
particula sofre com o vacuo, efetivamente o vacuo comega a se comportar como um meio
“dielétrico” devido a presenca dessa carga, esse fenomeno de alinhamento dos “dipolos” é o

que chamamos de Polarizacao do Vacuo Fig. 1..

Figura 1 — Interacao de uma carga elétrica ey com pares virtuais de E-P do vacuo.
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Fonte: Autor, 2025.

Ademais, ao medirmos a energia potencial eletrostatica desse sistema para r > m,

encontramos )
« o e

? 1+EW+M . (1.11)

Isso mostra que se nos afastamos de uma distancia espacial r da particula, o valor da

Ur)=—

sua carga elétrica aparente é menor do que a carga “livre”, isto devido a interacao
desta particula com os pares virtuais (PESKIN; SCHROEDER, 2018). Este fendmeno é

conhecido como a blindagem da carga elétrica Fig. 2.
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Figura 2 — Esquema qualitativo da constante de acoplamento eletromagnética gerada pela
polarizagao do vacuo a 1-loop.
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Fonte: Autor, 2025.

Estes consistem em alguns exemplos que exploraram o fendmeno de flutuacao da
energia do vacuo, ha uma gama de exemplos interessantes que fazem uso da criacao de
pares virtuais de particula e antiparticula, o que originou uma série de propostas de novos
e instigantes fendomenos fisicos envolvendo o vacuo quantico (JR; RETHERFORD, 1947;
CASIMIR, 1948; HAWKING, 1977b; HAWKING, 1975; ROSA, 2006; SCHRECK, 2017).

Sobre o estudo de um gas quantico, comecemos resgatando um pouco do conceito
de gas na Antiguidade e Idade Média. Os primeiros estudos sobre gases remontam a
Antiguidade, embora nao de forma sistematica. Filésofos gregos, como Empédocles e
Anaximenes, ja reconheciam o ar como uma das formas da matéria, mas as suas descri¢oes
eram qualitativas e ligadas a especulagoes filoséficas sobre os elementos primordiais. Du-
rante a Idade Média, a ciéncia esteve mais focada na alquimia e nas teorias aristotélicas dos
quatro elementos (terra, fogo, ar e dgua), que dominavam o pensamento cientifico europeu.
Foi apenas com o Renascimento e com o inicio da ciéncia moderna que a compreensao do

comportamento dos gases comecou a se desenvolver de maneira significativa.

A Revolucao Cientifica do século XVII trouxe um novo enfoque empirico ao estudo
da natureza. Um dos marcos foi a invengao da bomba de vacuo por Otto von Guericke
em 1650, que permitiu os primeiros experimentos com gases em condigoes controladas
(HARSCH, 2007). No mesmo periodo, Robert Boyle realizou importantes investigagoes
sobre a compressibilidade do ar, culminando na formulacao da famosa Lei de Boyle em

1662, que descreve a relacao inversa entre o volume e a pressao de um gas a temperatura
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constante (PV = constante) (BOYLE, 1967; BOYLE, 1974). A descoberta de Boyle foi
crucial porque estabeleceu uma das primeiras equagoes quantitativas para descrever o

comportamento dos gases.

No século XVIII, a atencao se voltou para a relagdo entre volume e temperatura
dos gases. O cientista francés Jacques Charles, em 1787, descobriu empiricamente que,
para uma quantidade fixa de gas a pressao constante, o volume varia diretamente com a
temperatura. Esse principio ficou conhecido como Lei de Charles, e mais tarde, com os

trabalhos de outros cientistas como Joseph Louis Gay-Lussac, foi formalizada de maneira

mais completa (CAMEL; FILGUEIRAS, 2013).

A combinacao das leis de Boyle e Charles levou a formulagao de uma equacao
mais geral que descreve o comportamento dos gases, considerando pressao, volume e
temperatura. O quimico e fisico francés Emile Clapeyron, em 1834, unificou essas leis e
expressou a relagao em termos de uma equagdo conhecida como equagdo de estado dos

gases ideais, na forma
PV =nRT, (1.12)

onde P ¢é a pressao, V o volume, n a quantidade de gas em moles, R a constante universal

dos gases ideais e T a temperatura.

Embora a equacao dos gases ideais fornecesse uma descri¢ao empirica robusta, ela
ainda nao explicava por que os gases se comportam dessa maneira. A resposta veio com o
desenvolvimento da teoria cinética dos gases no século XIX, que associou o comportamento
macroscopico dos gases (pressao, volume e temperatura) ao movimento microscépico das

moléculas.

Daniel Bernoulli foi um dos primeiros a propor, em 1738, que os gases consistiam
em um grande nimero de particulas em movimento constante (BERNOULLI, 1968). No
entanto, foi apenas com os trabalhos de James Clerk Maxwell e Ludwig Boltzmann,
na segunda metade do século XIX, que a teoria cinética foi formalizada de maneira
completa (MAXWELL, 1890; MAXWELL, 1867; MAXWELL, 1860; MAXWELL, 1867;
BOLTZMANN;, 1910). A teoria cinética explica que a pressao exercida por um gés é
resultado das colisdes das moléculas contra as paredes do recipiente, e que a temperatura

do gas esta relacionada a energia cinética média das moléculas.

A formulacao da teoria dos gases ideais é uma dos pilares da fisica classica e termo-
dindmica. Seu desenvolvimento nao s6 ajudou a estabelecer principios fundamentais da
fisica, como também foi essencial para o avango da quimica, especialmente na compreensao
de reagbes quimicas e processos industriais (EISBERG, 1984; NUSSENZVEIG, 1997).

Com o avanco das ideias relacionadas a teoria cinética e a mecanica estatistica, o
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século XIX viu o desenvolvimento de modelos que buscavam explicar o comportamento de
particulas em sistemas termodinamicos. No entanto, a medida que os fisicos comegaram
a lidar com questoes mais complexas, como os efeitos da quantizagao e as limitagoes da
teoria classica, tornou-se evidente que novos paradigmas eram necessarios para descrever

corretamente certos tipos de particulas.

O trabalho de Planck, sobre o problema da radiacao de corpo negro (PLANCK,
1901), marcou o inicio de uma série de desenvolvimentos que culminariam na formulagao
da mecénica quantica. Albert Einstein, em 1905, utilizou a ideia dos quanta de Planck
para explicar o efeito fotoelétrico (EINSTEIN, 1905a), sugerindo que a luz poderia ser
pensada como composta de particulas, os fétons. Esta ideia ajudou a consolidar a teoria
quantica, desafiando a visdo de que a luz era apenas uma onda. Ao longo das décadas
seguintes, cientistas como Niels Bohr, Werner Heisenberg e Erwin Schrodinger fizeram
contribui¢oes fundamentais para a mecanica quantica, proporcionando uma nova visao da

estrutura atomica e dos fendmenos subatomicos.

Durante o século XIX, Ludwig Boltzmann desenvolveu a estatistica classica, que des-
crevia o comportamento estatistico de particulas em um gas ideal com base na mecanica clas-
sica (BOLTZMANN;, 1910; BLACKMORE, 1995). A distribuicao de Maxwell-Boltzmann
fornecia uma descricao precisa para sistemas com um grande ntimero de particulas, como
moléculas em um gés, desde que as interagoes entre elas fossem despreziveis (MAXWELL,
1860; MAXWELL, 1867; BOLTZMANN, 1910).

No entanto, no inicio do século XX, ficou claro que a estatistica de Maxwell-
Boltzmann falhava em descrever o comportamento de particulas em sistemas muito
pequenos, como elétrons em metais ou particulas subatomicas. Essas particulas pareciam

exibir propriedades que nao podiam ser explicadas pelo formalismo cléssico.

Uma das grandes revelagoes da fisica quantica foi a distingado entre dois tipos
fundamentais de particulas: bosons e férmions. Férmions, que incluem particulas como
elétrons, protons e néutrons, possuem uma caracteristica crucial: obedecem ao principio
de exclusao de Pauli, formulado por Wolfgang Pauli em 1925 (PAULI, 1925). Esse
principio afirma que dois férmions idénticos nao podem ocupar o mesmo estado quantico
simultaneamente. Esse comportamento levou ao surgimento de uma nova estatistica,

adequada para descrever sistemas de férmions.

Em 1926, Enrico Fermi e Paul Dirac, de forma independente, desenvolveram uma
nova distribuicao estatistica para descrever o comportamento de particulas que obedecem
ao principio de exclusdo de Pauli (FERMI, 1926; DIRAC, 1926). A distribui¢ao de
Fermi-Dirac foi formulada para particulas com spin semi-inteiro (férmions) e descreve a

probabilidade de ocupacao de diferentes estados quanticos em funcao da temperatura e do
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potencial quimico.

A equacao basica da distribuicao de Fermi-Dirac é dada por

1
e BT 41

onde f (€) é a probabilidade de um estado de energia e ser ocupado, 1 é o potencial quimico

e k; é a constante de Bolztmann.

Esta distribuicdo se mostrou fundamental para descrever o comportamento de
elétrons em metais e semicondutores, além de ser aplicada em diversas areas da fisica
moderna, incluindo a astrofisica (em estrelas de néutrons, por exemplo) e a fisica de
particulas (EISBERG; RESNICK, 1986).

A distribuicao de Fermi-Dirac é importante também pois ela aparece na expressao
final do calculo da energia livre (F) de um sistema de gés quantico fermionico, de maneira

geral dado por

Fr = K/ f(e,T) € de, (1.14)
0
onde K é uma constante arbitraria.

No inicio dos anos 2000, alguns trabalhos foram feitos na analisando a termo-
dindmica de fendmenos envolvendo gases quanticos (COLLADAY; MCDONALD, 2004;
COLLADAY; MCDONALD, 2006). Nas décadas seguintes foram ampliados os trabalhos
sobre este tema e outros mecanismos foram estudados, como efeitos causados por uma rela-
¢ao de dispersao andémala de uma tnica particula sugerida em varios modelos de gravidade
quantica (CASTELLANOS; LAMMERZAHL, 2012; CASTELLANOS; CAMACHO, 2009),
a contribuicdo de 1-loop e 2-loop para a energia livre na QED com quebra de simetria
de Lorentz, efeitos da VL no condensado de Bose-Einstein de um géas de bésons ideal
(CASANA; SILVA, 2015), entre outros. Assim, nesta tese pretendemos dar continuidade
nos estudos e explorar a distribui¢do de Fermi-Dirac Eq. (1.13) no contexto de campos de
fundo VL.

De forma geral, a tese pretende explorar alguns efeitos quéanticos da QED sob a
influéncia de campos de fundo que apresentam VL. Com o objetivo de analisar o que estas
mudancas podem influenciar para o efeito em si e também para tentar dar novas formas
para se tentar medir a VL futuramente. Na primeira se¢ao 1.3 sera feita uma abordagem
historica comentando os principais trabalhos da area. Na secao 3 sera apresentado o
modelo que sera trabalhado. Nas secoes 4 e 5 serao feitas as apresentagoes dos efeitos
Schwinger e um gas quantico fermionico, ambos sob a influéncia de campos de fundo VL.

E por fim, na secao 6 serdo apresentados a conclusao e as perspectivas futuras.
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1.3 Contextualizacao histérica da violacao da simetria de Lorentz

A Simetria de Lorentz, um conceito fundamental na fisica moderna (BARGMANN|,
1947; BARGMANN; WIGNER, 1948; MARIZ; NASCIMENTO; PETROV, 2023), desem-
penha um papel crucial na compreensao do universo em altas velocidades. Ela descreve
como as leis da fisica permanecem inalteradas sob transformacoes de coordenadas que pre-
servam a forma das equagoes de Maxwell, fornecendo uma estrutura matematica essencial
para compreender o comportamento de objetos em movimento préximo a velocidade da

luz.

Esta simetria recebe o nome em homenagem ao fisico holandés Hendrik Lorentz,
cujos estudos foram fundamentais para o avango da teoria. Lorentz, em suas pesquisas,
procurou desenvolver uma teoria que pudesse abranger de forma consistente os fendmenos
elétricos, magnéticos e luminosos, considerando o éter como meio fisico em repouso, no
qual os elétrons se moviam ou nao em relacao a ele. Essa teoria conseguiu explicar muitos
fendmenos, porém encontrou obstaculos com o resultado negativo do experimento de
Michelson-Morley (MICHELSON; MORLEY, 1887), que apontava como explica¢ao mais

plausivel o abandono da hipotese do éter.

Tentando superar esta dificuldade, Lorentz introduziu, em 1895, assim como
Fitzgerald em 1889, a concepc¢ao de tempo proprio que associava-se a contragao dos
comprimentos (FITZGERALD, 1889; LORENTZ, 1892). Avancando em suas pesquisas,
ele chegou, em 1904, as transformacoes de Lorentz (LORENTZ, 1904), que tém um
papel crucial na teoria especial da relatividade, concebida por Einstein no ano seguinte
(EINSTEIN, 1905b).

Com o advento e aceitacao da teoria da relatividade de Einstein, a simetria de
Lorentz se tornou uma das bases da fisica moderna e por muito tempo, durante o século
XX, foi tratada como uma simetria fundamental. No entanto, em 1989, Alan Kostelecky
e Stuart Samuel demonstraram que existem interacdes presentes em teorias de cordas
que podem resultar na quebra da simetria de Lorentz, ou seja, campos tensoriais que
podem tomar valores esperados no vacuo nao-triviais (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989b),
indicando um limite de energia para aplicabilidade da teoria. Isso acaba demonstrando que
a relatividade especial ¢ um limite de uma teoria mais fundamental, alguma que apresente

uma relacdo de dispersdao modificada 2
E*=p*+m’ + Oy, (1.15)

onde Oy, representa os possiveis parametros resultantes dos valores esperados no vacuo

nao-triviais. Uma outra hipotese para a quebra da simetria de Lorentz, uma VL, é a de

2 A partir daqui serd empregado em todo o trabalho as unidades naturais, A = ¢ = k;, = 1, quando for

necessario serd avisado quando retomaremos as unidades no Sistema Internacional de Unidades (SI).
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premissas cosmoldgicas, uma espécie de anisotropia do espago-tempo, como investigado
por (LAND; MAGUEIJO, 2005). Ainda dentro dos pressupostos comolégicos, podemos
destacar também a hipotese de variabilidade da velocidade da luz, para explicar a aceleracao
cosmica (ALEXANDER; MAGUELJO, 2004). Vale resaltar que a busca na compreensao
acerca da VL nao implica na negagao da teoria da relatividade de Einstein. Assim
como um campo magnético homogéneo externo estabelecido no espago tridimensional
quebra a simetria rotacional, qualquer anisotropia no espago-tempo implica na violacao
da simetria de Lorentz. Toda investigacao dentro do escopo da VL é motivada pela busca
de compreender qual pode ser a origem das anisotropias espago-temporais presentes no

vacuo quantico, uma origem que pode indicar alguma nova fisica além do Modelo Padrao.

Dentre as hipoteses mencionadas acima para a busca e estudo de possiveis violagoes
da simetria de Lorentz, em 1990, temmos a publicacdo do famoso e importante trabalho
de S. M. Caroll, G. B. Field e R. Jackiw (CARROLL; FIELD; JACKIW, 1990). Trabalho
este que se tornou um dos mais proeminentes simbolos da quebra de simetria de Lorentz.
No artigo, Carrol, Field e Jackiw (CFJ) buscam limites na quebra da simetria de Lorentz
usando um modelo topoldgico, que é uma versao em (1 + 3) dimensdes do modelo de

Chern-Simons em (1 4 2) dimensoes.

Em 1995, D. Colladay apresenta o Modelo-Padrao Minimamente Estendido, também
conhecido como Minimal Standard-Model Extension (MSME), durante a escola de verao
realizada no Center for Spacetime Symmetries da Universidade de Indiana (IUCSS) (MELO;
HELAYEL-NETO, 2023). Apés isso, no perfodo entre 1997 e 1998, surge o famoso modelo
padrao estendido, conhecido como Standard-Model Extension (SME), através de uma
colaboragao entre D. Colladay e V. A. Kostelecky, em dois trabalhos distintos (COLLADAY;
KOSTELECKY, 1997; COLLADAY; KOSTELECKY, 1998). O modelo é formulado sem
incluir derivadas de ordem superior e é renormalizavel. Contudo, contempla a possibilidade
de quebrar as simetrias de Lorentz, conjugacao de carga, paridade e reversao temporal
(CPT). Vale ressaltar que a teoria sofre transformacoes normalmente sob rotagoes ou
boosts, onde as transformacoes de Lorentz do observador sao aplicadas no referencial do
laboratorio. A VL surge somente quando os campos que descrevem as particulas sao
rotacionados ou aumentados em relagao aos valores esperados de tensores que descrevem

o estado do vacuo, conhecidos como transformagoes de Lorentz das particulas (MELO;
HELAYEL-NETO, 2023).

O proximo capitulo serda dedicado a comentar um pouco sobre a simetria de Lorentz,
a ideia de espaco-tempo e algumas de suas principais implicacoes. E logo em seguida,
apresentaremos o modelo da QED Estendida (QED,,) no capitulo 3 e a introducao dos
métodos de calculo que foram utilizados para obter os resutados dos trabalhos descritos

nos capitulos 4 e 5.
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Capitulo

A simetria de Lorentz

Como mencionado no inicio do capitulo 1, a RR (Relatividade Restrita) foi de-
senvolvida por Fitzgerald, Lorentz, Poincaré e Einstein por meio de um extenso estudo
das transformacoes de Lorentz. A principal tarefa era modificar a estrutura clédssica,
especialmente a nocao de tempo absoluto, de maneira a preservar os aspectos confirmados
por experimentos envolvendo corpos em altas velocidades. Essa transformacao, impulsi-
onada pelos postulados da RR, levou Poincaré e Minkowski a introduzirem o conceito
revolucionario de espaco-tempo. Trata-se de um espaco quadridimensional, composto
pelas trés dimensoes espaciais e uma temporal, dotado de uma métrica especifica que
define a distancia entre eventos. Essa métrica é fundamental para descrever a geometria

do espago-tempo e é dada por
ds® = n,,dz"dz” (2.1)

com 1), denominada métrica de Minkowski sendo dada por 7, = diag (—1,1,1,1), con-

forme definido no Apéndice A.

A introducao do conceito de espaco-tempo, munido com a métrica definida na
Eq. (2.1), possibilitou que as leis fisicas fossem expressas de maneira covariante, ou seja,
de forma invariante sob transformacoes de coordenadas, neste caso as transformacoes de
Lorentz. Como exemplo ilustrativo, podemos mencionar a lagrangeana classica do campo
eletromagnético, que é descrita por uma expressao especifica e desempenha um papel

central na formulacao covariante do eletromagnetismo. Ela é dada por

1
L= FuF", (2.2)

onde F,, é o tensor eletromagnético. Dessa forma, a Eq. (2.2) é invariante sob as

transformagoes em Eq. (1.1) juntamente com as rotagbes em trés dimensdes. Em especial
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para tensores, a transformacao é dada por
(Fo) = A A5 (2.3)

onde A®* representa as transformacoes que satisfazem o elemento de espaco-tempo infi-
nitesimal, dado pela Eq.(2.1), e sio denominadas de transformagoes Lorentz. Ademais,
também possui a propriedade de AO‘MABV = n%, fazendo com que Eq. (2.2) seja invariante.
As transformagoes Eq.(1.1), comumente chamadas de “boots”; juntamente com as rotagoes

em torno de um determinado eixo sao as que satisfazem essas condigoes.

A quebra da simetria de Lorentz entao se da justamente adicionando termos a
Eq. (2.2) que ndo mantém sua forma original mesmo com transformagoes do tipo Eq. (2.3).
Estes termos sao ditos constantes sob essas transformacgoes. Na préxima se¢ao, mostraremos
um exemplo de diferenciagao entre dois tipos, sutis, de transformagoes, chamadas de
particula (ativa) e de observador (passiva). Do ponto de vista das transformagoes de
observador, consideramos a situacao em que os pontos do espago-tempo permanecem
inalterados, e estabelecemos uma relagao entre as bases de dois sistemas de referéncia
inerciais. Por outro lado, do ponto de vista das transformacoes de particula, em vez de
alterarmos o sistema de referéncia, mantemos a base fixa, e sdo os pontos do espago-tempo
que se movimentam. Em uma teoria completamente invariante, as duas formas coincidem,
porém quando temos termos constantes, como mencionado anteriormente, as duas nao sao

mais equivalentes. Gerando entdao uma quebra de simetria.

2.1 Transformacoes de Lorentz de observador e de particula

As transformacgoes de Lorentz podem ser classificadas em duas categorias principais:
transformacoes de Lorentz de observador e transformacoes de Lorentz de particula. As
transformacoes de observador descrevem como os eventos no espaco-tempo sao percebidos
por observadores que se encontram em movimento relativo uns em relagao aos outros. Em
contraste, as transformacoes de particula estao relacionadas a maneira como as propriedades
fisicas, como momento e energia, de uma particula especifica sao transformadas quando
vistas a partir de diferentes referenciais inerciais. Essas distingoes sao fundamentais para
entender como a simetria de Lorentz se aplica tanto a estrutura do espaco-tempo quanto

ao comportamento das particulas sob diferentes condi¢des de movimento.
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Figura 3 — Capacitor de placas paralelas.
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Fonte: Autor, 2025.

Para esclarecer melhor, suponha que um elétron seja colocado em uma regiao
com um campo elétrico de fundo! na direcdo 2, como no caso de um capacitor de placas
paralelas, conforme ilustrado na figura 3. Se considerarmos uma rotacao do elétron de
7/2 radianos, comegando com o vetor posigao inicial R = (0, a,0), que é perpendicular
ao campo, podemos descrever essa situagao de duas maneiras distintas. Uma delas é
através das transformacoes de Lorentz de observador, também chamadas de transformagoes
passivas, que relacionam o observador inicial O com um novo observador O’, que esté
rotacionado em ¢ = +7/2 radianos em relagdo ao eixo x, conforme mostrado na Fig.2.1.

Essa rotacao envolve a mudanca da perspectiva do observador sobre os eventos, sem alterar
as propriedades fisicas do sistema.

Figura 4 — Capacitor de placas paralelas, com o referencial rotacionado ¢ = /2 em relagao
ao elxo .
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Fonte: Autor, 2025.

L Aqui interpreta-se o campo elétrico como um campo constante de fundo que nio é transformado

juntamente com as outras variaveis.
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Nesse caso os dois observadores irdo concordar que o vetor posi¢ao R é perpendicular
ao campo de fundo R L E. Ou, alternativamente, nas transformacoes de Lorentz de
particula, também chamadas de transformacoes ativas, o mesmo referencial é mantido,
mas agora ¢ realizada uma rotagao no elétron de ¢ = —7/2, novamente em rela¢ao ao
eixo x. Como resultado dessa rotacao, o vetor posicao do elétron, inicialmente dado por
R = (0,a,0), muda para R = (0,0, —a). De maneira surpreendente, essa nova orientacao
do vetor posigao faz com que ele se torne paralelo ao campo de fundo, ou seja, R || E,
como mostrado na Fig. 2.1. Essa transformagao ativa, ao contrario da passiva, nao altera o
referencial, mas sim a posi¢ao da particula dentro desse referencial, ilustrando de maneira
clara como a rotagao no espaco das coordenadas da particula pode alterar a relacao entre

a particula e o campo, sem alterar o proprio sistema de referéncia.

Figura 5 — Capacitor de placas paralelas, com o vetor posicao da particula rotacionado
¢ = —7m/2 em relagao ao x.

Fonte: Autor, 2025.

Note que, ao realizar essas duas descrigoes, chegamos a duas situagoes distintas, o
que indica que a presenca de um campo de fundo quebra a equivaléncia entre elas. Isso
ocorre porque, enquanto nas transformacoes passivas de observador a mudanca afeta a
forma como o campo ¢é percebido pelo observador, nas transformacoes ativas de particula a
mudanca ocorre diretamente na particula, alterando sua posicao e interacao com o campo
de fundo. Como resultado, surge uma distingdo fundamental entre as duas abordagens: a
transformacao de observador, que se refere a transformacao passiva no contexto da presenca
de um campo de fundo, e a transformacao de particula, que descreve a transformacao
ativa, aplicada a particula em presenca de um campo de fundo. Essas duas abordagens,
embora relacionadas, possuem diferencas significativas em sua aplicagao e interpretacao.
Para uma discussao mais aprofundada sobre o tema, incluindo mais exemplos ilustrativos
e uma analise detalhada de como essas transformagoes afetam os sistemas fisicos, consulte
(BELICH et al., 2007).
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Dessa forma, quando se pensa em uma VL, ela é geralmente tratada no contexto
das transformacoes de Lorentz ativas. Como mencionado anteriormente, a presenca
de um campo de fundo altera fundamentalmente a situacao, fazendo com que as duas
transformacoes nao descrevam mais uma situacao fisica equivalente. Um exemplo adicional
citado por (BELICH et al., 2007) é o movimento balistico de um elétron em presenga de um
campo de fundo eletrostatico uniforme. Quando se aplica a transformacao de observador,
o comportamento do campo elétrico se mostra covariante, o que garante que a simetria de
Lorentz seja preservada. Em energias baixas, ambos os observadores inerciais concordam
sobre o movimento parabdlico do elétron, como seria esperado na teoria classica. No
entanto, durante a transformacao de particula, o campo de fundo permanece inalterado,
mas o elétron experimenta um boost instantdneo, o que resulta em uma redugao no seu
alcance. Esse efeito reflete uma modificagao no comportamento do elétron devido a sua
interacao com o campo de fundo, e é um exemplo claro de como um campo escalar pode
violar a simetria de Lorentz, uma vez que a transformacao ativa da particula altera a
descri¢ao do sistema fisico sem modificar o campo de fundo. Esse comportamento revela
como as VL podem se manifestar de forma sutil, mas ainda assim observar uma mudanga

significativa nas propriedades fisicas de um sistema.

2.2 O espaco-tempo

Como visto anteriormente, o espago e o tempo agora sao unificados. Matematica-
mente, o espaco-tempo é descrito por uma variedade quadridimensional, onde cada ponto
é representado por quatro coordenadas: trés espaciais (r1 = X, o = y, T3 = Z) € uma
temporal (ct)?. E a métrica do espago-tempo, Eq. (2.1), é que define a distancia entre dois
pontos, neste caso chamado de intervalo infinitesimal. Aqui definiremos variedade como
um espaco topolégico que, localmente, em torno de cada ponto, apresenta uma estrutura
semelhante a de um espaco euclidiano. De forma mais precisa, para uma variedade de
dimensao n, cada ponto possui uma vizinhanca que ¢ homeomorfa ao espago euclidiano
de dimensao n (SPIVAK, 2018). Todo fenémeno fisico acontecerd em um determinado

0 2 2% 23), com 2° = ct, do espago-tempo

ponto do espago-tempo, estes pontos z® = (
sao chamados de eventos. Um ponto de notagao: vetores de posicao no espago tridimensi-
onal sao indicados por letras com uma seta T ou em negrito x, enquanto um ponto no

espago-tempo é representado por letras simples x.

2.2.1 O cone de luz

Tomemos como exemplo, um feixe de luz que é criado na origem, chamaremos este

evento de O. A figura 6 ¢é a representacao diagramatica da evolucao desse feixe de luz,

2 Nesta secdo retomaremos as unidades no SI.
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uma vez que uma representacao grafica de um fenomeno quadrimensional é extremamente

dificil, se propagando com velocidade c.

O cone de luz nos ajuda a entender e classificar todos os outros eventos que possam
acontecer. Todos os eventos que podem ser atingidos por O formam o cone de luz futuro,
enquanto aqueles eventos que podem ter enviados O para a origem formam o cone de luz

passado.

Figura 6 — Representacao diagraméatica de um evento na origem.

cdt

Fonte: Autor, 2025.

Outros eventos que acontecem dentro do cone de luz sao ditos do tipo tempo,
enquanto que eventos que acontecem fora do cone de luz sao ditos do tipo espago e os

eventos que acontecem na superficie do cone sao ditos do tipo luz.

2.2.2 Causalidade

Particulas com velocidades v < ¢ permanecem dentro do cone. Como nenhuma
perturbagao pode viajar mais rapido que ¢, qualquer perturbagao no vértice do cone
afetara apenas eventos dentro da metade superior do cone (cone do futuro). Por outro
lado, o evento no vértice s6 pode ser afetado por incidentes que ocorrem dentro do cone
inferior (cone do passado). Esse é o papel principal da métrica de Lorentz: fornecer uma

formulagao precisa da causalidade na Relatividade Especial.

Se um determinado evento H esta dentro do cone de luz (futuro) do evento O, entao

H esta no cone de luz (passado) de O. Os eventos H e O estao causalmente relacionados.
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No entanto, uma perturbagdo em H nao afetarda O. Em termos matemaéticos, a relagao
passado-futuro é uma ordenacao parcial, “parcial” porque nem todos os dois pontos estao
nos cones um do outro. A linha horizontal na figura 6 representa o espago tridimensional
presente. Seus pontos estao fora do cone e nao podem ser afetados por qualquer coisa
que aconteca no vértice. A razao é a de que leva tempo para que uma perturbacao atinja
qualquer outro ponto. Apenas pontos no futuro podem ser afetados. A Mecéanica Classica
deve ser obtida no limite ¢ — oco. Aproximamo-nos cada vez mais da visao classica ao abrir
o angulo sélido do cone. Se abrirmos o cone progressivamente para nos aproximarmos
do caso cldssico, o niimero de pontos tridimensionais no futuro possivel (e no passado
possivel) aumenta cada vez mais. No limite, o presente é incluido no futuro e no passado:

a comunicagdo instantanea torna-se possivel.

2.2.3 O tempo proprio

Voltando ao intervalo Eq. (2.1) que separa dois eventos préximos. Suponha dois
eventos na mesma posicido no espaco tridimensional, de modo que dl? = dZ = 0. Eles
representam o mesmo ponto no espaco tridimensional em tempos diferentes, e seu intervalo

se reduz a
ds* = cdt*. (2.4)

Um observador fixo no espago tridimensional tera esse intervalo, que corresponde ao tempo
coordenado puro. Ele serda um “relégio puro”. Esse tempo medido por um observador fixo
¢é o seu tempo proprio. O tempo préprio infinitesimal é simplesmente ds. Se atribuirmos

0 a esse relégio em seu proprio referencial, de modo que

agora atribuir coordenadas x
ds = cdt’, e comparar com o que é observado por um observador proximo, em relacao
ao qual o relogio estard em movimento e tera coordenadas x (incluindo um relégio). A

invaridncia do intervalo nos dara

1
/ U2 2
dt =dt{1——| , (2.5)
c
locidade v = 4. Ao i do, j ido d
com a velocidade v = %%, Ao integrar essa expressao, juntamente com a suposigao de que
ambos os observadores sao inerciais, ou seja, v é constante. Podemos obter a relacdao entre
um intervalo de tempo finito medido pelo relégio fixo e o mesmo intervalo medido pelo

relégio em movimento, dado por

1

v 2
At = (1 — —) At (2.6)

2
nos fornecendo a relagio ja apresentada em Eq. (1.3) e sua respectiva interpretacao também

ja foi apresentada.

Todas essas implicagoes sao oriundas de um espago-tempo invariante de Lorentz.

No préximo capitulo iremos apresentar um modelo especifico que é composto por termos
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de correcao ao modelo padrao de fisica de particulas que nao sao invariantes do ponto de
vista das transformacoes de particula, criano uma anisotropia no espago-tempo. E a partir

desse ponto, deduziremos o modelo de trabalho desta tese, a QED,,.
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Capitulo

Eletrodinamica quantica estendida

3.1 O modelo geral

Neste capitulo, sera apresentada a estrutura geral do modelo, acompanhada das
simplificacoes e adaptacoes essenciais que foram aplicadas ao longo deste trabalho. O
modelo da QED,, foi inicialmente proposto em 1998 pelos fisicos Don Colladay e Alan
Kostelecky , no contexto de investigagoes sobre a quebra de simetria de Lorentz. A
exposicao aqui seguira de perto a descricao detalhada fornecida no trabalho de referéncia
(COLLADAY; KOSTELECKY, 1998), onde os autores delineiam os fundamentos do

modelo e suas implicagdes no contexto da quebra de simetria de Lorentz.

Assim, uma versao ampliada da QED, que incorpora termos responsaveis pela
quebra de simetria de Lorentz, pode ser formulada a partir de uma extensao apropriada
do modelo padrao. Da mesma forma que a QED convencional pode ser derivada do
modelo padrao tradicional, essa versao expandida surge naturalmente no contexto da
teoria estendida. Esse ponto se torna especialmente importante considerando os testes
de precisao extrema aos quais a QED tem sido submetida em uma ampla variedade
de experimentos. Alguns desses experimentos nao apenas validam a teoria com grande
exatiddo, mas também podem impor limites rigorosos aos coeficientes de acoplamento
dos possiveis termos de violacao da simetria de Lorentz, restringindo a forma que tais

extensoes podem assumir.

Seja 4 a notagado para os campos leptonicos padrao de quatro componentes, e m 4
suas respectivas massas, onde o indice A = 1,2, 3 representa o elétron, o mton e o tau,
respectivamente. Com essa definicao, a Lagrangiana que descreve a QED convencional,

envolvendo 1éptons e fétons, pode ser expressa como

lepton— féton

1 B
LOED _ §m“ﬁuz,4 = malala = 3 FuF" (3.1)
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em que II, =0, — eA, é a derivada covariante, AﬁuB = All,B — (I, A) B representa o
operador diferencial simétrico entre os campos A e B e F*? denota o tensor eletromagnético.
A Lagrangiana apresentada na Eq. (3.1) é derivada a partir de uma redugao do modelo
padrao estendido discutido em (COLLADAY; KOSTELECKY, 1998). Essa redugao é
realizada eliminando os campos de gluon G, os bdsons fracos Wj e ZS, e o campo fisico de
Higgs, mas preservando o valor esperado do dubleto de Higgs, que é crucial para a geracao
das massas dos férmions. Dentre os bdsons, o inico que permanece na teoria é o féton,
responsavel por mediar as interagoes eletromagnéticas. Como os neutrinos nao possuem
carga elétrica, eles desacoplam-se naturalmente e podem ser ignorados neste contexto. A
teoria que resulta dessa simplificagao é uma versao estendida da QED, projetada para
descrever as interagoes eletromagnéticas envolvendo quarks e léptons carregados, com

possiveis termos de violagao de Lorentz.

A extensao do modelo padrao gera termos adicionais que violam a simetria de
Lorentz. Esses termos adicionais podem ser classificados de acordo com a forma como se
comportam sob as transformacgoes de simetria CPT. Em particular, os termos CPT-par

que envolvem interagoes com os campos de 1éptons sao representados por

—par 1 7 v L 7 v
ﬁCPT par — _ (Hl>/,l,l/AB [ac* ZB+§Z (Cl)#,,ABlAfY'uﬁ IB

lepton 5
1 . }
+ 52 (dl);wAB lA")/5")/Mﬁ ZB. (32)

Aqui, o e 75 representam combinagoes especificas das matrizes de Dirac, cuja definicao
detalhada pode ser encontrada no Apéndice A. Na Eq. (3.2), os coeficientes de acoplamento
()

de massa, surgindo naturalmente apds a quebra da simetria de calibre. Os acoplamentos

AR S80 antissimétricos em relagao aos indices do espago-tempo e possuem dimensoes

hermitianos adimensionais (¢;) uwAB € (dy) AR » POI sua vez, podem apresentar componentes
simétricos e antissimétricos em relagdo ao espago-tempo, embora seja conveniente, e muitas

vezes possivel, considera-los de trago nulo para simplificar o formalismo.

Os termos que violam a simetria CPT e que estao associados aos campos de 1éptons

podem Ser exXpressos como

ﬁiﬂiim’m == (al),uAB ZAVMZB - (bl),uAB ZA'YS'YMZB ) (3.3)

onde os acoplamentos (a;), 45 € (b1),,4p 530 hermitianos e tém dimensdes de massa.

No setor de fétons, encontram-se termos adicionais que violam a simetria de Lorentz:
um desses termos é CPT-par, enquanto o outro apresenta violagao de simetria CPT-impar,

contribuindo de formas distintas para o comportamento das interagoes. Esses termos sao

‘CCPTfpar - 1 fuuf'aﬁ

fotons - _Z"iuuaﬁ
5 1
E?gislmpar - _Z“/;?EMV&,BAV'FQ/B' (3.4)
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E importante ressaltar que o termo CPT-impar enfrenta algumas dificuldades teéricas
significativas, principalmente devido as possiveis contribui¢cbes negativas para a energia,
0 que sugere que, na pratica, ele provavelmente estara ausente ou serd descartado para
manter a consisténcia da teoria (COLLADAY; KOSTELECKY, 1998). Além disso, este
termo tem uma relacio direta com o acoplamento (b;),,p apresentado na Eq. (3.3). A
conexao entre esses termos sera discutida de forma mais detalhada adiante, quando a
ultima reducao do modelo for realizada e as implicagoes para a teoria extendida forem

avaliadas.

O limite de QED obtido a partir da extensao do modelo padrao também inclui
um setor de quarks, que segue uma estrutura semelhante a do setor de léptons, conforme
apresentado nas equagoes Eq. (3.2), Eq. (3.1) e Eq. (3.3). A principal diferenga é que,
no setor de quarks, seis campos de quarks substituem os trés campos de léptons, o que
resulta no dobro de acoplamentos que violam a simetria de Lorentz, ampliando assim as
possibilidades de interacdo. E importante destacar que, embora os setores de 1éptons e
quarks compartilhem uma estrutura semelhante, eles estdo conectados exclusivamente
através do foton, ja que a invaridncia de calibre da extensao do modelo padrao impede
a existéncia de acoplamentos diretos que misturem léptons e quarks. Essa limitagao é
fundamental para a consisténcia da teoria e foi amplamente discutida em (COLLADAY;
KOSTELECKY, 1998), onde sao estabelecidas as restrigoes sobre essas interagoes.

Por fim, sera considerado aqui o ultimo limite da teoria, que resulta na QED
contendo exclusivamente elétrons, positrons e fétons. Neste contexto, o campo de elétrons
de quatro componentes sera denotado por 1, e sua massa sera representada por m. A
Lagrangiana usual da QED para as interagoes entre elétrons e fétons pode ser expressa da

seguinte forma

Loéirom = —}lfwf“” + Py L, — ) (3.5)

Adentrando um pouco mais nos modelos de VL dentro da QED contendo exclusi-
vamente elétrons, é relevante comentar de forma mais detalhada sobre a proposta de CFJ,
que foi mencionada anteriormente. Nessa proposta, um termo topolégico que quebra a
simetria de Lorentz foi introduzido no modelo padrao, conforme discutido no trabalho de
Carroll, Field e Jackiw (CARROLL; FIELD; JACKIW, 1990). No referido trabalho, os

autores propoem o seguinte termo
EC’FJ = €uya5U“AyFaB s (36)

, que se insere na Lagrangiana do modelo, afetando diretamente as interagoes eletromag-
néticas. Onde A" é o quadri-potencial vetor, €,,,3 ¢ 0 pseudo-tensor de Levi-Civita, e v*

representa um campo de fundo que estabelece uma direcao espaco-temporal privilegiada.
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Esse campo v*, como discutido na secao 2.1, quebra a simetria de Lorentz, pois introduz
uma anisotropia que favorece uma direcao especifica no espaco-tempo. Assim como em
outros modelos que investigam a VL, o modelo de CFJ utiliza dados astrofisicos para
estimar a escala das componentes da anisotropia representadas por v*, que sao responsaveis
pela violagdo de simetria (KOSTELECKY; RUSSELL, 2011). O modelo de CFJ também
exibe comportamento CPT-impar, o que significa que ele é invariante sob conjugacao
de carga, inversao de paridade e reversao temporal, com exce¢cao da mudanga de sinais
nas equagoes do modelo, refletindo uma violacdo de simetria fundamental. Contudo,
ele mantém a simetria de calibre, o que é crucial para sua consisténcia, conferindo uma
massa topolégica ao campo de calibre (CASANA; FERREIRA JR.; RODRIGUES, 2008).
Essa caracteristica resulta em uma modificacdo significativa na taxa de espalhamento
do féton no vacuo, afetando o comportamento das particulas em condigoes especificas
(CARROLL; FIELD; JACKIW, 1990). O termo introduzido no modelo é andlogo ao termo
de Chern-Simons que aparece em espagos-tempos com dimensao impar, e é responsavel
pela geracao de um termo de massa para o féton. Este termo, que tem origem topologica,
também leva a uma quebra de paridade na teoria tridimensional, tornando o modelo

capaz de descrever efeitos fisicos que seriam impossiveis em teorias convencionais de QED
(DITTRICH; GIES, 2000).

Agora, ao abordar o modelo proposto nos estudos de D. Colladay e V. A. Kostelecky,
que sera o foco central de andlise e investigacao nesta tese, o enfoque principal serda dado ao
modelo da QED,,, uma extensao da teoria da QED, como ja mencionado. A Lagrangiana
geral associada a esse modelo, que incorpora efeitos de VL e outras modificagdes, é expressa
da seguinte forma

1

LoEeD,, = 1

1 _
FurF™ + € apvt AV FP ZRWBFWFM + o (O I = M)y, (3.7)
onde

v N 1 (e
Fu = T + Cu,u7V + duu75’7 +e' + qu’75 + 5904,8;10 g )

. 1
M = m+4imgys + ay, + Vs, + §h’“’UW . (3.8)

A derivada covariante é definida como II* = i0* — eA*, onde A" é o potencial eletromag-
nético e ¥ é o campo fermionico. Os indices gregos variam de 0 a 3, representando as
componentes do espago-tempo. O primeiro termo na Eq. 4.1 corresponde ao termo cinético
usual de Maxwell, que descreve as interagoes do campo eletromagnético com as particulas
carregadas. O segundo termo refere-se ao ja discutido termo de CFJ, que introduz a VL
por meio de um campo de fundo. O terceiro termo representa o termo cinético modificado
com VL, que reflete as interagoes eletromagnéticas com as alteracoes introduzidas pela
simetria quebrada. Por fim, o quarto termo é o setor fermionico da QED.,, que descreve a
dinamica dos férmions sob a presenca da VL. O comportamento dos campos VL do setor

fermionico em relacio as transformagoes CPT é dado pela tabela 1.
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Tabela 1 — Comportamento dos campos do setor fermionico frente as transformagoes CPT.

’ Campos ‘ C ‘ P ‘ T ‘

(bo, b:) (+,+) (=) (=+)
(ms) (++) (=) -)

(COO7Cijchi7Ci0) (+,+,+,+) (+,+,_,_) (+,+, ,_)
(Giojs 9ijo, Gioo, Gigk) | (++,— =) | (= — +,+) | (+,+,—,—)

(607 ei) (_a _) (+v _) ("’a _)

(f()afi) (_’_) (_7+) (_7+)

(hijvhoi) (_a _) (+v_) (_7+)
(dooﬂdij7d0i7di0) (_7_7_7_> <_7_7+7+) (+7+7_’_)

(CLO? a’i) (_7 _) (+> _> (+7 _)

Fonte: Autor, 2025.

O tensor k**8 é real, adimensional e compoe um termo CPT-par, o que significa que
ele preserva a simetria sob conjugacao de carga, inversao de paridade e reversao temporal.
Ele desempenha, assim como todos os termos associados a VL, o papel de introduzir
uma anisotropia espaco-temporal. Sem perda de generalidade, podemos considera-lo
como duplamente sem traco, ja que qualquer componente de trago nao teria efeito fisico,
servindo apenas para redefinir o termo cinético e, consequentemente, realizando uma
simples renormalizagao de campo (COLLADAY; KOSTELECKY, 1998). Além disso,
¢ interessante notar que o tensor x***? obedece as mesmas propriedades geométricas
do tensor de Riemann, o que implica que ele compartilha simetrias e comportamentos

semelhantes aos observados na curvatura do espago-tempo. Essas propriedades sao

Ruvap = RaBur = —Kpapw
Kapuw T Kawp + Kavpy = 0

K, =0. (3.9)

Dessa forma, para o setor fotonico da QED.,, dois termos sdo considerados: um que é
CPT-par e outro que é CPT-impar, ambos com implicagoes distintas nas simetrias da

teoria.

No setor de matéria, uma ampla gama de termos pode ser introduzida, refletindo
as diversas formas de violacao de Lorentz possiveis. Os campos tensoriais na primeira
linha de (3.8) ndo possuem dimensdao de massa, enquanto na segunda linha esses campos
possuem dimensao de massa igual a 1. B importante destacar que campos tensoriais
com um nimero impar de indices nao preservam a simetria CPT, enquanto aqueles com
um numero par de indices a preservam, o que impacta diretamente as propriedades das
interagoes no modelo. Além disso, para as matrizes 7, elas sdo definidas a partir da algebra
de Clifford {+*,7"} = —2n*. O campo tensorial h,, ¢é antissimétrico, o que implica

que suas componentes trocam de sinal quando seus indices sdo permutados, enquanto o
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campo gag, ¢ antissimétrico apenas nos dois primeiros indices, o que implica em restri¢oes

especificas as suas interacoes.

Comentando um pouco mais sobre alguns dos termos presentes na Eq.(3.7), esses
termos constituem todas as possiveis contribui¢oes que podem ser introduzidas no modelo
para violar a simetria de Lorentz. Como os termos VL geralmente envolvem campos ou
tensores que introduzem dire¢des preferenciais no espago-tempo, as simetrias fundamentais
da teoria sao alteradas. Um exemplo comum disso é o acoplamento de um vetor de fundo
fixo b, ao campo de Dirac 1. Neste termo, b, representa um vetor que, se nao for nulo,
estabelece uma direcao especifica no espaco-tempo e, consequentemente como visto na
secao 2.1, acaba violando assim a simetria de Lorentz. A presenca desse vetor implica que
as propriedades fisicas do sistema poderiam depender da orientacao espacial e temporal em
relacao a b,, quebrando a invariancia sob transformagoes de Lorentz. Além disso, ainda
sobre o campo b, alguns trabalhos sugerem que ele pode gerar o termo CPT-impar do
setor de fotons, expresso na Eq. (3.4), através de corregoes radiativas, estabelecendo uma
relacao do tipo k% = Cb,, onde C' é um coeficiente arbitrario. No entanto, existe uma
certa ambiguidade em relagdo ao valor desse coeficiente, pois ele pode ser nulo dependendo
do método ou do tipo de calculo utilizado (JACKIW; KOSTELECKY, 1999; CHEN, 1999;
CHUNG, 1999; PEREZ-VICTORIA, 1999; CHAN, 1999; CHAICHIAN; CHEN; FELIPE,
2001). Por essas razoes, o campo b, tem sido o termo mais estudado ao longo do tempo,

dado seu impacto significativo nas modifica¢oes das simetrias e na estrutura do modelo.

O campo d,,, que também sera investigado nesta tese no contexto de um gés
quantico fermionico, é um coeficiente simétrico que se acopla ao termo axial 75 na
Lagrangiana, especificamente no setor fermionico. Esse acoplamento implica em uma
interacao que depende tanto da direcdo quanto da quiralidade do férmion, o que significa
que ele distingue entre os estados de helicidade direita e esquerda de maneira dependente da
orientacao no espago-tempo. Em outras palavras, o campo d,,,, pode afetar as propriedades
dos férmions de acordo com a sua direcao e a quiralidade, resultando em efeitos que
quebram a simetria de Lorentz de forma mais sutil. Um efeito interessante e notavel que
este campo gera é a inducao de fases geométricas no sistema, além de correntes de spin
persistentes em func¢oes de ondas confinadas em aneis unidimensionais, o que pode ter
implicacOes significativas para o estudo de sistemas condensados e fené6menos quéanticos

nao triviais, como demonstrado em estudos como (CASANA et al., 2015).

Outro termo especifico presente na Eq.(3.8) que merece um comentario especial
é o termo pseudo-escalar, ms. Este termo compoe a Eq.(3.7), juntamente ao termo de
massa do férmion, e é denominado pseudo-escalar justamente porque muda de sinal sob
transformacao de paridade. Essa caracteristica faz com que o termo mjy introduza uma

diferenca de massa efetiva entre as componentes de helicidade direita e esquerda de um
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férmion, levando a uma quebra da simetria de paridade. Isso significa que particulas com
diferentes helicidades podem ter diferentes massas, o que pode resultar em fenémenos
exoticos, como oscilagoes quiralidade-helicidade ou a separagao quiral em determinados
contextos fisicos, como em experimentos com neutrinos ou em sistemas de alta energia
(KOSTELECKY; MEWES, 2012). Uma outra caracteristica relevante sobre o campo ms,
que sera importante no decorrer desta tese, é o fato de que ele pode ser absorvido nos
outros coeficientes do modelo por meio de uma redefini¢ao particular do campo fermionico,

por exemplo
lp/:e—%%tanﬂ(%)d}, (3.10)

Esse tipo de redefinicao de campo ja era conhecido antes da introducao da extensao do
modelo padrao. Outras redefini¢oes, semelhantes a esta, sdo discutidas em detalhe no
trabalho de (COLLADAY; MCDONALD, 2002), embora o estudo seja restrito a andlise
até a primeira ordem. Isso nos leva a questao de saber se, em ordens superiores, esse e
outros campos poderiam, de fato, contribuir para efeitos fisicos especificos, o que abre a
possibilidade de novos fené6menos nao previstos em ordens mais baixas. No caso particular
do campo ms, sera apresentado na secao 4 um exemplo de efeito fisico, no qual sua
contribuigao sé se torna significativa a partir da segunda ordem, conforme mencionado
anteriormente, o que pode ter implicacbes importantes para a compreensao de certos

efeitos de VL em modelos de interagao de alta energia.

Outro campo que apresenta uma caracteristica analoga a do campo ms, no sentido
de que sua contribui¢ao também pode ser tratada a partir de uma redefinicdo do campo
fermidnico, ¢ o campo f,. O coeficiente f pode ser removido da teoria por meio de uma
redefinicao de campo independente do espago-tempo, o que substitui um termo puro de
f por um termo de ¢, desde que a condicao f? < 1 seja satisfeita. No entanto, apenas
valores pequenos de f? sdao realmente interessantes para os efeitos fisicos, tanto porque
representam o tinico regime fisico admissivel quanto porque, caso f? seja comparavel a
unidade, surgem violagoes de causalidade em uma escala inaceitavelmente baixa. Para
valores pequenos de f, o coeficiente f, é equivalente ao termo ¢, ~ —% fufy, conforme
discutido em (ALTSCHUL, 2006; KARKI; ALTSCHUL, 2022). Em particular, no caso
de um gas de férmions na presenca desses campos VL, sera analisada a contribuicao do
termo f? em comparacao com o termo ¢, e veremos que, de fato, ambas as contribuicoes
sao equivalentes. Este exemplo é fundamental para entender o papel das interagoes de VL
em sistemas quanticos, e sua analise contribuira para aprofundar a compreensao de como

essas violagoes afetam a fisica de particulas e a estrutura do vacuo.
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3.2 Acao efetiva

O estudo dos efeitos quanticos dentro da QED usual pode ser realizado com a
utilizagao do formalismo da Acao Efetiva (DITTRICH; REUTER, 1985a), que fornece
uma descri¢do precisa e poderosa das interagdes quanticas. A acao efetiva na QED é
uma ferramenta matematica fundamental, pois permite entender e calcular de maneira
sistematica os efeitos das intera¢oes quanticas, incluindo as contribuig¢oes de loop e corre¢oes
perturbativas. Ela é uma fungdo que encapsula todas as informagcoes sobre as interagoes de
um sistema fisico, permitindo derivar ndo apenas as equagoes de movimento, mas também
as propriedades fisicas do sistema, como suas corregoes de energia e os efeitos de auto-
interacao. Na QED, a acao efetiva é essencial para descrever como os campos e particulas
interagem de maneira perturbativa, considerando tanto os efeitos de ordem baixa, que
dominam em regimes de baixa energia, quanto os efeitos de ordem mais alta das interagoes,
que se tornam significativos em escalas de energia mais elevadas. Essa abordagem é
particularmente 1til para estudar efeitos quanticos que nao podem ser descritos por teorias
classicas ou perturbativas simples, fornecendo uma base para a analise de processos como
o espalhamento de particulas, a radiacao de particulas e as corregoes de massa (PESKIN;
SCHROEDER, 2018).

A introducao da acao efetiva na QED envolve a construcao do funcional gerador,
que é a integral de caminho sobre todas as possiveis configuragoes de campos e parti-
culas, ponderadas pela exponencial da acao classica, levando em consideragao também
as contribuigoes de todas as flutuagoes quanticas que ocorrem em torno da configuracao

classica,

f qu eiS[d),J}

= g (3.11)

ZJ] = "l
onde o termo Z [J] em Eq. (3.11) é responsével por gerar todas as fung¢oes de n-pontos da
teoria (GREINER; REINHARDT, 2013), fornecendo as informagoes necessérias sobre as
correlagoes entre os campos quanticos. Em Eq. (3.11), ¢ representa os campos quanticos
da teoria, nos quais se estad interessado em contabilizar seus efeitos em diferentes processos
e interagoes. J representa uma fonte externa, que pode ser algum campo externo especifico,
e a escolha de J permite analisar como a dinamica do campo ¢ é modificada pela influéncia
dos efeitos quanticos advindos dos campos. W [J] é o funcional gerador das fungbes conexas,
definida como a integral no espaco-tempo da densidade Lagrangiana, que encapsula as
interagoes quanticas do sistema. E S [¢, J] é a acdo funcional. Vale ressaltar que Z [J]
¢é a amplitude de transicao vacuo-vacuo, também conhecida como funcional gerador, e é
definida de tal maneira que, na auséncia de fontes de campos externos, temos Z [0] = 1.

Através da quantizacao de campos e da aplicagao de técnicas perturbativas, é possivel
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calcular as corregoes a acgao classica, que resultam na acao efetiva. Essas corregoes
consideram os efeitos de criacao e aniquilagao de particulas virtuais, que sao cruciais para
uma descricao precisa das interagoes quanticas. A acao efetiva é entdao definida a partir do

funcional, que é a transformada de Legendre da agao funcional W [.J],
L[] =W][J] - / d'zJ (z) @, (z), (3.12)

permitindo expressar de maneira concisa os efeitos quanticos no sistema, em que ®. é uma
nova variavel definida como a derivada funcional da W [J] com respeito a fonte J (x)

W]
(@) =5

(3.13)
Esta nova variavel vai ser o campo no qual se esta interessado em analisar sua dinamica.

A agdo efetiva pode também ser obtida através de uma série perturbativa, chamada

de série de Volterra
> 1
I'e,] = ;/d‘*xl---/d%nmr (21 20) Bo (21) -+ - D (2) (3.14)

cujo os coeficientes da série sao as fungoes de n-pontos Irredutiveis de uma Particul (1PI)!

ST [@,]

U(zy-2,) = 6P, (1) -+ 6D, (z,) <I>c=0’

(3.15)

também chamadas de func¢oes de vértice. Nos casos abordados neste trabalho a acao
efetiva é calculada e expressa em termos dos campos eletromagnético e VL, mesmo o
modelo geral contendo também o campo fermionico. Existem alguns métodos especificos
para a determinagao destas agoes efetivas além de Eq. (3.12), em particular neste trabalho

na Secao 3.2.1 sera mostrado um deles.

Existem pouquissimos exemplos em que a ac¢ao efetiva pode ser calculada exa-
tamente, por exemplo nas teorias de campo bidimensionais, modelos de Thirring e de
Schwinger (HAGEN, 1967, JAYEWARDENA, 1988). Em geral, como serd mostrado
adiante, a acdo efetiva pode ser calculada a niveis de loop apresentando corregoes pertur-
bativas ordem a ordem. Em resumo, a acao efetiva na QED é uma poderosa ferramenta
que permite descrever e calcular de forma precisa as interagoes eletromagnéticas a nivel

quantico.

3.2.1 Método do tempo préprio

Para o caso estudado neste trabalho, no qual serao utilizados como fontes externas

os campos eletromagnético e VL, enquanto os férmions sao tratados como campos quanticos,

1 Estas funces possuem este nome pois elas geram diagramas de Feynman que ndo podem ser divididos

em outras partes mais fundamentais a partir do “corte” de uma linha de seus diagramas.
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o funcional gerador generalizado pode ser expresso da seguinte forma

TS|y, J
iy _ [ DUDbe [0:0.7)

Z[J] = —. (3.16)
[ DYDY S
Podemos ainda considerar uma forma perturbativa em série do funcional iWW [J]
W [J] = iWO LT +iWO [J] 4, (3.17)

onde iW () [J] é a parte livre , sem interacdo, da teoria e iW ) [J] é a correcio a 1-loop

contendo a interacdo com o campo fermidnico.

No caso da Lagrangiana fornecida pela Eq. (3.5) e utilizando o resultado para a
integral gaussiana no contexto de férmions, dado pela Eq. (B.8) no Apéndice B, o funcional

gerador apresentado na Eq. (3.16) pode ser reescrito de forma mais detalhada como

W O] det (y*1L, —m)

2l = det (iy#9, — m)

. (3.18)

Utilizando entdo a definicao Eq. (3.17), a acdo efetiva a 1-loop pode ser representada por

_Indet (411, —m)
~ Indet (iy#9, —m)’

iWW L] (3.19)
ou seja, o calculo da acao efetiva a 1-loop agora se resume em encontrar os determinates

acima.

Neste ponto, o método de tempo préprio se mostra fundamental. Desenvolvido
inicialmente por Fock em 1937 ao abordar a equagao de Dirac (FOCK, 1937a), o método
de tempo préprio tem sido aprimorado ao longo de mais de oitenta anos, tornando-se uma
ferramenta indispensavel na fisica tedrica e mateméatica. Esse método s6 foi plenamente
incorporado cerca de quinze anos apés a formulagao inicial da teoria quantica de campos
em sua forma covariante. Ele se destacou especialmente nos trabalhos de Nambu (NAMBU,
1950b), que o aplicou para construir a fun¢ao de Green da equagao de Dirac, e de Schwinger
(SCHWINGER, 1951), que explorou o método no contexto da invaridncia de calibre e o

utilizou para calcular efeitos de polarizacdo do vacuo em campos eletromagnéticos intensos.

Apbs os estudos pioneiros de Fock, Nambu e Schwinger, um avanco crucial no
aprimoramento e consolidagao do método de tempo proprio ocorreu com a introducao
de corregoes quanticas em espagos-tempos curvos. Este desenvolvimento foi amplamente
abordado por De Witt em sua série de trabalhos sobre teoria quantica em espagos-tempos
dindmicos e curvatura (DEWITT, 1965; DEWITT, 1967a; DEWITT, 1967b; DEWITT,
1967c; DEWITT, 1975). Outros pesquisadores deram contribuigoes significativas ao
método: Seeley, com suas andlises em problemas de valores de contorno (SEELEY, 1966;
SEELEY, 1967; SEELEY, 1969), e Gilkey, com suas investigacoes em geometria espectral
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(GILKEY, 1975). Esse método encontrou aplicagdo em uma ampla gama de dreas da
fisica tedrica, incluindo o efeito Casimir (SCHWINGER, 1975; BORDAG; MOHIDEEN;
MOSTEPANENKO, 2001), estudos de anomalias em teorias de calibre quirais (BALL,
1989), a avaliacao da primeira corre¢ao quantica na entropia de buracos negros (CALLAN;
WILCZEK, 1994) e a renormalizagdo em teorias de Yang—Mills utilizando o formalismo de
campo de fundo para célculos em dois e trés loops (JACK; OSBORN, 1982; BORNSEN;
VEN, 2003). Esses avangos estabeleceram o método de tempo préprio como uma ferramenta

robusta para explorar fendmenos quanticos complexos em variados contextos fisicos.

O conceito essencial por tras do método do tempo proprio consiste em parametrizar
a evolugao temporal de sistemas fisicos, proporcionando uma poderosa simplificacao para
calculos que, de outra forma, seriam muito complexos. Esse método é amplamente utilizado
para a construgao de fungoes de Green e na andlise detalhada de efeitos quanticos em uma
variedade de cendrios tedricos. O “tempo proprio” refere-se a um parametro fundamental
que mede o “tempo interno” de uma particula ao longo de sua trajetoria no espago-tempo,
de modo independente do sistema de coordenadas empregado. Ao introduzir o tempo
préprio s como variavel auxiliar, as equacoes de movimento de uma particula relativistica
podem ser significativamente simplificadas, permitindo uma reparametrizacao da evolugao
temporal do sistema. Utilizando s, as coordenadas e o momento da particula sao expressos
como funcoes desse parametro, o que facilita o estudo de sua dindmica e interagdes com o
espaco-tempo. Essa abordagem sera discutida em maior profundidade na secao 4, onde
serao exemplificados os métodos de simplificacao associados ao tempo proprio e suas

aplicagoes em cenarios de teoria quantica de campos e relatividade.

Em termos matematicos, o método do tempo préprio é caracterizado pelo uso
da representacao de operadores por meio de integrais envolvendo o tempo préprio. Esse
formalismo permite reescrever o propagador de uma particula relativistica livre, por

exemplo, na forma de uma integral sobre o tempo proprio. Desta forma,
G(z,2') = / ds (x|e ™| 2" . (3.20)
0

Nessa formulagdo, H representa o Hamiltoniano do sistema, enquanto G(x,z’) é a fungao
de Green que descreve a propagacao da particula entre os pontos 2’ e z. A introducao da
integral sobre o pardmetro s simplifica o problema, tornando os calculos mais manejaveis,
especialmente ao trabalhar com teorias de campos em contextos de espacos-tempos curvos
ou em presencga de campos externos. No caso da equacao de Dirac, o uso do tempo proprio
facilita a solucao da equagao diferencial associada ao propagador de Feynman, permitindo
expressar este propagador como uma integral no tempo proprio, o que simplifica os calculos
das fungoes de Green e o estudo das interagoes de particulas com campos externos (FOCK,
1937a). Desse modo, o método do tempo proprio se configura como uma técnica eficaz e

amplamente utilizada, fornecendo uma abordagem matematica e fisica que simplifica de
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maneira significativa a resolucao de problemas complexos na fisica tedrica e matematica,

especialmente em estudos de alta energia e relatividade.

3.2.2 Método da funcao zeta

Uma alternativa para calcular o determinante na Eq. (3.18) é pelo uso do método da
funcao Zeta de Riemann. Ao longo dos séculos XIX e XX, fungbes especiais tém aparecido
de maneira sistematica e indispensavel na fisica matematica e tedrica. Essas func¢oes, como
as de Dirac, Legendre, Bessel e Hankel, sao amplamente estudadas e documentadas na
maioria dos livros de fisica teérica moderna, pois sao fundamentais para a resolucao de
problemas complexos. Entre essas funcoes, destaca-se a funcao gama, além das solugoes
para equagoes diferenciais que modelam diversos sistemas fisicos. Assim como as fungoes
mencionadas, a funcao Zeta de Riemann pertence ao conjunto das chamadas fungoes
especiais, e sua aplicacao ¢ de grande relevancia para a fisica moderna, especialmente
em areas que envolvem célculos de regularizacao, renormalizacao e métodos de andlise

espectral.

O uso da fungao Zeta para calcular determinantes funcionais gerados pelo forma-
lismo de integrais de caminho é amplamente conhecido como o método de regularizacao
via fungao Zeta, ou ZFR (do inglés, Zeta Function Regularization). Esta técnica é essen-
cial para evitar divergéncias em somas e integrais que surgem naturalmente em teorias
quanticas de campos e outros contextos de fisica teérica. Artigos pioneiros de S. Hawking
(HAWKING, 1975), S. Elizalde, S. Odintsov e A. Romeo (ELIZALDE, 1994), publicados
no ultimo quarto do século XX, mostraram como a regularizacao zeta permite atribuir
valores finitos a somas e integrais que, de outra forma, seriam superficialmente divergentes.
Esse método se tornou uma ferramenta fundamental, possibilitando a anélise rigorosa de
sistemas onde divergéncias aparecem naturalmente, como em calculos de efeitos de vacuo,

corregoes quanticas, e na renormalizacdo em espacos-tempos curvos.

A funcao zeta de Riemann ou funcao zeta de Euler-Riemann, denotada pela letra

grega (, ¢ uma funcao matematica de uma variavel complexa definida como

Cs) =S L (3.21)

ns
n=1

para Ree(s) > 1, e sua continuac¢do analitica em outros lugares (SILVERMAN et al.,
1972; STEUDING; SURIAJAYA, 2020).

Introduzida e explorada inicialmente por Leonhard Euler no dominio dos niimeros
reais na primeira metade do século XVIII, a funcao zeta de Riemann tem um papel

fundamental na teoria analitica dos niimeros, estendendo-se amplamente em sua aplicagao
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para diversas areas, incluindo a fisica, a teoria das probabilidades, a estatistica aplicada, e

até a andlise de sistemas dindmicos.

Em 1859, Bernhard Riemann, em seu famoso artigo intitulado “On the Number of
Primes Less Than a Given Magnitude” (DITTRICH, 2016), ampliou a definigao de Euler
para o dominio dos nimeros complexos. Nesse trabalho, ele demonstrou a continuacao
meromorfa da func¢ao zeta e formulou sua equacao funcional, além de estabelecer uma
conexao entre os zeros da funcao e a distribuicao dos niimeros primos. Riemann também
apresentou a famosa hipotese de Riemann, uma conjectura profunda sobre a localizacao
dos zeros complexos da funcao zeta, considerada por muitos matematicos como o problema
mais desafiador e fundamental ainda nao resolvido na matematica pura (BOMBIERI,

2000), com implicagoes significativas em vérias areas da teoria dos ntimeros.

Para os calculos de um gas quantico fermionico apresentados na se¢do 5, torna-se

interessante definir a funcao Zeta de Riemann da seguinte forma,

o

C(s) = ! :Fés) /Ooodxﬁ, (3.22)

ns et —1

n=1

onde T (s) = [;° dza*"'e™™ ¢ a funcao gamma (SILVERMAN et al., 1972; GRADSHTEYN;
RYZHIK, 2014). A fungao zeta é definida para outros valores complexos por meio da
continuagao analitica da funcdo definida para ¢ > 1. Ademais, a func¢do ¢ (s) é uma
funcdo de uma variavel complexa s = o + it, onde o e t sdo nimeros reais, sendo que
o € a parte real e t é a parte imaginaria de s. Quando a parte real de s, ou seja,
Ree(s) = o > 1, a fungdo Zeta pode ser expressa de maneira convergente como uma soma
infinita ou, alternativamente, como uma integral, dependendo do contexto do problema.
Essa definigao é 1til para estudar as propriedades analiticas da funcao em diferentes regices
do plano complexo, especialmente quando se lida com regularizagoes e calculos em teorias

de campos.

Dessa forma, na se¢ao 5, iremos utilizar as defini¢oes apresentadas nas equacgoes
Eq. (5.29) e Eq. (3.22), bem como outras importantes relagoes entre as fungoes Zeta e
Gamma e suas conexoOes com outras funcoes especiais, para calcular os determinantes
necessarios. Estes determinantes sao essenciais para derivar os efeitos de um gas quéntico
fermionico a uma temperatura finita, considerando as corregoes que surgem devido a

interacao e a dindmica do sistema com relacdo a sua termodindmica.
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Capitulo

Efeito Schwinger a 1-loop com
violacao de Lorentz

Inicia-se a partir desta secao, a descricao e apresentacao das contribuicoes geradas
nos trabalhos realizados nesta tese (COSTA; SOBREIRO, 2022; COSTA; SOBREIRO,
2024).

No fnicio da década de 1930, Heisenberg e Euler (HEISENBERG; EULER, 1936)*
propuseram uma corregao (quantica) as equagoes de Maxwell do eletromagnetismo classico,
que levava em conta os efeitos quanticos da polarizacao do vacuo, a Lagrangiana efetiva
de Euler-Heisenberg.Este mesmo resultado foi posteriormente encontrado por Weisskopf
(WEISSKOPF, 1936) e por Schwinger (SCHWINGER, 1951). Na época sabia-se das
limitacoes apresentadas pela teoria de Maxwell em nivel quantico e algumas propostas
foram feitas com o intuito de se obter generaliza¢oes da mesma, com maior destaque para
os trabalhos de Heisenberg e Schwinger. E possivel mostrar que esses efeitos nio-lineares
estao estritamente relacionados com a probabilidade de criacao de pares de particula-
antiparticula, no nosso caso pares E-P. Basicamente podemos entender que a presenca de
um campo eletromagnético externo excita o vacuo, e assim propicia a criacao desses pares.
Entretanto, devido a limitacao tecnologica da época nao era possivel fazer observagoes
experimentais sobre esses fendomenos quanticos da flutuacao do vacuo nas equagoes do

eletromagnetismo de Maxwell.

Os efeitos nao-lineares do vacuo da QED excitados por um campo eletromagnético
externo nao estao restritos somente a pares de E-P, podendo haver efeitos analogos a este
com diferentes tipos de particulas que acoplem com o féton, gerando também corregoes a
teoria de Maxwell (GIES, 2009). Ademais, é interessante notar que recentemente (GIES;
TORGRIMSSON;, 2016) foi identificado caracteristicas universais na produgao de pares

1 A versdo em inglés pode ser encontrada em (HEISENBERG; EULER, 2006).
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proximos ao ponto critico da transigdo da fase virtual para a fase real destes pares (para
dada configuragdo de campo), utilizando como pardmetro de ordem a parte imaginaria
da acao efetiva, que estda diretamente relacionada com a probabilidade de criacao de
pares, como serd visto adiante. O conceito de universalidade é muito interessante na
fisica, pois significa a independéncia das propriedades macroscopicas do sistema fisico com
suas propriedades microscopicas. Outra aplicacao da Lagrangiana de Euler-Heisenberg
se encontra no estudo de fusao e espalhamento de fétons submersos em um campo
eletromagnético nao homogéneo de fundo. Este processo foi primeiramente investigado

por Adler (ADLER, 1971) sobre a influéncia de um campo puramente magnético externo.

Um exemplo de efeito nao linear da QED ¢é a polarizacao do vacuo devido a sua
instabilidade provocada por oscilagoes de criacao de pares de particula e antiparticula
quando submetido a um campo eletromagnético externo (GIES; KARBSTEIN; SEEGERT,
2016). De acordo com a relagdo AEAt ~ h, para atingir o limiar da energia necesséria
para criagao dos pares, o intervalo de tempo em que eles existem é muito pequeno, ou
seja a dificuldade experimental reside na medicao dos fenémenos fisicos neste intervalo
de tempo At infimo. A produc¢ao de pares de E-P devido a instabilidade do vacuo é
sem duvida uma das predigoes mais estimulantes da QED. Com os recentes avancgos nas
instalagoes de lasers, é possivel agora atingir a intensidade necesséaria de campo elétrico
para que se faca observacoes mais diretas da producdo de pares em instalagoes Opticas
de laser de alta intensidade, tais como Vulcan, Extreme Light Infrastructure (ELI) ou
em X-ray Free Electron Laser (XFEL) 2. A observagio e constatagdo do fendmeno de
criacdo de pares representa um significante avango no entendimento de outros fendmenos
relacionados a efeitos ndo pertubativos em uma Teoria de Campos como o efeito Unruh e
a radiagao Hawking (HEBENSTREIT et al., 2009). O mecanismo de produgao de pares
de particula e antiparticula também é utilizado para se estudar outros fenémenos, como
por exemplo em saturagao em colisoes de fons pesados (KHARZEEV; LEVIN; TUCHIN,
2007).

Dessa forma, esta secao serd dedicada a apresentar o cdlculo desde efeito, adici-
onando como campos externos, para além do campo elétrico, os termos de violagao de

Lorentz no setor fermidnico.

4.1 As contribuicoes ms e b,

Novamente abordaremos aqui a extensao da QED apresentada na secao 3, que

inclui exclusivamente termos de violacao de simetria de Lorentz no setor fermiénico. A

2 Para mais informacées sobre os projetos ELI e XFEL veja eli-laser.eu e xfel.eu, respectivamente.


https://eli-laser.eu
http://xfel.eu
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Eq. (3.7) pode ser simplificada para

1 _
Lopp,, = =7 FuF" + 1 (O, = M)y, (4.1)

E relevante enfatizar que todos os campos que violam a simetria de Lorentz, assim
como o campo de calibre A,, sao considerados neste contexto como campos externos
de fundo e, portanto, nao quanticos. Desta forma, o campo fermidnico se apresenta
como o unico campo quantico em Eq. (4.1). A fim de simplificar a anélise, restringimos
nossa consideragdo a um caso especifico de Eq. (3.8), em que definimos I', = v, e
M = m+imsys + b*y57,. Além disso, especificamos o vetor b* como um vetor puramente
temporal, dado por b, = (0,0,0,0). O campo ms ¢ incluido para examinar potenciais
contribuicoes para o efeito Schwinger, embora, em principio, ele possa ser removido por
uma transformacdo quiral, conforme discutido em (KOSTELECKY; MEWES, 2013).

Visto que o principal objetivo desta secao é determinar a taxa de criagdo de pares
E-P, precisamos calcular a agao efetiva do sistema. Essa tarefa pode ser realizada por
meio da integracao do campo fermidnico em questao. Para isso, podemos iniciar entao

com a escrita do funcional gerador

sy [ DEDyet )P0 m-wiv}
(&

A [A7 b7 TTL5] = f DQZ,D’QDGZ‘fdAlx[J)(w“aH_m)w]

(4.2)

onde W = 75 (ims + byp) —m e WO [A] = =1 [ d4z (F,,F*). Utilizando a férmula
convencional para a integral gaussiana aplicada ao campo fermionico, Eq. (B.8), obtemos

a expressao a seguir

awopa det (v11, — W)

Z|Ab = 4.3
[ ) 7m5] € det(zv“@u—m) ) ( )

de onde podemos derivar a Lagrangiana efetiva a 1-loop,
LY = —ilndet (Y"1, — W) + i lndet (iv"9, — m) . (4.4)

Explorando o fato de que o determinante de um operador = permanece invariante sob uma

transformacdo de similaridade S, o que nos permite escrever Det [Z] = Det [SZS™!] =
1

Det [ESZS571]2, temos a liberdade de escolher S, podendo ser, por exemplo, a conjugacio

de carga. Assim, segue que

£ = —% Indet H + %ln det Hy , (4.5)
com
H = [y, — s (ims + byo) + m] [Tl + — 75 (ims — byo) +m] ,

Ho = ("0, —m) (=i, —m) . (4.6)
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Além disso, foi utilizado o fato de que Cy*C~! = —4#, CVWC~! = " e OCmsC~! =
ms, conforme mostrado em (SANTOS; SOBREIRO, 2016b). Seguindo a abordagem
desenvolvida por Schwinger (SCHWINGER, 1951) para este tipo de célculo, aplicamos a

seguinte identidade fundamental

InO = —/ %e‘ios, (4.7)
0
em Eq. (4.5) para obter
) *d . )
L0 = %tr/ ?S (e7"He — g7 H0%) (4.8)
0

Conforme discutido detalhadamente na secao 3.2.1, o parametro s é identificado como
o tempo préprio do sistema. Dessa forma, podemos interpretar as exponenciais em
Eq. (4.8) como operadores de evolugao temporal que, ao serem aplicados, promovem as
transformacoes necessarias ao sistema. Esses operadores sao responsaveis por implementar

as seguintes transformagoes dinamicas no espaco-tempo, conforme mostrado a seguir

B (S) — ez"HsB (0) e—i’Hs ’
[’ (s)) = e " [a’(0)) . (4.9)

Também ¢é definido

2 (s) |2 (s)) = a'l2'(s)) ,
z(0)|z) = z|x) . (4.10)

A Lagrangiana efetiva a 1-loop é entao mais apropriadamente escrita como

E(l) = %/ ?Str [U (:E/,Z/U, S) - UO (l’l,l‘,S)] 9 (411)
0

~Hos . Dessa forma, o problema reduz-

onde temos U (2, x,8) = e " ¢ Uy (2/,2,5) = e
se agora a avaliar esses operadores de evolucao temporal, que desempenham um papel
fundamental no contexto quantico. O operador U (z/,z, s) pode ser interpretado como
o operador que descreve a evolucdo de um sistema quantico regido pelo "Hamiltoniano’
H ao longo do tempo’ s. Na mecanica classica, o operador de evolucao temporal é
responsavel por induzir as transformacoes sobre as coordenadas e 0os momentos, expressas
por z, (s) =z, (z(0),p(0),s) e p,(s) = pu (z(0),p(0),s), que sdo obtidas ao resolver
as equagoes de Hamilton-Jacobi (GOLDSTEIN, 1950). No contexto quantico que estamos
considerando, as equacoes analogas as equagoes de Hamilton-Jacobi sao as que regem a
evolugao do sistema, dadas por (DIRAC, 1958; FOCK, 1937b; NAMBU, 1950a)
HU (2" (s),x(0),s) = i%U(m' (s),z(0),s) ,
I (0)U (2 (s),2(0),s) = (—io" —eA*(x))U (2’ (s),z(0),s) ,

I (s)U (2' (s),x(0),s) = (i0™ —eA* (")) U (2’ (s),2(0),s) , (4.12)
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as quais descrevem o comportamento dinamico dos operadores quanticos com a condicao
inicial

limU (2, z,8) =6 (' —z) . (4.13)

s—0

Assim, para determinar U (z/, x, s), é essencial resolver o sistema de equagoes diferenciais
em Eq.(4.12), respeitando a condicao inicial fornecida em Eq.(4.13). Esse procedimento
deve ser realizado em conjunto com as equacoes de movimento de Heisenberg, as quais
descrevem a evolugao temporal dos operadores quanticos e sao fundamentais para capturar

a dindmica completa do sistema ao longo do 'tempo’ s. As equacoes de Heisenberg sao

dadas por
e IO R
%s@ i, (s) . H) . (4.14)

Esta tarefa s6 pode ser alcangada se os campos forem conhecidos.

Aplicando o procedimento descrito anteriormente, podemos entao considerar o
caso especifico em que os campos F*?, b e my sao constantes tanto no espaco quanto no
tempo. Dessa forma, ao assumir essas condigoes, o primeiro Hamiltoniano presente em
Eq. (4.6) se simplifica e torna-se uma expressao que depende exclusivamente das varidveis
relevantes para o sistema em questao, sem a complexidade introduzida pelas flutuagoes

desses campos, dado por

H = 11> + N"II, + M (4.15)
com
e . .
M = _§UW~FW + (b2 — mg) — 2ibmyyy — 2immsys +m? |
N” = (2imzy57" — 2ibys0y) - (4.16)

No caso em que os campos sao considerados constantes no espaco e no tempo, as equagoes
de movimento de Heisenberg, apresentadas em Eq. (4.14), simplificam-se significativamente.
Sob essas condigOes, as equagOes tornam-se mais trataveis, uma vez que as dependéncias
espaciais e temporais dos campos desaparecem, resultando em uma forma mais direta e

explicita das equagoes de movimento para os operadores quanticos, dadas por

dIl, (s)
ds
day, ()
ds

= eF, (2II" (s) + N¥)

— 200, (s)+ N,. (4.17)
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Essas equacoes podem ser resolvidas para II, (s) e II, (0) em termos de z, (s) e z, (0),

«

e B
(6 = 56 (o) a0
1
2

—~ =N,
e B
1.0 = (Grg) )0 3N (4.18)

Voltando para Eq. (4.15), obtemos

Ho = (w3 (s) = ()] K7 [z () — 2 (0)] — 3t | ciimy | —
CINEN, M, (4.19)
9787
com K77 = 1 %) . Agora, a primeira equacio em Eq. (4.12) pode ser resolvida
usando Eq. (4.19). Assim,

Uz s) = Meﬁw)—wwn[—tanzzim]W[r“<s>—w”<one_%tr D 00 (4 90)
s
onde Q = _};N #N, 4+ M representa uma quantidade que depende dos campos do sistema.

O termo C'(2/, ) é uma constante de integragao que surge durante o processo de resolugao
das equacoes diferenciais, e, por esse motivo, nao apresenta dependéncia explicita do
parametro s. Utilizando as equagoes restantes presentes em Eq.(4.12) e Eq.(4.18), podemos
determinar uma expressao para a constante de integracao C' (z/, x), levando em conta as

condicoes de contorno e as relacoes entre os campos, dada por

C (:1/7 l’) _ C«Oefif;,(eA“f%N‘Lf%e]:“ﬁ[yg(s)fyB(O)])dy 7 (421)

onde C é uma constante que é determinada a partir da aplicacado da condi¢ao inicial
apresentada em Eq. (4.13). Esta condicao inicial fornece os valores de referéncia necessarios
para resolver completamente as equagoes diferenciais envolvidas, permitindo assim calcular
a constante Cy de maneira consistente com as condigoes do sistema no momento inicial. A
constante Cy é, portanto, determinada e dada pela seguinte expressao

i

Co=——>.
(4r)

(4.22)

Portanto,

U@ s) = i 7 = Ollifimml,, o (= O herm 222 mios (4 93
s

Para obter uma expressao para Uy (z, x, ), podemos simplificar o processo definindo

os campos F,,, b e ms como zero na equagao Eq. (4.23). Ao fazer isso, obtemos uma
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forma mais simples para o operador de evolugao temporal, que resulta na expressao a
seguir, onde as contribui¢oes desses campos de fundo sao desconsideradas,

1 2

U (', x,s) = —We’im s, (4.24)

Agora, como o0 nosso objetivo é calcular a amplitude de transi¢ao vacuo-vacuo, é necessario
considerar o limite em que as coordenadas de ponto de inicio e fim coincidam, ou seja,
tomamos ' = x. Nesse contexto, ao aplicarmos esse limite, as equagoes Eq.(4.23) e
Eq.(4.24) se simplificam e tornam-se mais adequadas para o célculo da amplitude desejada,

uma vez que as condigoes iniciais e finais agora coincidem. Assim, temos

Ulz,z,8) = — (4;8)261171256;”1&"‘{3(;@6@'5 7
Uy (z,x,8) = —ﬁe_im% : (4.25)
com
Q = —gcrw]:’“’ + (4b2 — 3m§) + 4ibmsy — 2immsys . (4.26)
A Lagrangiana efetiva é entao reescrita como
£ = 3217r2 /000 geim% [e’%t“n%ﬁsfﬁtr (e’igs) — 4] : (4.27)

O problema de calcular a Lagrangiana efetiva é, portanto, simplificado e reduzido a uma
questao fundamental: encontrar os autovalores de F,, e Q'. O primeiro desses autovalores
jé foi cuidadosamente calculado por (SCHWINGER, 1951), o cdlculo também esté contido

no Apéndice C e a expressao para ele é dada por

: 2
P [—%tr In Sm};;__ejs)} - [sinh (i;?) scilﬁ)(eas)] ’ (428)
onde
- (VEman) . - (Ve R- ) (4.29)
com R = }l]:“"]-zw = & - B, que representa a forma de Pontryagin, caracterizando a

interagao entre os campos elétrico (£) e magnético (B). Por outro lado, Y = 1 F5,F* =
1 (B? — &%) corresponde a forma de Maxwell, descrevendo a densidade de energia associada

aos campos elétrico e magnético no contexto de eletromagnetismo classico.

Como o objetivo final deste estudo é calcular a probabilidade de criagdo de pares
E-P, damos continuidade ao processo com mais uma simplificacao crucial: a aproximacao
do campo elétrico puro. Além disso, conforme discutido por (SCHWINGER, 1951;
DITTRICH; TSAL ZIMMERMANN;, 1979; VALLURI; LAMM; MIELNICZUK, 1982),
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a probabilidade de criacao de pares, no contexto de campos de fundo constantes, s6 se
manifesta de forma significativa quando o campo ¢é exclusivamente elétrico. Essa situacao
pode ser relacionada a eletrodindmica classica, na qual o campo magnético, embora
presente, nao realiza trabalho direto sobre as particulas carregadas, sendo o campo elétrico
o unico responsavel por transferir energia para as particulas e, assim, permitir o processo
de aceleracao. Assim, ao expressarmos Q' de maneira explicita na forma matricial e
considerando o limite em que o campo é puramente elétrico, podemos determinar os
autovalores correspondentes, que sao fundamentais para o calculo da probabilidade de

criacao de pares no cenario estudado. Os autovalores sao dados entao por

@)Y =a+ \/ (4ibms)® — (e€ + 2mms)> . (4.30)

onde definimos o = (4b> — 3m?), uma expressao que caracteriza a contribui¢do dos
pardmetros envolvidos no sistema. Utilizando as equagoes fornecidas em Eq. (4.28) e
Eq. (4.30), podemos derivar a seguinte expressao para a Lagrangiana efetiva, que descreve

o comportamento do sistema no contexto de um campo elétrico puro,

1o (6 (©) 1o (6 (©)
1 [ ‘ ‘ cosh [—3 ( +a’ )] cosh [—s <a+ —a’ )]
E(l) _ ﬁe—zm% ezsocegs 2 2 -1

R sinh (e£s) ’
(4.31)
com
o = /B2 + (e€ — o)’
a® = \/52 + (e€ + i5)2
g = 4bms ,
b = 2mms. (4.32)

Para complementar a andlise da Lagrangiana efetiva apresentada na Eq.(4.31), é necessario
investigar se ela contém termos divergentes quando o parametro s se aproxima de zero. Para
realizar essa verificacdo, comegamos expandindo o primeiro termo dentro dos colchetes da
Eq.(4.31) em uma série de poténcias de s. Através dessa expansao, identificamos os termos
divergentes que surgem quando s — 0. Estes termos divergentes sao entao subtraidos por
meio do processo de renormalizacao, de modo a garantir que a Lagrangiana resultante seja
finita e bem comportada. A parte divergente associada ao campo elétrico é combinada com
a parte livre, dada por Eq. (4.1), conforme foi mostrado por Schwinger em (SCHWINGER,
1951). A contribui¢do que viola a invariancia de Lorentz é tratada de forma semelhante
ao que foi feito por (SITENKO; RULIK, 2003), sendo absorvida de maneira apropriada.

Apo0s esses ajustes, obtemos a forma final da Lagrangiana efetiva,

1 (€)) (€)) 1 (&) €))
,52 871T /Oo‘jje—z‘m% ez‘saegsCOSh [% ( +a813j(zc:;[% (* — - )}

— dsa+ %82 [6 (a?+ 8% +6%) —4 (66)2:| - 1> : (4.33)
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totalmente renormalizada, que descreve o comportamento do sistema no limite de um campo
elétrico puro, levando em consideracao todas as corre¢des necessarias para garantir a consisténcia
tedrica. B simples verificar que, no limite em que os campos que violam a invaridncia de Lorentz
tendem a zero na Eq. (4.33), o resultado classico e bem conhecido obtido por Schwinger em
(SCHWINGER, 1951) é recuperado. Esse resultado corresponde & expressao tradicional para a
Lagrangiana efetiva no caso de um campo elétrico puro, sem a presenca de termos adicionais que

quebrem a simetria de Lorentz, como esperado dentro do contexto fisico estabelecido.

Além disso, é interessante e 1til realizar a expansao da Eq. (4.33) até a primeira ordem
na interagdo entre os campos, uma vez que isso nos permite analisar de forma mais detalhada as
correcoes induzidas pela interacdo. Ao fazer essa expansio, obtemos uma expressdo que descreve
o comportamento do sistema de maneira aproximada, levando em conta os efeitos de primeira
ordem, que sdo cruciais para entender as contribuigoes adicionais dos campos envolvidos na

dindmica do sistema. Neste caso, obtemos
202
() _ €€ (5 3

E possivel observar facilmente que, ao realizar essa expansdo, um termo que é invaridvel sob a
simetria CPT é gerado. Esse resultado é consistente com aqueles previamente encontrados em
estudos anteriores, como os de (FERRARI et al., 2021; GOMES et al., 2010; SCARPELLI et al.,
2013), que também identificaram a geragao de termos semelhantes em contextos de interagoes

entre campos com violagoes da simetria de Lorentz e consideracoes sobre a simetria CPT.

4.2 Analise de criacao de pares E-P

Agora, avancando para o célculo final da probabilidade de criacdo de um par E-P devido
a interagdo com o campo externo (VL e elétrico), o que é comumente conhecido como o efeito
Schwinger, é importante observar que essa probabilidade pode ser expressa de forma precisa por
meio de uma relagdo especifica. A probabilidade de criar um par E-P, levando em consideragao
o impacto do campo externo sobre o sistema quantico, ¢ dada pela seguinte relacio, conforme foi
derivado e discutido em (DITTRICH; REUTER, 1985b),

— 1 — e 2mWAbms] (4.35)

2
P =1~ [{0/0) 4,1n,

onde W [A] = [ d*zL é a que representa a agdo do sistema, e (0|0) , corresponde a amplitude
de probabilidade associada ao campo permanecer no estado de vacuo, sem que haja transicoes
para outros estados. Se, por acaso, (0|0) A,b, m5 = 1, ou seja, quando o estado de vacuo inicial
permanece inalterado ao longo do processo, isso implica que ndo houve a criacdo de um par E-P.
No entanto, ao considerar valores pequenos para W [A, b, ms|, podemos utilizar uma aproximagao
para a probabilidade, que é dada pela relacao proposta em (DITTRICH; REUTER, 1985b),

P=2 / d*z ImL . (4.36)
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Portanto, a densidade de probabilidade de criar pares E-P é simplesmente P = 2Im/L. Portanto,
para obter a probabilidade de criagdo de pares E-P, precisamos apenas da parte imaginaria da

Lagrangiana efetiva. Aproveitando o fato de que a parte imagindria da seguinte relagao
e = cosx +isinz, (4.37)

é uma funcdo impar e a parte real é par, a parte imaginaria da Lagrangiana efetiva é dada por

cosh |:%8 (af) + a(_g))] cosh [%s (af) - a(_5)>]

Imﬁgtls)) = 1 /OO ds sin [s (a — m2)] e€s
0

872 3 sinh (e€s)
1
2 . 2 2 2 2, 52 2
—sacos (m?”s) — sin (m?s) <125 [6 (& + B+ 6°) —4(e€) } - 1)] , (4.38)
e entdo, reorganizando os termos usando o fato de que

sinx = 1 (em — e_m)
i )
1, . ,

cosT = (e +e™) (4.39)

a parte imagindria de Eq. (4.33) resulta em

s B [2s (a© 4 a®Y] cosh [Ls (0 — o©
Imﬁgé)):817r221i/oo ge*imzs eisaegscos [28 (a+ +asin)h}((:<)i’ss)[28 (a+ : )}

— isa+ %32 [6 (0 + % +6%) — 4 (65)2] - 1} . (4.40)
Em comparagao com a Eq.(4.38), os limites da integral foram modificados, e agora podemos
continuar com a resolugao da equacao Eq.(4.40) aplicando o método do residuo. Os polos, que
surgem devido a presenca da funcéo sinh no denominador, sao localizados em s,, = —?—5”. Para
garantir uma taxa de criacdo de pares com decaimento exponencial decrescente, fechamos o
contorno da integral por um semicirculo no semiplano inferior. Ao computar os residuos dos
polos simples, podemos utilizar a série de Laurent da funcao m Isso nos permite calcular

a contribuicdo dos polos para a integral, resultando na seguinte expressao,

(e€)” o= (=1)"

873 n2
n=1

+\/(4bm5)2 + (e€ — 2mm5)2)] cosh [

1inm

cosh [ <\/(4bm5)2 + (e€ + 2mms)*+

1inm

208 (\/(4bm5)2 + (e€ + 2mms)*—

nm

—\/(4bm5)2 + (e€ — 2mm5)2>] o~ 2 (m? =462 +3m3) (4.41)

Como os campos que violam a invariancia de Lorentz sdo considerados muito pequenos em
comparagdo com outros efeitos, podemos expandir a Eq. (4.41) até a segunda ordem nos
parametros que violam essa invariancia. Isso nos permite obter uma aproximagao mais precisa
para os efeitos de primeira e segunda ordem induzidos por esses campos. Com base nisso,

podemos reescrever a expressao considerando apenas os termos relevantes para essas ordens,
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resultando em uma forma que descreve adequadamente o impacto dos campos violadores da
invaridncia de Lorentz sobre o sistema. Assim, temos
0 2
1 65 m2n7r
Im[lgz) €)= g (ef) e e
8n2x3

n=1

(4.42)

1 2mmsnm 2 Smgnﬂ n Anmh?
e e e |’

Concluimos esta secdo observando que as contribuigoes dos campos de fundo que violam a
invariancia de Lorentz para a taxa de criacao de pares E-P sao extremamente pequenas, devido
ao fato de que esses campos VL estdo na ordem de 10714 GeV (KOSTELECKY; RUSSELL,
2011). No entanto, apesar dessa magnitude diminuta, pode ser teoricamente possivel medir
essas contribuigoes em experimentos de alta precisdo, como o experimento Laser Und European
X-ray Free Elec- tron (XFEL) Experiment (LUXE), que investiga as interagoes de campos fortes
com alta sensibilidade. A préxima se¢do sera dedicada a discutir a viabilidade de observar tais
efeitos em experimentos experimentais recentes e seus potenciais impactos. Além disso, vale a
pena observar que a massa pseudo-escalar ms de fato contribui para o efeito Schwinger, mas de
maneira nao-linear, uma vez que a contribuicao é proporcional ao quadrado de ms. Isso pode ser
explicado pelo argumento de que a rotacao quiral s6 é vilida até a primeira ordem em ms, e
ordens superiores poderiam, em principio, surgir, embora sejam muito pequenas e dificilmente

detectaveis nos experimentos atuais.

4.3 Fenomenologia

Embora o efeito Schwinger calculado anteriormente seja valido para o caso de um
campo elétrico constante, na pratica, é extremamente desafiador gerar experimentalmente
um campo elétrico com essas condig¢oes ideais (RINGWALD, 2001). Diante dessa limitagao,
diversas pesquisas foram realizadas com o objetivo de explorar se lasers de alta intensidade,
que produzem um campo elétrico alternante, poderiam ser utilizados para investigar o efeito
Schwinger (BUNKIN; TUGOV, 1969; BREZIN; ITZYKSON, 1970; POPOV, 1971b; POPOV,
1971a; POPOV, 1973; MARINOV; POPOV, 1977; SCHUTZHOLD; GIES; DUNNE, 2008).
Em resposta a esse desafio, uma série de experimentos foi proposta para sondar o fenémeno,
utilizando lasers de alta intensidade. Entre esses experimentos, destacamos o SLAC-E144 (o
primeiro a tentar explorar o efeito Schwinger por meio de espalhamento Compton nao linear
e do processo de Breit-Wheeler (ALTARELLI et al., 2019)), além do XFEL, ELI, Station of
Extreme Light (SEL) e LUXE. Do ponto de vista experimental, é muito mais vidvel alcangar
as intensidades necessarias para campos eletromagnéticos utilizando lasers de alta poténcia.
Assim, esta secdo é dedicada a discutir como é possivel correlacionar os resultados obtidos
para o campo elétrico constante com uma situacido mais préxima da realidade experimental,
explorando se esse cenario pode ser utilizado para investigar a violacao da invaridncia de Lorentz
a partir dos resultados da Eq. (4.42). O nosso foco principal recai sobre o experimento LUXE
(JACOBS, 2021), que representa uma das iniciativas mais promissoras para explorar esses efeitos

em condigOes experimentais modernas.

Do ponto de vista experimental, existem dois pardmetros fundamentais para descrever os
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processos nao lineares na QED: o parametro de adiabaticidade, definido como v =
a frequéncia do laser, e o pardmetro quantico £ = %, que quantifica a relagdo entre a intensidade
do campo de fundo e o campo critico de Schwinger. O termo “pardmetro de adiabaticidade” é
empregado devido & sua analogia com a producao de pares no vacuo e o fenémeno de ionizacao
atomica, sendo utilizado também para distinguir o regime nao perturbativo do regime perturbativo
na probabilidade de ionizacao (DUNNE, 2009). Em particular, quando v > 1, estamos no
regime nao perturbativo, cujo comportamento é proporcional ao resultado obtido por Schwinger
(SCHWINGER, 1951; HARTIN; RINGWALD; TAPIA, 2019). Nesse contexto, podemos tratar
nossos resultados como um caso em que 7 > 1, aproximando o sistema a um regime onde a
producao de pares é dominada por efeitos nao lineares. Com isso, pretendemos comparar essas
previsoes tedricas com os resultados que se espera obter no experimento LUXE (JACOBS, 2021),
avaliando a possibilidade de verificar experimentalmente os efeitos da violagao da simetria de
Lorentz em campos extremamente intensos. Essa comparacao podera fornecer insights valiosos
sobre a validade de nossos modelos tedricos em condi¢oes extremas e explorar potenciais desvios

do comportamento previsto pelo modelo padrao.

No experimento LUXE, o processo de Breit-Wheeler sera explorado como uma ferramenta
para investigar a transicdo entre os regimes perturbativo e ndo perturbativo na criacdo de pares
de particulas (ABRAMOWICZ et al., 2021). O processo de Breit-Wheeler refere-se a produgao
de pares E-P a partir da colisdo de dois fétons, um fenémeno que é particularmente relevante em
condigbes de campos eletromagnéticos extremamente intensos. Para uma descrigao detalhada
da configuragao experimental, incluindo os arranjos especificos e os desafios técnicos envolvidos,
recomendamos consultar (ABRAMOWICZ et al., 2021) e as referéncias complementares ali
indicadas. Como discutido anteriormente, quando o parametro de adiabaticidade v > 1, podemos
considerar que o sistema opera em um regime nao perturbativo. Nesse caso, é possivel aproximar
a probabilidade de criagao de pares ao resultado obtido para um campo elétrico constante
(RINGWALD, 2001), permitindo que nossos calculos tedricos sejam aplicados para prever os

resultados esperados em LUXE.

65 2 1 _M
mc (&) = (872,, PO T (4.43)

n=1

A ideia central é que, se o experimento LUXE for capaz de medir a transi¢do entre os
regimes perturbativo e nao perturbativo, ele podera servir como um ambiente experimental
util para testar o resultado apresentado na Eq.(4.42). Isso poderia, ao menos, fornecer novos
limites sobre os parametros associados a violagao da invariancia de Lorentz. No entanto, durante
os estudos preliminares planejados para a fase 1, onde essa transi¢do devera ser observada, o
numero minimo de pésitrons produzidos por criacdo de pares E-P ainda estara abaixo da faixa
necessaria para que os efeitos de violagdo de Lorentz se tornem detectaveis. Ao analisarmos
a Eq.(4.42), observamos que, dado que os valores para os campos que violam a invaridncia de
Lorentz sdo extremamente baixos devido as restrigoes experimentais atuais, a precisao estimada

para o experimento LUXE nao sera suficiente para detecta-los diretamente.
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O significado fisico da Eq. (4.42) reside na sua interpretagao como a probabilidade de
que um par E-P seja gerado por unidade de tempo e volume unitario (RINGWALD, 2001).
Considerando o volume caracteristico de um espaco-tempo de Compton, que é da ordem de
~ 107°9, m3s, essa probabilidade deveria se aproximar do valor previsto para um campo elétrico
no limite invariante de Lorentz. Para que esse fenomeno seja observavel, a intensidade do campo
elétrico precisaria estar na escala de aproximadamente 10%'&...3 Esse valor é extremamente
elevado, representando um desafio significativo mesmo para os experimentos de ponta mais
avancados atualmente. Portanto, futuras melhorias tecnolégicas e aumentos na intensidade dos

campos laser serdo essenciais para a exploracdo dessas previsoes tedricas.

Outra analise interessante que pode ser realizada é observar os dois ultimos termos
presentes na Eq. (4.42). Dependendo dos valores numéricos dos campos de fundo b e ms,
podemos notar um impacto distinto na probabilidade de criacdo de pares: especificamente, se
b > ms, h4 um pequeno aumento nessa probabilidade, enquanto que, se b < ms, ocorre uma
diminuicao. Embora esses efeitos sejam extremamente sutis, eles indicam a influéncia dos campos

que violam a invaridncia de Lorentz.

Além disso, é possivel observar que, no caso especifico em que b = %m5, as contribuigoes
dos campos VL se anulam completamente, resultando em um cenério em que a violagao aparente
desaparece. Portanto, se os experimentos futuros, como os conduzidos no LUXE, nao forem
capazes de detectar essas pequenas contribuicoes, isso poderd impor uma nova restri¢do sobre
os valores possiveis para os campos b e ms. Essa possibilidade poderia, assim, fornecer uma
ferramenta indireta para limitar esses parametros, mesmo que a precisdo experimental atual
ainda ndo permita uma observacao direta. Em ltima analise, isso abre uma janela para testar
a consisténcia tedrica dos modelos que preveem tais violagoes de simetria, refinando nossas

previsoes para a fisica além do modelo padrao.

3 Embora tenhamos utilizado unidades naturais ao longo dos célculos, para obter essa estimativa do

campo elétrico foi necessario converter para o SI, restaurando as unidades apropriadas no resultado da
Eq. (4.42).
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Capitulo

Gas quantico fermidonico a
temperatura finita com violagao de
Lorentz

Nesta se¢do, a conexao entre os termos que violam a invariancia de Lorentz no setor
fermidnico e a distribui¢do de Fermi-Dirac serd explorada, e os efeitos da violagdo da simetria de
Lorentz na distribui¢do de férmions com temperatura finita serdo examinados. Além disso, as
possiveis implicagoes dessas descobertas para o desenvolvimento de nova fisica além do Modelo
Padrao serao discutidas. O céalculo da distribui¢do de Fermi-Dirac que apresentaremos aqui é,
também, interessante pois nos dird qual é a energia livre do sistema em questao. Esta que é
conhecida por fornecer importantes informacoes de varias dreas da fisica, como nucleossintese

primordial, fisica de plasma, interior solar e em vérios outros contextos (SANTOS et al., 2010).

Para introduzir os efeitos da temperatura, o formalismo de Matsubara serd utilizado
(MATSUBARA, 1955; KAPUSTA; GALE, 2011). Este formalismo é uma técnica poderosa na
mecanica estatistica e na teoria quintica de campos para descrever as propriedades termodinami-
cas dos sistemas. Nomeado em homenagem ao fisico Tomonaga Matsubara, que introduziu o
método em 1955 (MATSUBARA, 1955), o formalismo de Matsubara fornece um framework para
calcular médias térmicas e funcoes de resposta em sistemas de muitos corpos. Envolvendo uma
complexificacdo da varidvel de tempo e uma transformada discreta de Fourier, este formalismo
permite que as func¢oes de correlagdo de tempo imaginario do sistema sejam relacionadas com
suas observaveis fisicas a temperatura finita. Isso tem muitas aplicacoes na fisica da matéria
condensada e na fisica de altas energias, entre outros campos (LITVINOVA; SCHUCK, 2021;
MENA et al., 2020; HOTTA, 2019; LITVINOVA; WIBOWO, 2019).

Além disso, a interagdo dos campos quinticos de Dirac com um campo eletromagnético
externo é considerada para derivar os efeitos da temperatura em um gés quéntico fermionico
com um fundo que viola a invaridncia de Lorentz, permitindo o uso do formalismo da agao

efetiva. Como mencionado anteriormente, a acao efetiva é uma ferramenta ttil para derivar e
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investigar efeitos fisicos na teoria quantica de campos, veja, por exemplo, (GOMES; NEVES,
2023; ALTSCHUL et al., 2023; FERRARI et al., 2021; COSTA; SOBREIRO, 2022) no qual
foi aplicada dentro do contexto de VL, e referéncias ali contidas. De fato, a teoria de Dirac-
Maxwell é considerada, complementada com termos que violam a invaridncia de Lorentz no setor
fermidnico. Eventualmente, o campo eletromagnético serd tomado zero para rastrear os efeitos

da temperatura e dos termos VL.

Retornando ao formalismo dos Integrais de Caminho, a acdo efetiva pode ser obtida
diretamente a partir do gerador funcional apropriado para o sistema em questao. Dessa forma,

temos
ZA,n] = / DyYDypet /4 wLlAn] (5.1)

Aqui, £ [A, n] representa a Lagrangiana da teoria, que depende tanto do potencial eletromagnético
externo, denotado por (A,), quanto do conjunto de campos de fundo que violam a invariancia
de Lorentz, indicados por (n). Novamente os campos ¢ e 1 representam, respectivamente, os
espinores de Dirac e seus correspondentes conjugados, que descrevem as particulas fermionicas
do sistema. E importante notar que o fator de normalizacdo usual na Eq. (5.1) é assumido

implicitamente.

Mais uma vez, consideramos uma extensao da QED que inclui exclusivamente termos
responsaveis pela violagdo da invariancia de Lorentz no setor fermionico, Eq (4.1). Reiteramos,
novamente, na Eq. (4.1), o campo fermionico é o tnico tratado como campo quéntico, enquanto
todos os demais campos, incluindo aqueles que violam a invaridncia de Lorentz e o campo
de calibre A, sdo aqui considerados como campos externos de fundo, sem dinamica quéntica
associada. Essa distin¢cdo permite focar nas modificacées introduzidas pela presenca desses

campos externos no comportamento quantico do sistema fermioénico em questao.

Aplicando a férmula da integral gaussiana padrdo para o campo fermidnico, apresentada
no Apéndice B, Eq. (B.8), obtemos

Z[A,n] =det (T"I1, — M) = det G [A, n] (5.2)

Para calcular o determinante em Eq. (5.2), empregaremos o método de regularizacao via funcao
Zeta, conforme descrito em (HAWKING, 1977a) e também discutido na se¢do 3.2.1. Entretanto,

a definicdo comum do determinante de um operador arbitrario

—_—
—
—

, que é dada pelo produto de seus autovalores, revela-se ineficiente aqui, pois esse produto diverge
no presente caso. Para resolver esse problema, adotaremos uma definicdo generalizada para
o determinante, estabelecendo algumas condi¢bes especiais. Primeiramente, consideramos o
operador = com autovalores discretos, tal que ZE¥ (z)n = {nV (z),,. Em seguida, definimos a
funcao ¢ associada a esse operador para controlar a divergéncia dos autovalores e permitir a

obtencao de um valor finito. Dessa forma, temos

G(s)=) & =D o =3 e (5.3)
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D¢z (0) =

derivando com relacdo a s e depois fazendo s = 0 temos
Oy D_e™ | =D e e
s=0 n
- Yome,
n

n
e ‘—Zlngne_shl&n _
n 5=0

=-In]]& (5.4)

s=0

, portando para um operador arbitrario =, o determinante associado a ele pode ser calculado

Ccomo
det E = ¢ =0 (5.5)

Neste caso, (z (s) representa a fungdo Zeta associada ao operador =. A principal vantagem em
adotar essa defini¢io para o determinante é que a derivada J(,)(z (0) ndo apresenta singularidades
para a maioria dos operadores que sao relevantes em problemas fisicos. Essa abordagem permite
regularizar o determinante de forma mais robusta e aplicavel em diversos contextos onde métodos

usuais falham devido a divergéncias.

Assim, ao formular a expressdo para a acdo efetiva no nivel de 1-loop, denotada por

iW [A]V | obtemos a seguinte forma geral,
iW [A]Y = Indet G [A,n] . (5.6)

Mais uma vez, aproveitando o fato de que o determinante de um operador permanece invariavel
sob uma transformagao de similaridade, podemos reformular a Eq. (5.6) de modo alternativo,

obtendo assim a seguinte expressao
i (A0 = %m det {G[A,n] GO [An]} (5.7)

onde definimos G(®) [A,n] = SG [A,n] S~'. Essa formulacdo é particularmente ttil para simplifi-
car o calculo das fungbes Zeta associadas aos operadores que investigamos neste trabalho. A partir
dessa expressao, prosseguiremos com a analise de casos especificos na Eq. (3.8), considerando

diferentes configuragoes de campos de fundo que violam a invaridncia de Lorentz.

5.1 A contribuicao d"”

A investigacdo comecga levando em consideragao, inicialmente, apenas a contribuicdo do
campo d*’. A partir dai, a agdo efetiva é calculada utilizando a expressdao dada por Eq. (5.7),
onde escolhemos a matriz de conjugagao de carga C' como a transformagao de similaridade. Dessa

forma, para o campo d"”, podemos expressar a acao efetiva da seguinte forma

W A, d)D = Indet {G[A,d} G© [A,d]}é , (5.8)
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com G[A,d] =T*II, —m, e

G[A,d) = T*IL, —m,
T =yt 4 dPryPyg
M=m. (5.9)

Em particular, para simplificar a analise, escolhemos o campo d*” como sendo temporal, definindo-
o como d" = diag(d,0,0,0). Com essa escolha, ao aplicar a férmula usual para o determinante,
Indet= = TrlnZ=, obtemos a expressao resultante. Essa abordagem facilita a avaliacdo do
determinante do operador envolvido, permitindo uma andlise mais direta das contribuigoes

associadas ao campo d"¥ na acdo efetiva. Assim, obtemos

iVVL4¢ﬂa)::%IW]nKF”HM——WU(—F“HM——WD]. (5.10)

Agora, desenvolvendo um pouco mais a Eq. (5.10), chegamos a

iW [A, d](l) = %TT In [—H2 + gaug}"“f +idyPod oIl + idyPodoMs + idy°odTlIls +
+idy° o M1y + idy 0@ Tlolly +idy o35l — d?IoIly + m?] . (5.11)

Neste ponto da andlise, é conveniente considerar o limite em que o campo eletromagnético é nulo,
ou seja, impondo F* = 0. Dessa forma, simplificamos a expressao, o que nos permite estudar as
contribuigdes provenientes apenas dos outros termos presentes no modelo, sem a interferéncia do

campo eletromagnético neste trabalho. Portanto,

iWMﬂm:%WmK, (5.12)
onde
Q B+ K 0
K- P « 0 —in ]
ik 0 @ 18+
0 —ik 1B = «
a =05 — 0y — d*05 +m?,
B =2dd,0o,
v = 2d0200,
K = 2d030y . (5.13)

Diagonalizando a matriz K e realizando a transformacao para o espaco dos momentos, onde

substituimos 0, — —ik,, obtemos uma nova forma para K, que pode ser reescrita como

a—P* 0 0 0

0 a-P° 0 0
Koo = , 5.14
(diag) 0 0 a+tP* 0 (5.14)

0 0 0 a+P*
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com P* = —2dkgk. Portanto, expressao Eq. (5.12) produz
iW [A, d](l) =tryIn[p? (= P*)] +troIn [p 2 (a +PY)] , (5.15)

Em que tr, indica que o traco esta sendo calculado no espaco de coordenadas. Para garantir que
a acdo permaneca adimensional, introduzimos o pardmetro de massa arbitrario u, por definigao.
Com essa convengao e aplicando as definigoes das Eq. (5.2) e Eq. (5.5), obtemos a seguinte

expressao
iW A, dY = —85¢ (0) . (5.16)

Neste caso, (2 (s) é definida como (2 (8) = (—2(a—p) +(u2(atp)- Considerando-se que os campos
estdo normalizados em um volume Q = L* no espaco euclidiano de quatro dimensdes, é realizada
uma rotagdo de Wick, transformando dy — i0y. Assim, (—8(2t) — 8(23)> pode ser aproximado por
uma representacdo de ondas planas com autovalores da forma (k% + kg) Com essas condicoes, a

fungao (2 (s) pode finalmente ser expressa na seguinte forma
Co(s)=p® QI +1], (5.17)
onde

— d4k 2 2 21.2 2 -s
I, = 7 | (kg + k2 + d*kg + m® + 2dkok)
(2)

d4k 2 2 21.2 2 —s
I _/(%)4 [(k0+k + d2k2 + m? — 2dkok) ] , (5.18)

com k = k(3) sendo o momento tridimensional.

Para incorporar os efeitos de temperatura na funcao (2 (s) associada a um géas quantico de
particulas fermionicas, substituimos a funcao de kg por uma funcao dependente da temperatura,
ajustada para satisfazer condi¢bes de antiperiodicidade. Este procedimento é comumente referido
como a prescricao de Matsubara, permitindo que os modos de frequéncia sejam discretizados, com
cada termo associado a uma frequéncia de Matsubara definida. Tal formalismo, detalhado em
(KAPUSTA; GALE, 2011), é essencial para o estudo da dindmica térmica de sistemas fermiénicos,
uma vez que permite uma analise precisa das contribuigoes térmicas no limite de altas e baixas
temperaturas. Basicamente se compactifica a direcdo temporal, no formalismo de integrais
de caminho, identificando-se o inverso da temperatura com o raio da dimensao temporal. A

substituicao é dada por
> dk =, (72
/ 270f k) = > f <62 [20 + 1]2> : (5.19)
- =0

com (3 = % Assim, as integrais Eq. (5.18) tornam-se

I = Y00, [ [ oo Msinbdkdodd (12 4 g2 | @212 4 m? {2dkok) "

o e’
o) m m oo k2sin —s
L =308 fy7 Sy Iy e (kG + K kg + m? —2dkok) ™ (5.20)

onde foram utilizadas coordenadas esféricas, com d*k = k? sin dkdfde, o que facilita a integracio

em relacdo as variaveis angulares ao explorar a simetria esférica do sistema.
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O calculo de I sera abordado primeiramente. A expressao pode ser reescrita da seguinte

forma,

L =20 fy Oommf%%ﬂt[ (l+%)d+k]2}f , (5.21)

onde 0 = %’r e A =o? (l + %)2 +m?. Dessa forma, ap6s realizar as integracoes sobre 0 e ¢,

obtemos a seguinte expressao

—S

oo 00 1
E*dk {1+ % (5.22)
1=0 0 Az
Neste ponto, ao introduzirmos a seguinte mudanga de variaveis,
k I+14)d
oo hrolitg)d (5.23)

A3

simplificamos a expressdo para prosseguir com o cdlculo. De forma que, Eq. (5.22) torna-se

)3
a(l+ )d

o software Mathematica (INC., ), e o resultado final obtido é

103 1 2
1-s 1 2IAZ TS (—3425)A2 502 (14-2) a2 (-2 4
I+ = Zl O{A O’(l+2)d+ T { ( S) o'( 2) } ( 2 S)} ’ (525)

in ZA% /OO (z — ry)? (1+2?)"dz, (5.24)
=

N[

Neste caso, temos que k; = . A integral dada em Eq. (5.24) pode ser resolvida utilizando

[

By §E=r) AT (s)

com I (s) representando a fun¢do Gama, agora, considerando que d é pequeno, podemos expandir

a Eq. (5.25) em uma série para encontrar uma aproximagao que nos permita obter

3
AT T(3)D(=3+4s) | Al=so(i+1)d
I (27r ) Py 0{ (ZQF)(S)( = + (1_(5)2) N
T2 (— s l7502 L)2a2r (=34
N 5 (—3425)A3 4F((Sz)+2) d’T(=3+s) o) (d3)} ) (5.26)

Nesta etapa, embora seja uma limitagdo para o nosso sistema especifico, é pratico adotar o
limite de massa zero, pois ele nos permite derivar uma expressao consolidada para as somas
presentes na Eq. (5.26). Este limite é frequentemente considerado em estudos envolvendo gases
ultra-relativisticos, como evidenciado em vérias fontes da literatura (CHEN; SPIEGEL, 2011;
BORGHERO; DEMONTIS; PENNISI, 2013; FELIX; MOREIRA JR., 2023). Além disso, alguns
sistemas da fisica da matéria condensada também fazem uso de teorias de QED sem massa,
conforme discutido em trabalhos como (NOVOSELOV et al., 2005). Uma outra aplicagao
relevante é explorar teorias adicionais de QED, onde o limite de massa zero também pode ser
adotado para simplificar a andlise, como visto em (TEBER, 2012; KOTIKOV; TEBER, 2013;
TEBER, 2014; JAMES; KOTIKOV; TEBER, 2020). Adicionalmente, existe uma expectativa
crescente de que as violagbes de Lorentz se manifestem em energias muito altas, e, por isso,

assumir esse limite é de fato coerente com o objetivo de nossa pesquisa, pois se alinha diretamente
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ao estudo dos efeitos dessas violagdes em contextos de altas energias. Assim,

%—s 1

B Y M OO LY G L W G G )
I =55 5k Ll ]2r<s>2 - +[ 2(1]_5) -

—s

) eV W e g O e

2T(s)

(5.27)

Para o calculo de I_, o procedimento seguido é essencialmente o mesmo, com a Unica diferenca
sendo a troca de sinal no termo de k;. Isso leva a modificacao do resultado, que agora se expressa

da seguinte forma

. PEI(-3+s)  [o2(+2)°] o (i+1)d
I =55 2iso INO) - =y

1

(20 21" () ()
sy | o

E possivel observar que a unica diferenga entre as expressoes das Eq.(5.27) e Eq.(5.28) reside
em um sinal negativo nos termos de primeira ordem em d. Como resultado, a contribuicao
mais significativa na expansdo em d ocorre na segunda ordem, refletindo a natureza dos termos

presentes. Com base na defini¢do da fungdo Zeta de dois argumentos,

[e.9]

€(27p) = Z (Tl +p)72 > (529)

n=0

podemos agora proceder para o préximo passo da andlise. A forma final de Eq. (4.34) pode ser

escrita como

B\ (—345)oB—25¢(25—3.1
G(s) = oo MBIt OB8a) 1 4 (g4 95)07] (5.30)

Agora, finalmente, avangamos para o cdlculo da Lagrangiana efetiva. Sua conexdo com a agao

efetiva é expressa pela seguinte relacao,
W A = /d%ﬁ 8, d)Y = Q8L (8,d)V . (5.31)
Comparando esta expressao com a expressao Eq. (5.16), inferimos
LD (8,d) = =05} 8704 ¢ (0) - (5.32)

Portanto, ao realizar a derivada em relacdo a s e entao tomar o limite s — 0, obtemos

£W(8,d) = —p! (;Z)gr (2) r (—Z’) o3¢ <—3, ;) (1-3d%) . (5.33)

A partir de

_ OgBnt2(9)
C(=n.q) = - n+1)(n+2)’ (5-34)
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onde By, 42 (q) s@o os polindmios de Bernoulli, sendo os primeiros

BO(Q):17
1
Bl(Q):q_§7
1
Bz(Q)=q2—q+g,
3 1
B — 3 _ 2.2 -
3(q) = ¢ 50+ 54
1
B :4_23 2 -
1(q) = ¢ TR
5 5 1
B5(q):q5—§q4+§q3—éq, (5.35)

podemos chegar na seguinte expressiao para a Lagrangiana efetiva

28 g B5 (4) <;>4 (1-3d?) . (5.36)

MW (3.d) =

=

q:2

Além disso, ao empregar a relacdo conveniente que envolve a derivada dos polinémios de Bernoulli,

(‘9(q)Bn (q) = TLBn_l (q) s (537)
finalmente temos
7 w2
@ = 7 (1-3d?
£ (3,d) 180 54 (1-3d°) . (5.38)

Aqui, o resultado foi multiplicado por um fator 2 para considerar adequadamente as duas
projecoes de spin do gas de elétrons e positrons, uma vez que cada particula possui dois estados
de spin possiveis, o que contribui para a multiplicidade da solucdo. A expressao apresentada na

Eq. (5.38) também pode ser reescrita de maneira alternativa,

2 ® 3de
M (8,d) = == (1 — 3d? / .
£ () = 5 (=) [ 5 (539)
onde a identidade
& 62n71d€ 1—2 27T n |B2TL|
=(1-2"" — 5.40
/0 er +1 ( )(p> dn 7 (540)

foi utilizada. Comparando com a defini¢ao apresentada em (1.14), podemos identificar o resultado
obtido na Eq. (5.39) como a energia livre do sistema. Esta energia livre é expressa em fungao
da distribuicado de Fermi-Dirac, que foi corrigida pelo termo de fundo que viola a invariancia
de Lorentz, levando em consideracdo a interagdo entre os campos quanticos. Essa expressao é
valida para o caso especifico em que o potencial quimico é nulo, o que simplifica a analise do

comportamento termodindmico do sistema sob tais condigdes.

5.2 A contribuicao b*

Como segundo exemplo, vamos estudar a contribuicao de b* para o gas quantico fermioénico.

Especificamente, para simplificacdo, consideramos a contribuicdo do tipo temporal, em que
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b* = (b,0,0,0), o que reduz a complexidade do problema. A estrutura do célculo segue a mesma
abordagem que utilizamos anteriormente para o caso do campo d,,. Dada a semelhanca com o
exemplo anterior, os detalhes dos célculos serao abordados de forma resumida aqui, sem repeticao

dos passos ja conhecidos. Comecamos, entdo, com a acao efetiva associada, que é expressa por
W [A, b](l) = %TT In (H2 — 27:[)’}/50'011_[1 — 2ib750’021_[2 —

—2ib’}/50’03H3 — 60'382 + b2 + ’I?’L2) . (541)

Novamente, o processo de construcao da fungdo Zeta segue um procedimento andlogo ao que

foi discutido anteriormente para o campo d,,. A partir daqui, consideramos o limite no qual

o campo eletromagnético se anula, e procedemos com a transicdo para o espaco euclidiano de

quatro dimensdes. Este movimento para o espacgo euclidiano nos permite facilitar a manipulacao

das integrais e resolver a equacao diferencial de maneira mais eficiente. A funcdo Zeta, no

contexto deste campo b, é entdo formulada da seguinte maneira,
O (s) = p2QI_+1 5.42
G (s) =p™ Q-+ 1), (5.42)

com

7o = [ (m2+b2+k§+k%++k§+k§—2b k%+k§+k§)_

o=y (gi’)a <m2 + 0% + k§ + kT + +k3 + k3 + 2b\/kT + k3 + k:g)_ : (5.43)

Usando novamente a prescrigdo de Matsubara Eq. (5.19), obtmos para I (_b)

1% = (24:)3 i /0 ” dkk? [A + (k- b)z} s (5.44)
=0

(k=b)

Para resolver a equagdo dada em (5.44), realizamos a substituicio = = , 0 que transforma a

[N

A
equacgao (5.44) na seguinte forma,
47 > 3_g & 2 2\ —S
I_= 3ZA2 do (x4 k)" (14 27) (5.45)
(2m)" 1= 0

facilitando o processo de resolucdo subsequente. Neste caso, temos agora que K; = AL%. A
equacao resultante pode ser resolvida, mais uma vez, com o auxilio do solftware Mathematica
(INC., ). O resultado final obtido é, ji considerando o limite de massa nula e aplicando a equagao
dada em (5.29),

(b) _oar (2T a1 b
0 =g () T s 2y
1 —2
72 |¢(25=3,1)+(2) ¢(25—1,1)p2(25—3)|T(s—2
i {( 2) (5) 41§(s) 2) } (S 2) ' (5.46)

b . . ,
Para IEL) o processo é andlogo e o resultado é

3—2s
_ s s b
L= (5) e g

. . [4(23—3,§)+(%’) _24(25—1,%)52(23—3)} (s—3)

e (5.47)
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Combinando todos esses resultados na equagao apresentada em (5.42), ao realizar a derivada
em relagdo a varidvel s e, em seguida, ao tomar o limite quando s — 0, obtemos, finalmente, o

seguinte resultado

A5Gy (0) = gﬂ (27)> (;)3 [c (—3, ;) ~3 (?) 72g (—1, ;) b2] . (5.48)

Finalmente, usando as relagoes Eq. (5.34), Eq. (5.35) e Eq. (5.37) juntamente com Eq. (5.32),
chegamos a

7 56%b?

Onde novamente foi multiplicado por um fator 2 para levar em conta as duas projegoes de spin

de elétrons e pésitrons.

Podemos observar na Eq. (5.49) que o campo b introduz uma contribui¢do a energia livre
que esta diretamente acoplada a temperatura. Esse efeito revela um adendo, ainda que pequeno,
representado por um termo quadratico na temperatura, em contraste com o caso invariante,
onde tal dependéncia nao esta presente. Essa diferenca destaca a influéncia do campo b na

termodinamica do sistema. Por exemplo, podemos realizar a seguinte analise: no caso em que

/ 5
l_ - A

observamos que a energia livre do sistema se anula. Esse resultado, de certa forma, era esperado,
ja que o campo b é considerado muito pequeno, o que faz com que a temperatura necessaria para
que isso ocorra esteja proxima do zero absoluto, regido onde a energia também se torna nula.
Nesse cenario, com a violagdo de Lorentz, seria possivel atingir esse limite um pouco antes, ou
seja, em uma temperatura ligeiramente superior ao zero absoluto. Outro ponto interessante é
que a medida que o campo b aumenta e ultrapassa o valor da temperatura, temos uma regiao

onde os valores da energia se tornam negativos.

Figura 7 — Grafico da energia livre em funcdo da temperatura para b = 2.107* GeV.

10°°L(T)
5 L

T (GeV)

-15 2)(10—15 3 -15 4x10—15

Fonte: Autor, 2025.
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Esses resultados ficam mais evidentes quando analisamos o grafico da figura 7, no qual
foi feito o “plot” da Eq. (5.49), normalizada de tal forma que fosse possivel utilizar o valor
b=210""GeV.

5.3 As contribuicées ¢ e f*

Como exemplo final, consideramos as contribui¢coes dos campos c¢*” e fH* para o gas
quantico fermionico, analisando suas implica¢bes no contexto fisico. Uma relagao bastante
interessante é compartilhada por esses campos de fundo, que permite uma conexao entre eles.
De fato, é possivel, por meio de uma transformagao apropriada nos campos fermionicos, transitar
de uma teoria que contém o campo f* para uma teoria que contém exclusivamente o campo ¥,
como foi demonstrado em (ALTSCHUL, 2006; KARKI; ALTSCHUL, 2022). Essa equivaléncia
sugere que ambos os campos, apesar de suas diferencas formais, devem gerar os mesmos efeitos
fisicos em qualquer configuracdo do sistema. A partir dessa equivaléncia, podemos concluir que
os efeitos gerados por ¢’ e f# sdo fisicamente indistinguiveis, o que é confirmado pela analise

detalhada da relagdo entre eles, que pode ser expressa de forma matemaética como
1
= —gf”f” . (5.51)

Na presente discussdo, apenas campos do tipo temporal na forma ¢ = diag(c,0,0,0) e f* =

(f,0,0,0) sdo considerados. Assim,
L

Comecando com o campo f*, a acdo efetiva associada a este caso especifico é dada pela seguinte
)

expressao,

WA, f]V =Indet G [A, f] , (5.53)

N[

onde G[A, f] = (-0 + f203 + m?)

funcao Zeta pode ser escrita como

. Ao passar para o espago dos momenta e avaliar o trago, a

8 2 [>® _
Co(s) = ”SM%QZ/ Kk (Ap + )77, (5.54)
(2m) = Jo
com Ay = (1 — f2) o2 (l + %)2 +m?2. Mais uma vez, fazendo uso da mudanca de varidvel z = £,
A?
f
e ubstituindo na expressao Eq. (5.54), chegamos a
8T s\ ados [T 2 2\ S
G (s) = Tl QZA2 2? (14 27)  dz. (5.55)
(27T) 1=0 0
A solugao da integral acima é lida em (GRADSHTEYN; RYZHIK, 1943)
o0 - 1
/0 dza" 1 (14 x2)y t o §B (%’ 1l—v— %) , (5.56)

Onde B (%, 1—v-— g) ¢é a funcdo beta de Euler, uma funcao especial amplamente utilizada em

varias areas da matemética e da fisica, que também pode ser representada de forma alternativa
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por outras expressoes equivalentes, dependendo do contexto em que é aplicada. Para o nosso
caso podemos fazer uso da seguinte representacio

I'(z)T (y)

P =Ty

(5.57)
Tomando novamente o limite m = 0 para obter uma forma fechada para a soma, a expressao
Eq. (5.55) simplifica para

4
)

3 3 g— 3
(o (s) = Q1 - f2)o?]2°¢ (23 -3, 1) FE)I-3) : (5.58)

2 I'(s
Usando as relagoes Eq. (5.34), Eq. (5.35) e Eq. (5.37) juntamente com Eq. (5.32), aplicando a

derivada em relacdo a s e tomando o limite s — 0, finalmente obtemos

7 w2

= 505 (1- fZ)% : (5.59)

M (8, f)

Para o campo ¢, o cdlculo segue a mesma abordagem e estrutura utilizados para o campo anterior,
com as devidas adaptacoes necessarias. Dessa forma, apds realizar as etapas pertinentes, partimos
para o resultado final, que pode ser expresso como segue
LW (B,c) = T (1+2c+c2) (5.60)
180 B4 ’

o que concorda com Eq. (5.59) na primeira ordem em ¢, de acordo com Eq. (5.51) e Eq. (5.52).

5.4 Fenomenologia

Discutindo de forma mais qualitativa a fenomenologia dos resultados obtidos acima,
podemos fazer algumas observagoes importantes. Em primeiro lugar, é possivel notar que ambos
os campos VL adicionam uma contribuicdo extremamente pequena, como era de se esperar, dada
a natureza inerentemente diminuta desses campos, conforme demonstrado por varios estudos
tedricos e experimentais sobre o assunto (KOST ELECKY; RUSSELL, 2011). Por exemplo,
o valor atribuido ao campo b em um experimento de espectroscopia com dtomos de Cs deve
ser inferior a 10714 GeV (ROBERTS et al., 2014a; ROBERTS et al., 2014b), enquanto para o
campo ¢, em um sistema combinado, o valor também é esperado ser na ordem de 10~ GeV
(CRIVELLIN; KIRK; SCHRECK, 2022). Referindo-se a equagao (5.52), podemos inferir que
o valor de f? deve ser praticamente idéntico ao valor de ¢, dado que ambos compartilham
propriedades e magnitudes similares nas condigoes experimentais descritas. Além disso, outras
percepgoes podem ser obtidas a partir dos resultados analiticos alcancados, proporcionando
uma visdo mais aprofundada dos efeitos da violagdo de Lorentz em diferentes contextos fisicos e

experimentais, ampliando as possibilidades de futuras investigacdes nesse campo.

Também, como foi comentado anteriormente, podemos observar que o campo b introduz
uma contribuicdo a energia livre que estd diretamente acoplada a temperatura. Esse efeito
revela um adendo, ainda que pequeno, representado por um termo quadratico na temperatura,

em contraste com o caso invariante, onde tal dependéncia ndo estd presente. Essa diferenca
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destaca a influéncia do campo b na termodindmica do sistema. E um caso interessante que surge
é o caso em Eq. (5.50), no qual observamos que a energia livre do sistema se anula para este
valor especifico de temperatura, criando um vinculo com o campo b. Esse resultado, de certa
maneira, ja era antecipado, uma vez que o campo b é extremamente pequeno, o que implica que
a temperatura requerida para tal condi¢do se aproxime do zero absoluto, regido na qual a energia
também se anula. Nesse contexto, considerando a violagdo de Lorentz, seria viavel alcancar esse

limite um pouco antes, ou seja, em uma temperatura um pouco mais alta que o zero absoluto.

No caso dos campos f* e ¢", esse comportamento ji era amplamente esperado devido
a equivaléncia entre eles, conforme demonstrado em trabalhos anteriores (ALTSCHUL, 2006;
KARKI; ALTSCHUL, 2022). Essa equivaléncia sugere que, apesar das diferengas formais
entre os campos, seus efeitos fisicos devem ser idénticos quando aplicados ao mesmo sistema,
especialmente no que diz respeito aos efeitos térmicos. De fato, podemos observar que esses
campos atuam de maneira muito semelhante no comportamento térmico de um gés quantico
fermidnico, com a contribuicdo de cada um influenciando de forma quase indistinguivel as
propriedades termodinamicas do sistema. Isso é particularmente vilido quando nos referimos aos
seus componentes temporais, que sdo os principais responsaveis pelas alteracdes no comportamento

térmico observado.

Por fim, é importante notar que, embora os campos que violam a simetria de Lorentz
exibam comportamentos notavelmente semelhantes entre si na distribuicao de Fermi-Dirac, suas
contribuicgbes sdo extremamente pequenas, o que torna qualquer tentativa de anélise experimental
uma tarefa bastante desafiadora. Mesmo em diferentes regimes de temperatura, ndo se observam
efeitos significativos atribuiveis a esses campos, o que reforga a dificuldade em detectar tais
efeitos nas condigoes usuais de experimento. Quando examinamos os resultados das equacoes
(5.39), (5.49), (5.59) e (5.60), fica claro que ambos os efeitos dos campos de violacao de Lorentz
apresentam magnitudes muito inferiores a 1, ou seja, sdo da ordem de grandeza < 1, observando
também os resultados em (KOSTELECKY; RUSSELL, 2011). Esse fato implica que as influéncias
desses campos sobre as propriedades do sistema, fisico sdo tao sutis e de tal natureza que se tornam
praticamente indetectéveis nas condigoes experimentais tipicas. Esses efeitos s6 poderiam, a
priori, serem observados em experimentos extremamente sensiveis e cuidadosamente controlados,

capazes de detectar variagbes minimas que normalmente passariam despercebidas.
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Capitulo

Consideracoes finais

Com o objetivo de sintetizar os principais pontos e andlises abordados ao longo desta
tese, dedicaremos uma secdo a reflexdo sobre o impacto dos resultados obtidos e suas implicagoes
para o campo de estudo em questao. Esta reflexdo visa destacar de forma clara como os objetivos
estabelecidos no inicio do trabalho foram atingidos, considerando as metodologias e os resultados
alcancados. Além disso, discutiremos as possiveis dire¢des para futuras pesquisas, sugerindo
caminhos que podem ampliar o entendimento sobre os tépicos tratados, explorar novas abordagens

experimentais e tedricas, e, assim, contribuir para o avanco continuo da &area.

Como ponto de partida para esta tese, buscamos compreender de que maneira e em
quais contextos os efeitos da violagdo da simetria de Lorentz poderiam ser investigados dentro
da estrutura da QED. Como foi abordado anteriormente, os efeitos de uma possivel violagao da
simetria de Lorentz poderiam se manifestar em escalas de energias inferiores a escala de Planck,
e em dois cendrios distintos: em situacgoes que envolvem efeitos cumulativos ou por meio de
efeitos que exigem medicoes de alta precisao. A QED se destaca nesse contexto, pois é uma
teoria que ja possui uma vasta gama de experimentos com grande precisdo. Contudo, nosso
objetivo foi identificar algum efeito dentro da QED que pudesse ser observado em um regime de
altas energias, condizente com a escala de energias da propria teoria. Dessa forma, a andlise foi
direcionada para investigar como a violacao de Lorentz poderia se manifestar no efeito Schwinger,
uma vez que este efeito surge na QED invariante de Lorentz como um fenémeno relacionado
a altas energias (SCHWINGER, 1951). Em particular, esperamos que o efeito Schwinger se
manifestasse para intensidades de campo elétrico da ordem de £ = 10*,V/em, onde fenomenos

de alta energia podem emergir com maior clareza.

Como proximo passo na evolugdo da tese, introduzimos os campos de violagdo da simetria
de Lorentz. Para isso, selecionamos dois campos de fundo dentro do conjunto de variedades
descritas na Eq. (3.8), que sdo o campo b, e a massa pseudo-escalar ms. O campo b, foi escolhido
por ser um dos campos mais amplamente estudados no contexto do modelo padrao estendido, o
que nos permitiu verificar e comparar alguns resultados durante os cédlculos, garantindo uma

major confiabilidade no processo de andlise. Além disso, o campo b, apresenta resultados dentro
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do calculo de agbes efetivas que, embora possuam certa ambiguidade, poderiam nos fornecer pistas
para futuras investigagdes, embora nao tenhamos avancado significativamente na resolugao dessa
questao. Por outro lado, a massa pseudo-escalar my foi escolhida por ser um componente presente
na Eq. (3.8) que j& é conhecido por poder ser removido da teoria por meio de uma transformagao
quiral do campo fermiénico, conforme mostrado na Eq. (3.10). Contudo, é importante destacar
que essa transformacao é valida apenas até a primeira ordem, o que nos levou a esperar que,
em ordens superiores, a massa pseudo-escalar pudesse contribuir de maneira significativa para o
efeito Schwinger, além de outros possiveis efeitos quanticos que ainda precisariam ser analisados

com maior profundidade.

Utilizando o formalismo de acdo efetiva, avangamos para a obtencdo da probabilidade de
criacdo de pares no vacuo sob a influéncia de um campo elétrico de fundo, conhecido como efeito
Schwinger, com a inclusao dos campos VL de fundo, b, e ms. Para o calculo da acao efetiva,
também foi empregado o método de tempo proprio, conforme descrito na segdo 3.2.1. Ao realizar
os calculos, verificamos que ambos os campos de fundo contribuem para uma leve ampliacao do
efeito Schwinger, embora essa contribui¢do seja extremamente pequena. Além disso, conforme
esperado, a massa pseudo-escalar aparece no resultado final, dado na equagao (4.42), apenas na
segunda ordem de magnitude, confirmando que, de fato, ndo ha contribuicdo significativa de
primeira ordem para o efeito Schwinger. Esse comportamento é consistente com a expectativa
tedrica de que a contribuicdo da massa pseudo-escalar s6 se torna relevante a ordens superiores,
corroborando a ideia de que os efeitos de violacido de Lorentz sdo sutis e se manifestam em escalas

mais altas de energia.

Analisando agora do ponto de vista experimental, com base nos novos experimentos
mencionados anteriormente, como LUXE, XFEL, SEL, entre outros, que visam realizar medigoes
mais precisas e fornecer evidéncias mais robustas sobre a criacio de pares, é possivel perceber que
estamos em um momento de grandes avangos nesse campo. Em particular, o experimento LUXE
destacamos como o mais adequado para buscar resultados que se aproximem do efeito Schwinger
puro, ou seja, a criacdo de pares no vacuo devido a presenca de um campo elétrico de fundo
constante. Embora ainda em estagios iniciais, os experimentos estdo em busca de medigdes que
possam corroborar a evidéncia do efeito Schwinger sob a simetria de Lorentz, com as intensidades
de campo que estdo sendo estudadas ainda abaixo do limite critico de campo de £ = 104, V/em.
Como discutido na secao 4, para que ocorra uma produgao de pares correspondente ao efeito
Schwinger invariante de Lorentz, ou seja, no volume espaco-tempo de Compton, ~ 107%m3s,
considerando a presenca dos campos de fundo de violagdo de Lorentz, seria necessario que os
campos elétricos atingissem intensidades da ordem de 10%'&,.. Esse fato evidencia o desafio
técnico e experimental que ainda existe para alcancar condi¢ées adequadas para observar tais

efeitos em experimentos praticos.

Ainda em relacdo ao efeito Schwinger, uma andlise adicional que podemos realizar é
observar os dois ultimos termos na equagao (4.42). Nela, podemos perceber que, dependendo dos
valores numeéricos dos campos b e ms, a probabilidade de criacdo de pares pode sofrer um pequeno

aumento (b > ms) ou uma diminuicado (b < ms). Embora essa variagdo seja extremamente
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pequena, ela sugere uma influéncia sutil dos campos de fundo que violam a simetria de Lorentz
sobre o processo de criacdo de pares. Além disso, podemos notar que, quando b = %m5, a
contribuicdo dos campos VL desaparece completamente, implicando que, nesse caso, nao haveria
efeito adicional provocado pela violagdo de simetria. Dessa forma, se experimentos futuros
nao conseguirem medir essas contribuicoes, seria possivel estabelecer uma restricdo entre os
valores dos campos b e ms. Isso poderia fornecer uma ferramenta importante para testar teorias

envolvendo violacao da simetria de Lorentz, limitando os valores possiveis para esses campos.

Partindo agora para as consideragoes finais da segunda parte da tese, buscamos analisar
os efeitos de temperatura finita em um fundo sujeito a violagdo da simetria de Lorentz. Para
isso, nossa abordagem consistiu em derivar a energia livre de um gas de férmions sob a influéncia
de campos especificos de violagao de Lorentz presentes no fundo. Este estudo foi desenvolvido
na secao 5, onde exploramos as implicacbes da temperatura finita sobre as propriedades do
sistema. A andlise buscou compreender como a presenga desses campos VL pode modificar o
comportamento do gas de férmions em diferentes regimes de temperatura, fornecendo uma visao
mais profunda sobre as interagoes quanticas e os efeitos da violacdo de simetria de Lorentz em

condigoes nao nulas de temperatura.

Novamente, escolhemos trabalhar com os campos b, e ms, baseados nos mesmos argu-
mentos utilizados para o efeito Schwinger. No entanto, neste caso, buscamos estender nossa
analise para incluir uma gama mais ampla de campos de VL, considerando também os campos
dyv, ¢ € fu. Os dois tltimos, em particular, sao de grande interesse devido a relagao entre
eles, conforme descrita na Eq. (5.51), o que abre novas possibilidades de investigagdo. De fato,
os resultados obtidos para o efeito fisico final corroboram as afirmagoes feitas em trabalhos
anteriores, como (ALTSCHUL, 2006; ALTSCHUL et al., 2023). Essa extensao da andlise nao s
amplia a compreensao dos efeitos da violagdo de Lorentz, mas também fornece insights valiosos

sobre as interagoes entre os diferentes campos de fundo no contexto de temperaturas finitas.

Como era esperado, ambas as contribuigées de VL para a energia livre de um gas de
férmions sdo relativamente pequenas, porém bastante interessantes. Um exemplo disso é o
termo gerado pelo acoplamento do campo b com a temperatura, que introduz uma contribuicao
quartica a energia livre. Essa analise demonstra que, embora as contribui¢ées dos campos VL
possam parecer sutis a primeira vista, suas interacées tém o potencial de influenciar de maneira
significativa o comportamento do sistema. Isso evidencia a complexidade dos efeitos que essas

violagoes podem produzir.

6.1 Perspectivas futuras

Como perspectivas futuras desta tese, nosso objetivo é investigar maneiras de aumentar a
producao de pares de modo que os efeitos de VL possam ser explorados com maior profundidade.
Uma abordagem ja discutida na literatura para alcangar esse objetivo é a utilizacdo de campos
elétricos oscilantes, conforme apresentado em trabalhos como (BREZIN; ITZYKSON, 1970;
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SCHUTZHOLD; GIES; DUNNE, 2008). A presenca desses campos oscilantes pode levar a uma
reducio no valor do campo critico, o que facilitaria a observacao de efeitos mais préximos dos
resultados experimentais. Esse fendmeno é conhecido como “efeito Schwinger dinamicamente
assistido”, e oferece uma possivel via para intensificar os efeitos quanticos no processo de criagao
de pares. A exploragdo dessa abordagem pode abrir novas perspectivas para realizar experimentos
mais sensiveis, onde as contribui¢es da violacdo de Lorentz poderiam ser observadas de maneira

mais clara e precisa.

Outra possibilidade a ser considerada seria a inclusdo de um campo magnético no céalculo
final da probabilidade de criagdo de pares. Com essa abordagem, seria possivel explorar fontes
astrofisicas como estrelas de néutrons, que possuem campos magnéticos extremamente intensos
(DUNCAN, 2000), além de buracos negros (PUTTEN, 2000), que também apresentam fortes
campos magnéticos nas suas proximidades. A presenga desses campos magnéticos poderia alterar
significativamente as condi¢oes para a criacdo de pares, permitindo a investigacao de efeitos
quanticos em regimes de campos intensos, onde as interagoes se tornam muito mais fortes. Essas
fontes astrofisicas, com suas condi¢Oes extremas de campo, oferecem um ambiente ideal para
estudar a violagdo da simetria de Lorentz e outras manifestacoes de efeitos quanticos em campos

de grande intensidade.

Por fim, no que diz respeito a parte do gas quantico, seria de grande interesse prosseguir
com a analise termodindmica do sistema, investigando como os efeitos termodindmicos influenciam
o comportamento dos campos e do gas de férmions sob a presenca de violacdo da simetria de
Lorentz, como por exemplo o caso b, com outras possiveis configuracoes. Este estudo aprofundado
abriria possibilidades para novos insights sobre a violacdo de Lorentz, além de proporcionar uma

compreensao mais completa dos efeitos quanticos e suas interagées em diferentes arranjos.
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Matrizes " e suas Propriedades

A métrica utilizada é:

~10 0 0
Lo 100
0 010
0 00 1

Matriz v e suas relagoes:

2. {y" " = =2

1 0
3. 70 = (0 _1>;

. 0 o )
4. vt = ( ; O) onde o' sao as matrizes de Pauli;
—0

5. Yt =4

6. Yy =2

7. Yyt = —4nP;

8. Yy YA = 2Py,

9. 15 = — 5" Py Yo V8;
10. i€uopYs = =V VYo VB:

11, YoYeYA = NorYA + MerVo — Mo Ve — t€arrvY’ V5

Definindo uma nova matriz:
12. ot = % [fy“’f)/y};

13. [0y Ye] = 2i€¢umy 753
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14. Ouvy = ieuu'y('}%’}/cs

15. [0 1] = 2 (" = 0y");

k
| o 0
10 0% = ek (0 ak>;

1 0 0 0
17 12— o> 0\ [0 -1 0 0 _ 3
0 o3 0 1 0 ’

0 0 —1

18. o%= 0. 7 .
o 0

O produto escalar é dado como:

19. vyuat = nugyﬁa“ =v-a=—%"+~'’.

Propriedades de traco:
20. tr (’ylalfygcﬂ) = —4aq - as;
21. tr (71a172a273a3’y4a4) =4[(ay - az) (ag - aq) — (a1 - a3) (ag - ag) + (a1 - aq) (a2 - as)];
22. tr (V) = =4

23. tr (Va1 ¥a¥8) = 4 [Muwlas — Muavs + Muslval-

Mais algumas propriedades:
24, Ay, = —4;
25. yu(y-a) v =27 q
26. Yu(v-a)(y-b)y* =4a-b;

27. Y (v-a)(v-b) (y-e)y* =2(y-a) (v-b) (v-¢).



88

-
APENDICE

Integrais Gaussianas

Aqui serd apresentado alguns resultados de integrais gaussianas que foram utilizadas no

trabalho. Primeiro conhecemos o resultado para a integral gaussiana ordinaria:

/daze_a"BQ - (2)5 (B.1)

Sendo z um vetor D-dimensional e A uma matriz simétrica podendo ser diagonalizada através

de uma transformagao de similaridade por uma matriz U unitaria:
Apiag = UAU™. (B.2)
Entdao uma mudanca na varidvel 2’ — Ux nao altera o elemento de volume. Assim, temos:

_ T / _ T —1 _ T .
/d:c'De z't Az :/dee z UAU ‘'z :/dee ' ADjag®
D

> :
11 [ aziemos -11 (&) — Y/ (det 4)2. (B.3)

Outro resultado interessante é da seguinte integral:

/de e 2" Avtpe, (B.4)
Para encontra-lo modificamos o termo da exponencial completando quadrado:
1 1
—ExTAx + pr = —3 (z— A_lp)T Az — A_lp) —pTA 1), (B.5)

Fazendo a seguinte mudanca na varidvel de integracdo =’ — = — A~ !p, o elemento de volume

novamente nao é alterado. Portanto temos

/de g2 Avtpr — B/or (det A)fé e? AT, (B.6)

Para o caso de variaveis de Grassman, que durante o trabalho entendemos como férmions,

o resultado acima é

/d91 By e 20T AR (det A)% P AT, (B.7)
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onde 6; simboliza as varidveis de Grassman.

Outro resultado interessante é o caso para variaveis de Grassman complexas, que tem

como resultado
/ A0 - - dO0y - - df, e A% = det A. (B.8)

Estes sdo os resultados utilizados no decorrer do trabalho.
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sinh(eFs)
efs

O calculo da exp —%tr In

sinh(eFs)
eFs

efetuado ao determinar os autovalores de F*?. Para isto fazemos uso das seguintes identidades:

O primeiro passo passo é encontrar os autovalores do termo In , que pode ser

FiGry = —0"R
g (C.1)
gu)\g)\cr _ f#/\"r/\a — 25};73)

No qual G, = %E;wm\]‘— #A 6 o dual do tensor eletromagnético.

Estas identidades podem ser verificadas fixando-se os indices espaco-temporais livres. Da
primeira identidade em Eq. (C.1) pode-se tirar o autovalor do tensor dual

G170, = — L (C.2)

onde FAV é o autovalor do tensor eletromagnético
FroW, = FAVEr, (C.3)

Com isso, atuando a segunda identidade em Eq. (C.1) numa autofun¢io arbitraria encontra-se a

seguinte equacao do segundo grau em funcdo do autovalor do tensor eletromagnético,
(FAY 429 (FAV)? —R2 =0, (C.4)
As raizes que satisfazem a Eq. (C.4) sdo

FA =i (< VIR (C.5)

Portanto, com o resultado (C.5) podemos proceder e calcular o tr (ln Sinh(efs)). Utilizando

N

eFs
também a notacao dos novos invariantes a e p definidos na Eq. (4.29) o resultado para o operador

em questao é

1 sinh (eFs) . (68)2 ap
exp [—2trln eFs ] o [smh (eps) sin (eas)] ’ (C.6)

onde os quatro autovalores foram somados.
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