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Resumo

Neste trabalho construímos um modelo efetivo para lidar com os efeitos não-perturbativos

das teorias de Yang-Mills com acoplamento mínimo a um campo escalar que se transforma

com a representação adjunta de SU(2). Este se dá partindo da ação de Yang-Mills mini-

mamente acoplada ao campo escalar no espaço euclidiano quadridimensional com calibre

�xado pelo calibre abeliano maximal. Os aspectos não-perturbativos são introduzidos

pela adição de termos massivos no setor de calibre, com diferentes escalas de massa para

os campos abelianos e não-abelianos. Em seguida calculamos as correções quânticas em

primeira ordem. A auto-energia e os fatores de renormalização são dados explicitamente.

Um vínculo particular entre as massas introduzidas é explorado encontrando resultados

capazes de acomodar a dominância abeliana. Este é responsável pela manutenção da

simetria do termo de massa do setor escalar.

Palavras-chave: Teoria de Yang-Mills; Teoria de Campos; Regime Não-Perturbativo;

Calibre Abeliano Maximal.



Abstract

In the present work we contructed a e�ective model to del with the non-perturbative e�ects

of Yang-Mills theories minimally coupled to a scalar �eld transforming in the adjoint

representation of SU(2). This is done starting from the Yang-Mills action minimally

coupled to a scalar �eld in Euclidian four dimensional space, gauge �xed in the maximal

abelian gauge. The non-perturbative e�ects are introduced by addition of matter terms for

the gauge sector, with distinct mass scales for the abelian and non-abelian �elds. Next we

calculate the �rst order quantum corrections. The self energy and renormalization facotrs

are stated explictly. A relation between the introduced masses is explored �nding results

capable of �ttng abelian dominance. This relation is resposible for the maintenace of the

simetry of the mass term of the scalar sector.

Keywords: Palavras Yang-Mills Theoory; Quantum Field Theory; Non-Perturbative

Regime; Maximal Abelian Gauge.
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1 Introdução

As teorias de Yang-Mills formam a base do entendimento atual da física de partículas a

partir do modelo padrão de física de partículas. Em (Yang; Mills, 1954) foi mostrado que, a

localização consistente de uma simetria contínua implica na introdução de um novo campo

responsável pela conexão de diferentes con�gurações, e capaz de admitir uma dinâmica

própria a partir de termos invariantes na simetria contínua de calibre. Para o caso de

teorias de calibre não-abelianas, o campo de conexão admite auto-interação, resultando em

uma dinâmica não trivial para o campo de calibre. Porém, apesar de suas vastas aplicações

e estudos de longa data, vários problemas persistem sem solução completa dentro do

estudo de teorias de calibre. Um exemplo emblemático é o problema do con�namento

de quarks e glúons (Greensite, 2011). Dentro da cromodinâmica quântica (QCD), foi

estabelecido que as partículas nucleares já conhecidas são compostas por férmions mais

fundamentais, os quarks, que se mantém ligados através da força nuclear forte, mediada

pela troca de glúons. O problema do con�namento se refere à ausência dos quarks e glúons

do espectro físico observável nos experimentos. Para solucionar este problema é preciso

especi�car e descrever como e porque estas partículas permanecem ligadas em todas as

escalas conhecidas de energia.

Ainda neste campo, outro problema é a falha da teoria de perturbação no infraver-

melho. A dinâmica de renormalização do acoplamento g pelo grupo de renormalização,

responsável pela auto-interação dos campos de glúons, vai a zero na região do ultra-violeta

(Weinberg, 1996), condição chamada de liberdade assintótica, e que diverge no infraver-

melho, o chamado polo de Laundau da QCD. Desta forma a teoria de perturbação, usada

e bem sucedida nos experimentos com aceleradores de particulas que acessam as escalas de

altas energias, deixa de ser adequada no infravermelho quando o acoplamento deixa de ser

pequeno, de maneira que, para explorar a faixa de energia em que vivemos, é necessária

a inclusão de métodos não-perturbativos. No entanto, considerações não perturbativas

sobre teorias de Yang-Mills trazem consigo o problema de Gribov, onde con�gurações de

calibre equivalentes permanecem na integral funcional após o procedimento de �xação de
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calibre. A remoção explícita destas cópias culminou no modelo de Gribov-Zwanziger, que

será abordado porteriormente.

Dentre as demais abordagens não perturbativas para teoria de campos podemos citar,

as equações de Dyson-Schwinger, o grupo de renormalização funcional, quantização na

rede. Utilizando estes métodos podemos obter resultados sobre o comportamento dos

modelos sem a dependência em teoria de perturbação. Cálculos na rede tem mostrado

resultados para o propagador dos glúons no infravermelho (Dudal; Oliveira; Vandersickel,

2010; Cucchieri et al., 2012; Dudal; Oliveira; Silva, 2018), mostrando que o comporta-

mento deste não é o mesmo daquele no ultravioleta. O modelo de Curci-Ferrari (Curci;

Ferrari, 1976) ganhou novo destaque quando fora usado para reproduzir os dados da rede a

partir do ajuste do parâmetro de massa (Peláez, 2015; Peláez et al., 2021), assim obtendo

uma maneira coerente de obter informações sobre o regime não-perturbativo a partir da

teoria de perturbação. A introdução de parâmetros de massa no setor de calibre não é

uma ideia nova, sendo investigada desde o modelo original de Curci-Ferrari, e tendo suas

consequências para o problema do con�namento na forma de condensação de monopolos

magnéticos (Hioki et al., 1991). Esta condição foi re�nada, mostrando que esta condição

de con�namento também ocorre com uma hierarquia dinâmica de massa entre o a com-

ponente diagonal (ou abeliana) e não-diagonal. Esta condição é chamada de dominância

abeliana e é uma possível abordagem para o problema do con�namento.

As massas inseridas no modelo de Curci-Ferrari se apresentam como parâmetros livres,

no entanto, nos entendimento mais recente, vemos que esta pode resultar da condensação

de operadores de dimensão 2 associados com glúons e fantasmas. Desta forma as mas-

sas que consideramos poderiam ser, em princípio, geradas dinamicamente a partir dos

parâmetros já conhecidos da teoria.

Neste trabalho consideraremos as consequências de escalas de massa diferentes para

o campo de calibre diagonal e não-diagonal. A ação de partida será a ação de Yang-Mills

acoplado a um campo escalar se transformando na representação adjunta de SU(2) com

auto-interação, dessa forma teremos um modelo mínimo para explorar as contribuições de

diferentes escalas de massa no setor de calibre para as contribuições do setor de escalar

e vice versa. As funções de correlação serão calculadas utilizando a integral funcional e

o calibre abeliano maximal como funcional �xador. A partir do uso do calibre abeliano

maximal e das diferentes escalar de massa, buscamos encontrar como as massas inseridas

poderiam se relacionar com a conjectura de dominância abeliana.

O trabalho será dividido por uma revisão da quantização pela integral funcional,
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no capítulo 2, uma contextualização dos resultados das abordagens não perturbativas, no

capítulo 3, apresentação da �xação de calibre no calibre abeliano maximal, no capítulo 4, e

os propagadores dos campos de calibre, escalares, e fantasmas, no capítulo 5, com correções

quânticas a 1-loop, assim como os fatores de renormalização explícitos no esquema MS.



2 Quantização funcional das teorias de
calibre

2.1 Integral funcional em teoria de campos

Antes de avançarmos para a integral funcional em teorias de Yang-Mills, é fundamental

apresentar os principais aspectos do formalismo de quantização pela integral funcional,

que constitui a base metodológica deste trabalho. Existem duas maneiras principais de

implementar a quantização de uma teoria de campos, a quantização canônica, que impõe

relações de comutação entre os campos, os promovendo a operadores no espaço de Fock

(Peskin; Schroeder, 1995), e a integral funcional, que estende o formalismo de integrais de

caminho para mecânica quântica, introduzido por Feynman em (Feynman; Hibbs; Styer,

2010), em que as transições de estados de uma partícula são encontrados a partir da su-

perposição de contribuições de todos os possíveis caminhos que a partícula poderia tomar.

A integral funcional em teoria de campos funciona de maneira semelhante, superpondo to-

das as con�gurações dos campos (Rivers, 1988). Utilisando a integral funcional, voltamos

nossos esforços para o cálculo de funções de correlação, que exprimem a probabilidade

de transição entre dois estados de particulas livres, os estados assintóticos. Ambos os

formalismos são capazes de levar às mesmas relações entre estados assintóticos quando

comparamos os produtos de operadores em ordem normal, com as funções de correlação

encontradas na integral funcional (Peskin; Schroeder, 1995; Weinberg, 1996). Esta será

tratada no espaço-tempo euclidiano, que se relaciona com o usual espaço-tempo de Min-

kowski por uma rotação de Wick na variável temporal. A escolha desta geometria se dá

pela praticidade teórica que resulta num tratamento tratável no tempo hábil, e pela sua

necessidade na construção do problema de Gribov, que será tratado posteriormente. Nesta

secção descreveremos alguns resultados elementares no âmbito da integral funcional com

campos escalares que serão utilizados ao longo deste trabalho para deduções posteriores.

Por simplicidade consideraremos uma teoria escalar com auto-interação (λϕ4) de�nida



2.1 Integral funcional em teoria de campos 16

pela ação

S[ϕ] =

∫
d4x

(
1

2
(∂µϕ)

2 +
m2

2
ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

)
(2.1)

no espaço euclidiano quadridimensional. O funcional gerador é de�nido por

Z[J ] = N
∫
[Dϕ]e−S[ϕ]−ϕJ , (2.2)

onde N é uma constante de normalização para que Z[0] = 1, e J é uma fonte externa. A

inserção da fonte externa permite a construção de relações entre as funções de correlação

e as derivadas do funcional gerador. De maneira geral

⟨ϕ(x1)...ϕ(xn)⟩ =
∫

[Dϕ]ϕ(x1)...ϕ(xn)e−S[ϕ] =
δ

δJ(x1)
...

δ

J(xn)

∣∣∣
J=0

Z[J ] (2.3)

de forma que, ao considerarmos uma interpretação probabilística da integral funcional,

percebemos que as funções de correlação carregam a conotação de momentos da distri-

buição exponencial da ação.

A ação do campo escalar pode ser dividida em duas partes: a ação de interação (Sint)

e a a ação livre (S0). A ação livre contem o campo apenas até ordem quadrática, enquanto

a ação de interação contem as demais potências. No contexto do modelo λϕ4, a ação livre

toma a forma de

S0 =

∫
d4x

[
1

2
(∂µϕ)

2 +
m2

2
ϕ2

]
=

∫
d4x

1

2
ϕ
(
−∂2 +m2

)
ϕ. (2.4)

Introduzimos o operador quadrático

O(x) = −∂2 +m2, (2.5)

tal que, o propagador é de�nido pela relação

e
1
2

∫
d4x

∫
d4yJ(x)∆(x−y)J(y) = N

∫
[Dϕ]e−

∫
d4x 1

2
ϕ(x)Oϕ(x)+ϕJ , (2.6)

em que

∆(x− y) = O−1(x− y). (2.7)

segue formalmente da avaliação de sucessivas integrais Gaussianas. usualmente a repre-

sentação do propagador em espaço de momento é a mais utilizada em cálculos explícitos.

No espaço de Fourier este operador toma a forma algébrica

O = p2 +m2, (2.8)
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tal que o propagador pode ser encontrado utilizando a transformada inversa

∆(x− y) =

∫
d4p

(2π)d
eip·(x−y)

p2 +m2
. (2.9)

A série perturbativa para o funcional gerador pode ser obtida expandindo o termo

com a ação de interação em série de Taylor (Peskin; Schroeder, 1995; Weinberg, 1996)

Z[J ] = N
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫
[Dϕ]Sn

inte
−

∫
d4x 1

2
ϕ(x)Oϕ(x)−

∫
d4xϕJ (2.10)

Usando generalizações da integral gaussiana e absorvendo fatores de normalização chega-

mos a

Z[J ] = N
∞∑
n=0

(−1)n

n!
Sn
int

∣∣∣
ϕ(x)=δ/δJ(x)

e
1
2

∫
d4x

∫
d4yJ(x)∆(x−y)J(y) (2.11)

O funcional gerador pode ser realizado em termos de diagramas de Feynman represen-

tando os termos da série perturbativa. Dentre estes podemos agrupar os diagramas em

unidades de ℏ, aqui omitido por escolha de unidades, mas identi�cável na expansão da

ação de interação, assim obtendo uma série perturbativa quântica. Isto é, no formalismo

da integral funcional, a contribuição clássica pode ser encontrada aproximando a integral

pela fase estacionária, assim impondo a condição de mínima ação. Desta forma as corre-

ções quânticas à teoria clássica se dão como �utuações na ação mínima, se organizando

em potências de ℏ. Para o cálculo de uma função de correlação especí�ca, devemos tomar

derivadas funcionais adicionais, além das que utilizamos na construção perturbativa do

funcional gerador. Para o propagador, por exemplo

⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩ = δ2

δJ(x)δJ(y)

∣∣∣
J=0

Z[J ] (2.12)

Os termos a nível árvore, ou seja, provenientes somente da ação livre formam

⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩0 =
δ2

δJ(x)δJ(y)

∣∣∣
J=0

e
1
2

∫
d4x

∫
d4yJ(x)∆(x−y)J(y) = ∆(x− y) (2.13)

que é consistente com a de�nição inicial do propagador livre. Para calcular as correções

quânticas ao propagador, devemos considerar as contribuições de ordem superior que

aparecem dos termos com n > 0. Considerando o caso do modelo λϕ4 temos a ação de

interação da forma

Sint =

∫
d4z

λ

4!
ϕ4(z). (2.14)
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De maneira que o primeiro termo na expansão perturbativa do funcional gerador é

Z[J ]1 = − λ

4!

∫
d4z
[
3∆2(z − z)

+ 4∆(z − z)

∫
d4z1d

4z2∆(z − z1)J(z1)∆(z − z2)J(z2)

+

∫
d4z1d

4z2d
4z3d

4z4∆(z − z1)J(z1)∆(z − z2)J(z2)∆(z − z3)J(z3)∆(z − z4)J(z4)

]
(2.15)

e
1
2

∫
d4x

∫
d4yJ(x)∆(x−y)J(y) (2.16)

De modo que, a correção de primeira ordem do propagador se torna

⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩1 = − λ

4!

∫
d4z
(
3∆2(z − z)∆(x− y) + 12∆(z − z)∆(x− z)∆(y − z)

)
.

(2.17)

Diagramaticamente estes termos podem ser representados pelos diagramas de Feynman,

como representado na Fig. 1. O primeiro diagrama representa o produto de um propa-

gador a nível arvore e de uma bolha de vácuo, que gera divergências a serem removidas.

As bolhas de vácuo correspondem a diagramas estáticos, que associam transições do vá-

cuo ao vácuo, sendo irrelevantes para a dinâmica da teoria, não representando nenhuma

transição concreta.

x y x yz+

Figura 1: Diagramas de Feynman do propagador escalar. Fonte: Autor

Observa-se que, vários destes diagramas apresentam relações entre si, não sendo neces-

sário explicitar todos para sumarizar as contribuições relevantes (Rivers, 1988; Weinberg,

1996). Portanto encontrar um conjunto menor e prático de diagramas relevantes, tomamos

alguns passos intermediários, de�nindo novos funcionais geradores no caminho, que gerem

menos redundâncias de descrição. Como a constante de normalização N é associada a
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Z[0], podemos calculá-la explicitamente, mostrando que esta equivale a exponenciação de

todas as bolhas de vácuo. Desta forma, removemos a constante de normalização, assim

nos livrando das bolhas de vácuo. Em seguida introduzimos o funcional gerador conexo

W [J ], que gera apenas diagramas conexos como

W [J ] = lnZ[J ] (2.18)

tal que os termos da série perturbativa do funcional gerador Z[J ] se dão como produtos

de diagramas conexos. Por último de�nimos o funcional gerador 1PI, Γ[ϕ], por uma

transformada de Legendre do funcional gerador conexo, os termos conexos, por sua vez,

são dados pela convolução dos termos 1PI.

Γ[Φ] = W [J ]−
∫
d4xΦJ , (2.19)

Onde Φ(x) = δW/δJ(x) de�ne uma bijeção entre Φ e J , de maneira que é possível realizar

a substituição implicitamente. O funcional gerador 1PI também carrega a interpretação

de ação quântica, vide que este carrega exatamente os termos que representam a dinâmica

quântica da teoria acrescida da dinâmica clássica.

Para realização das análises deste trabalho, é su�ciente considerar até este nível de

abstração dos diagramas, já que todos as contribuições quânticas ao propagador a serem

encontrados podem ser representados como produtos e convoluções dos diagramas 1PI.

2.2 Teorias de calibre abelianas

Como primeiro modelo capaz de ilustrar as características inerentes das teorias de calibre,

como simetrias da lagrangiana, partiremos da chamada QED-escalar. Esta se refere a

um modelo semelhante à eletrodinâmica quântica (QED), onde no lugar de elétrons,

utilizamos um campo escalar carregado como matéria. A lagrangiana da QED-escalar é

dada por

L =
1

2
∂µϕ̄∂µϕ+

m2

2
ϕ̄ϕ+

λ

4!
(ϕ̄ϕ)2. (2.20)

Esta teoria é invariante por uma simetria global de rotação complexa

ϕ̄→ e−iθϕ̄ (2.21)

ϕ→ eiθϕ. (2.22)
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onde θ é um parâmetro independente da posição. dizemos que a transformação é abeliana

devido à natureza comutativa das transformações

eiθ1eiθ2 = eiθ2eiθ1 = ei(θ1+θ2). (2.23)

Quando tentamos promover esta simetria de global para local, ou seja, tomando di-

ferentes parâmetros θ para cada ponto no espaço-tempo, efetivamente promovendo θ a

uma função θ(x), percebemos que os termos contendo derivadas não são invariantes pela

mesma simetria, assim ocorre que

∂µϕ̄→ e−iθ(x)∂µϕ̄− i∂µθ(x)e
−iθ(x)ϕ̄, (2.24)

∂µϕ→ eiθ(x)∂µϕ+ i∂µθ(x)e
iθ(x)ϕ. (2.25)

Entretanto, podemos restaurar a simetria original introduzindo um novo campo Aµ, cha-

mado campo de calibre, que se transforma de maneira a cancelar as derivadas de θ(x).

Desta maneira, de�nimos a transformação do campo de calibre como

Aµ → eiθ(x)Aµe
−iθ(x) − ie−iθ(x)∂µ(e

iθ(x)) = Aµ − ∂µθ(x) (2.26)

Aµϕ̄→ (Aµ − i∂µθ(x))e
iθ(x)ψ̄ (2.27)

,Aµϕ→ (Aµ − i∂µθ(x))e
−iθ(x)ψ̄, (2.28)

Ou seja, a combinação linear de ∂µ e Aµ que cancela a contribuição linear em θ é

(∂µ + iAµ)ϕ := Dµϕ→ e−iθ(x)Dµϕ, (2.29)

e seu conjugado atuando no campo conjugado. O símbolo Dµ representa a derivada

covariante, ela de�ne a prescrição de acoplamento mínimo, introduzindo uma substituição

direta da derivada parcial nos termos cinéticos dos campos escalares. Devemos introduzir

também um termo cinético para o setor de calibre a partir de quantidades invariantes de

calibre, ou seja, que mantenha a simetria original da teoria, porém incluindo dinâmica

para o campo de calibre. Partindo do comutador das derivadas covariantes

[Dµ,Dν ]ϕ→ e−iθ(x)[Dµ,Dν ]ϕ := −ie−iθ(x)Fµνϕ(x) (2.30)

O tensor Fµν é conhecido por tensor de intensidade de campo, que é o equivalente à

curvatura para o espaço aumentado da simetria interna (Fecko, 2006), e que, no caso da

teoria abeliana, é invariante de calibre. Este é o objeto que deve ser inserido na ação para
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incluir um termo cinético que trás dinâmica ao campo de calibre (Pokorski, 2000). Neste

caso particular temos que

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (2.31)

Para um termo também invariante de Lorentz tomamos a contração de F 2 obtendo que

a Lagrangiana completa é dada por

L =
1

4
FµνFµν +

1

2
(Dµϕ)Dµϕ+

m2

2
ϕ̄ϕ+

λ

4!
(ϕ̄ϕ)2 (2.32)

Este modelo é conhecido por Eletrodinâmica Escalar, tendo que os campos escalares

substituem os campos espinoriais que são usualmente associados aos férmions carregados

que são o setor de matéria na QED.

2.3 Teoria não abeliana

Ampliamos agora o formalismo das teorias de calibre para o contexto não abeliano, cuja

estrutura matemática mais rica permite a descrição de interações fundamentais com maior

diversidade, sendo o elemento fundamental deste trabalho. O caso não abeliano é análogo

ao abeliano descrito anteriormente, partindo de uma transformação entre os campos,

ϕ→ ϕ′ = U(θ)ϕ (2.33)

Dizemos que U(θ) pertence a um grupo de Lie se este for contínuo. Para uma transfor-

mação em um grupo de Lie, é sempre possível construir uma transformação in�nitesimal

como

U(dθ) = e−idθA(x)TA

:= I− idθA(x)TA, (2.34)

onde I é a matriz identidade e as matrizes TA, chamadas de geradores da álgebra de Lie,

formam uma representação do grupo de Lie escolhido para a transformação de calibre, e

o índice A percorre a dimensionalidade do grupo. Estes geradores apresentam algumas

propriedades importantes, por comporem uma álgebra com comutador como produto.

Portanto

[TA,TB] = ifABCTC . (2.35)

Os símbolos fABC são as constantes de estrutura do grupo de calibre na base escolhida e

representam uma expansão nos geradores. Adotaremos a normalização

Tr(TATB) =
1

2
δAB. (2.36)
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A conexão, por sempre pertencer à álgebra de Lie, pode ser expressa com uma combinação

linear dos geradores. Para o caso do grupo que escolhemos para este trabalho, o SU(2)

Aµ =
3∑

A=1

AA
µT

A (2.37)

que deve se transformar como

Aµ → A′
µ = U(x)AµU

−1(x)− i∂µU(x)U
−1(x) ≈ Aµ −Dµθ (2.38)

A derivada covariante no contexto não abeliano é modi�cada devido a não comutação dos

geradores

Dµ = ∂µ + i[Aµ, ] (2.39)

com o comutador vazio agindo como um operador. O tensor de intensidade de campo

assume uma nova forma

[Dµ,Dν ] = −i[∂µ,Aν ] + i[∂ν ,Aµ]− [Aµ,Aν ] (2.40)

= −i
(
∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ + fABCAB

µA
C
ν

)
TA (2.41)

= −iFµν (2.42)

Como no caso não-abeliano, Fµν não é invariante de calibre, é preciso utilizar o traço de

FµνFµν para construir um termo cinético invariante de calibre

LYM =
1

2g2
Tr(FµνFµν). (2.43)

seja o termo cinético do campo de calibre. a constante g surge devido à arbitrariedade

do traço escolhido, de forma que este modela as múltiplas escolhas possíveis. Devido aos

termos quadráticos em Fµν percebemos que há auto-interação entre o campo de calibre,

ao que atribuímos a uma dinâmica não trivial que justi�ca o interesse teórico em teorias

de Yang-Mills puras, sem necessariamente um setor de matéria que dá origem à simetria

da ação. Esta qualidade abre espaço para uma pletora de análises e estados assintóticos

exóticos, como as Glueballs, estados ligados de glúons no espectro da teoria de Yang-Mills

pura, com ativa busca experimental(Vandersickel, 2011; Cao et al., 2024).

Devido à arbitrariedade da métrica na álgebra de Lie, podemos incluir uma constante

arbitrária g no termo cinético. Sob esta escolha é comum rede�nir o campo de calibre de

forma que

Aµ → gAµ, θ(x) → gθ(x). (2.44)
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Dessa maneira Fµν e Dµ se tornam

Fµν →
(
∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ + gfABCAB

µA
C
ν

)
TA (2.45)

Dµ → ∂µI+ igAA
µT

A (2.46)

Quando escolhemos que o campo escalar se transforme de acordo com a represen-

tação adjunta do grupo de Lie encontramos diversas simpli�cações na explicitação das

componentes. Na representação adjunta, os geradores assumem a forma das constantes

de estrutura como

(TA)BC = ifABC (2.47)

e o elemento de calibre toma a forma in�nitesimal

(e−igθA(x)TA

)BC → 1δBC − igθA(x)[ifABC ] (2.48)

Explicitando a mudança em campos escalares reais na representação adjunta pertencentes

à álgebra de Lie

ϕA → ϕ′A = ϕA + gfABCθBϕC (2.49)

Os demais objetos nesta representação tem transformações in�nitesimais denotadas por

(Dµ)
AB = DAB

µ = δAB∂µ − gfABCAC
µ (2.50)

AA
µ → A′A

µ = AA
µ −DAB

µ θB (2.51)

E o termo com traço é respectivamente

1

2
Tr(FµνFµν) =

1

4
FA
µνF

A
µν (2.52)

De posse disto, podemos enunciar o modelo que será usado neste trabalho

L =
1

4
FA
µνF

A
µν +

1

2
(DAB

µ ϕB)2 +
m2

2
ϕAϕA +

λ

4!
(ϕAϕA)2 (2.53)

A escolha de representar o setor de matéria com uma simetria adjunta se dá por motivos

práticos. Foi demonstrado em (Capri; Fiorentini; Sorella, 2015) que este modelo é renor-

malizável, assim permitindo o aprofundamento em seu estudo, sendo um dos motivos da

execução deste trabalho.
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2.4 Quantização das teorias de calibre no contínuo

Prosseguimos agora com a quantização das teorias de calibre, ressaltando a necessidade da

�xação de calibre para a de�nição de propagadores e introduzindo os campos fantasmas

como elementos essenciais nesse processo (Rivers, 1988). Conforme visto, um dos passos

necessários para construção da série perturbativa, é a de�nição do propagador, porém a

estrutura encontrada na parte quadrática do setor do calibre trás a seguinte peculiaridade:

Ao de�nir o operador livre∫
d4x

1

4
(∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ )

2 =

∫
d4x

1

2
AA

µ (∂µ∂ν − ∂2δµν)A
A
ν , (2.54)

observa-se que este apresenta um núcleo não trivial para todas as funções da forma

(∂µ∂ν − ∂2δµν)∂νξ = 0 (2.55)

Como o núcleo do operador não é trivial, esua inversa não existe, e um propagador não

pode ser de�nido. Para remediar esta situação, devemos realizar uma �xação de calibre,

assim abrindo mão da simetria de calibre manifesta na ação de Yang-Mills. Para isso

introduzimos um conjunto de funcionais cuja solução implica numa �xação de calibre, ou

seja, cada uma componente do funcional deve conter apenas uma única solução,

FA[A] = 0, (2.56)

alguns exemplos de calibres tipicamente encontrados são o calibre de Landau

FA[A] = ∂µA
A
µ , (2.57)

o calibre axial

FA[A] = n⃗ · AA, (2.58)

e o calibre de Coulomb

FA[A] = ∇ · AA, (2.59)

onde a ultima condição envolve apenas as componentes espaciais de Aµ. Quando esta

condição é respeitada, dizemos que o funcional �xador é ideal. Devemos, então procurar

uma maneira de incluir δ(FA[A]) na integral funcional. Para tal, exploramos a seguinte

relação:

Para uma função com um único zero x0 tal que f(x0) = 0, vale∫
d4xδ(f(x)) =

1

|f ′(x0)|
, (2.60)
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se f ′(x0) existe é não-nulo. O que implica em

|f ′(x0)|
∫
d4xδ(f(x)) = 1. (2.61)

Podemos generalizar formalmente esta relação para o funcional FA[A] da seguinte maneira∫
DU det

δFA[A′
µ]

δθB

∣∣∣
θ=0

δ(FA[A′]) = 1 (2.62)

onde A′
µ é é uma con�guração de calibre conectada a Aµ por uma transformação in�ni-

tesimal, e A′A
µ = AA

µ −DAB
µ θB. A medida de integração DU equivale à integração sobre

o grupo de calibre em cada ponto do espaço-tempo a partir da escolha de um θ(x). A

inclusão de (2.62) como uma identidade é método descrito em (Faddeev; Popov, 1967)

para �xação de calibre. δFA[A]
δθB

é conhecido como o operador de Faddeev-Popov. Podemos

fazer a mudança de variável na integral funcional Aµ → A′
µ, como a ação de partida é

invariante de calibre, e a medida funcional invariante por translações, a integração em U
pode ser fatorada

Z[0] = N
∫

DU
∫

DA′
µ det

(
δFA[A′

µ]

δθB

)
δ(FA[A′])e−S[A′,ϕ] (2.63)

e absorvida pelo fator de normalização.

Para o funcional delta, podemos introduzir campos auxiliares de Nakanishi-Lautrop

como uma representação de Fourier funcional da função delta

δ(FA[A]) =

∫
DbAe−

∫
d4xibA(x)FA[A(x)] (2.64)

O determinante pode ser incluído introduzindo um par campos de Grassman c̄,c, que

anti-comutam, logo

det

(
δFA[Aµ]

δθB

)
=

∫
Dc̄Dce−c̄AM[A]ABcB (2.65)

tal que M é o operador de Faddeev-Popov, e os campos Grassmanianos são chamados

fantasmas de Fadeev-Popov.

A condição de um único zero, implica neste contexto em um único zero em cada

órbita de calibre, o conjunto de todas as con�gurações relacionadas por transformaçoes

de calibre, assim dois campos de calibre no núcleo de F [A] não são relacionados por

transformações de calibre. Para transformações in�nitesimais isto é equivalente a

F [A′] = 0 ⇒ θ = 0 (2.66)
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porém esta suposição não é consistente para teorias de calibre não-abelianas. Neste caso,

é possível veri�car em geral que uma dada condição de calibre não seleciona um único

representante da órbita de calibre.

2.5 Simetria BRST

Encerramos este capítulo com a apresentação da simetria de Becchi-Rouet-Stora-Tyutin

(BRST)(Becchi, C.; Rouet, A.; Stora, R., 1975, 1976; Tyutin, 2008), uma ferramenta

poderosa que preserva a consistência das teorias de calibre quantizadas e desempenha

papel central na de�nição do espaço de estados físicos. A simetria BRST é uma forma

de supersimetria que evidencia a simetria de calibre a partir dos campos introduzidos no

contexto do método de Faddeev-Popov. Quando usamos os campos fantasmas c̄A,cA e o

campo auxiliar de Nakanishi-Lautrop para exponenciar os fatores funcionais após a �xação

de calibre introduzimos novos termos à ação que não apresentam a simetria de calibre

usual. Podemos identi�car os termos inseridos pela �xação de calibre separadamente do

conteúdo inicial que é invariante de calibre. É um fato já conhecido que termos exatos

nesta simetria, ou seja, aqueles cuja transformação de BRST é nula, não introduzem

nenhuma nova dinâmica, se tornando uma ferramenta para incluir de maneira sistemática,

termos que podem auxiliar na renormalização de teorias, assim expandindo o leque de

teorias que podem ser renormalizadas, e portanto, consideradas dentro das teorias de

calibre.

A simetria de BRST é de�nida no setor de calibre e no setor escalar a partir da trans-

formação de calibre dos campos (Capri; Fiorentini; Sorella, 2015) a partir da substituição

θA → cA

sAA
µ = −DAB

µ cB (2.67)

sϕA = −fABCϕBcC (2.68)

Os campos auxiliares de Nakanishi-Lautrop e os campos de fantasmas conjugados tem

sua transformação vinculada formando um dubleto de BRST, que é de�nido pela trans-

formação

sc̄A = ibA (2.69)

sbA = 0 (2.70)

estendendo a transformação de calibre usual com o mapeamento θA → cA. As transfor-
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mações dos demais campos são �xadas de forma a preservar duas propriedades

s2 = 0 (2.71)

s(ΦiΦj) = sΦiΦj ∓ ΦisΦj (2.72)

onde Φi, representa um campo genérico dentre os presentes na teoria. O sinal ± se dá

dependendo se o campo Φi é Grassmaniano ou não, respectivamente. Dessa maneira a

transtransformação do campo fantasma é �xada como

scA =
g

2
fABCcBcC (2.73)

De posse destas transformações é possível escrever o termo de Faddeev-Popov como

SFP = s

∫
d4x

(
c̄AFA[A]

)
(2.74)

A simetria de BRST também é utilizada para reduzir o espectro do modelo àqueles com

norma positiva de maneira a se aproximar do espectro físico real. (Peskin; Schroeder,

1995) descreve como estados assintóticos relacionados por transformações de BRST tem

necessariamente norma nula, e por isso não podem ser observados. Assim dizemos que os

estados físicos da teoria residem na cohomologia do operador de BRST, ou seja, estados

que diferem por um termo BRST-exato representam o mesmo estado físico. Um exemplo

típico desta cohomologia é a ausência de polarizações longitudinais no campo de calibre

no espectro físico, no calibre de Landau. Tomando a equação de movimento do campo

auxiliar de Nakanishi-Lautrop

αbA = ∂µA
A
µ (2.75)

podemos relacionar os estados de polarização longitudinal a excitações do campo auxi-

liar, porém este está vinculado ao campo conjugado aos fantasmas pela equação (2.69).

Portanto a construção de cohomologia nos garante que polarizações longitudinais não

constam no espectro físico no calibre de Landau, o que pode ser estendido para as demais

escolhas de calibre pela arbitrariedade da escolha. A negativa desta condição não é, por

si só, su�ciente para garantir a existência de uma partícula no espectro, mas é necessária

para tal.

Em geral isto garante que termos exatos na simetria de BRST não adicionem nova

dinâmica para o modelo, garantindo que somos livres para adicionar termos invariantes

de BRST para renormalizar quaisquer contribuições espúrias necessárias.



2.6 O problema de Gribov 28

2.6 O problema de Gribov

Embora o método de Faddeev-Popov permita a �xação de calibre, ele não é su�ciente para

realizar uma restrição ideal em teorias não-abelianas globalmente (Singer, 1978). Esta

seção explora essa limitação e a consequente necessidade de restringir o espaço funcional

de forma a remover as con�gurações espúrias. É um problema bem conhecido das teorias

de calibre não-abelianas que não há um funcional local de �xação de calibre que seja ideal

(Pereira, 2016).Para entendermos melhor o procedimento de �xação de calibre, iremos

recorrer a ilustrações representativas. As órbitas de calibre podem ser imaginadas como

na Fig. 2a Ao procurarmos um funcional ideal para �xação de calibre, a ser utilizado

(a) Órbitas de calibre destacadas como
linhas tracejadas dentro do espaço de
con�gurações.

(b) Funcionais ideais de �xação de cali-
bre F1 e F2, cruzando cada órbita uma
única vez.

Figura 2: Representações visuais do espaço de con�gurações dos campos de calibre. Ima-
gems extraída de (Pereira, 2016).

no método de Faddev-Popov, devemos encontrar um funcional que cruza cada órbita de

calibre apenas uma única vez, assim descrevendo sem ambiguidade qual con�guração é

selecionada em cada órbita, como é o caso dos dois funcionais na Fig. 2b

Denominamos as cópias de Gribov (in�nitesimais) as con�gurações de calibre relaci-

onadas por transformações de calibre à aquelas �xadas pelo método de Faddeev-Popov

(Gribov, 1978). Em particular, elas são caracterizadas pela equação de cópias

MABθB = 0 (2.76)

Desta forma, a existência de soluções não triviais na equação de cópias, na forma de

soluções com auto-valor zero nos mostra que localmente a escolha de �xação de calibre

não é ideal, como exempli�cado na �gura 3. De maneira a remover as cópias de Gribov

in�nitesimais do domínio de integração, devemos restringir o domínio da integral funcio-
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Figura 3: Exemplo de �xação de calibre não ideal, imagem extraída de (Pereira, 2016)
.

nal, ao que chamamos de restrição à região de Gribov. No calibre de Landau esta possui

uma interpretação direta em termos do operador de Fadeev-Popov. Neste ela é de�nida

como pelo conjunto de con�gurações de calibre tal que o operador de Faddeev-Popov seja

estritamente positivo, e portanto inversível, sem a possibilidade de soluções não-triviais

para equação de cópias (2.76). A região de Gribov ainda é dotada de cópias que seguem

de transformações �nitas, não in�nitesimais, no campo de calibre (Baal, 1992), porém

uma restrição mais re�nada que também exclua estas cópias, para uma região livre de

quaisquer cópias, a região modular fundamental, ainda não dispõe de um tratamento sis-

temático como a região de Gribov. É importante ressaltar que com a restrição à região

de Gribov também asseguramos que todas as órbitas de calibre a cruzem pelo menos uma

vez(Dell'Antonio; Zwanziger, 1991).

De maneira a introduzir um fator V(Ω) que limite a integração funcional à região de

Gribov, podemos considerar o comportamento conhecido do propagador dos fantasmas

no calibre de landau. Em (Gribov, 1978) foi mostrado que, partindo do propagador dos

fantasmas como

⟨c̄A(x)cB(y)⟩ =
∫

DAµ det (M)
(
MAB

)−1
(x,y)e−S[Aµ] (2.77)

quando omitimos possíveis contribuições de interações com campos de matéria, de forma

que o porpagador dos fantasmas no calibre de Landau está ligado diretamente . Compa-

rando esta expressão com o resultado perturbativo,

⟨c̄A(k)cB(−k)⟩ = δAB 1

k2
1(

1− 11g2N
48π2 ln

(
Λ2

k2

)) 9
44

(2.78)

para N a dimensão associada a SU(N), e Λ a escala de renormalização. Gribov argumenta
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que o polo infravermelho no propagador perturbativo se dá pela integração de modos

no setor de calibre onde M é pequeno, ou seja, com auto-valores pequenos, devido à

contribuição da inversa do operador de Faddeev-Popov. Desta forma a restrição à região

de Gribov poderia ser realizada a partir da condição de que o único polo no infravermelho

fosse o polo trivial em p2 = 0. Foi mostrado que, ao se considerar o campo de calibre

como um campo externo, adiando a integração do campo de calibre, as contribuições para

o propagador dos fantasmas poderiam ser consideradas como

⟨c̄A(k)cB(−k)⟩ = δAB

k2
1

1− σ(k,Aµ)
(2.79)

tendo que σ(k,Aµ) representa a contribuição efetiva a todas as ordens de um campo de

calibre externo ao propagador dos fantasmas, de maneira a gerar um polo não trivial para

os fantasmas. Em (Gribov, 1978), σ(k,Aµ) foi calculado até segunda ordem como

σ(k,Aµ) =
kµkν
k2

Ng2

V (N2 − 1)(d− 1)

∫
ddp

(2π)d
AA

ξ (−p)AA
ξ (p)

Tµν(p)

(p− k)2
. (2.80)

Como foi mostrado em (Gribov, 1978; Vandersickel, 2011; Vandersickel; Zwanziger, 2012),

σ(k,Aµ) é decrescente com o momento, logo, para região do infravermelho, é su�ciente

impor a condição

σ(0,A) < 1 (2.81)

de forma que não haja polo não tivial no propagador dos fantasmas. O fator utilizado

para restrição na integral funcional à região de Gribov pode ser implementado a partir de

uma função theta, ou seja

V(Ω) = θ(1− σ(0,Aµ)) =

∫ i∞+ϵ

−i∞+ϵ

dβ

2πiβ
eβ(1−σ(0,Aµ)) (2.82)

Realizando a integração no parâmetro β pela aproximação da fase estacionária, e

incluindo o termo subsequente na ação (Capri; Dudal et al., 2016)nota-se que o propagador

do glúon a nível árvore é modi�cado por um parâmetro de massa

⟨AA
µ (k)A

B
ν (−k)⟩ = δABTµν(k)

k2

k4 + γ4
, (2.83)

em que Tµν(k) é o projetor tranverso na direção de k. Este é o parâmetro de Gribov, que

é �xado pela equação de gap

3Ng2

2

∫
ddk

(2π)d
1

k4 + γ4
= 1 (2.84)

Esta nova escala de massa surge em decorrência da remoção das cópias de Gribov in-
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�nitesimais. Esta pode ser interpretada em termos da liberdade assintótica no limite

perturbativo das teorias de Yang-Mills. No regime perturbativo a solução para equação

de cópias é trivial, desta forma o parâmetro de Gribov pode também ser interpretado

como a escala de signi�cância das cópias in�nitesiamis. Além do parâmetro de Gribov su-

pracitado, estudos recentes sobre o re�namento da ação de Gribov-Zwanziger introduzem

outras escalas massivas, através da condensação de operadores de dimensão 2(Capri; Du-

dal et al., 2016). As escalas adicionadas pelo re�namento apresentam maior semelhança

formal com as massas de proca, que é o termo de massa usado no modelo de Curci-

Ferrari que descreveremos posteriormente. Desta forma entendemos a inclusão de termos

de massa como uma maneira natural de entender os efeitos não-perturbativos emergentes

das teorias de Yang-Mills.



3 Abordagens não perturbativas

Ao procurarmos soluções para o tratamento do regime não perturbativo das teorias de

Yang-Mills percebemos que as cópias de Gribov surgem como uma consequência natural

da �xação de calibre no regime não perturbativo. Neste capítulo faremos uma breve

revisão sobre alguns métodos de investigação do regime não perturbativo das teorias de

Yang-Mills.

3.1 Teorias de Yang-Mills na rede

Uma abordagem capaz de evitar as cópias de Gribov é de�nindo os observáveis em termos

de grandezas invariantes de calibre. A partir desta podemos encontrar como resultados

funções de correlação de objetos independentes de calibre, como os loops de Wilson. Para

construir uma teoria de calibre na rede devemos adaptar o formalismo para conhecer os

campos apenas em pontos �nitos do espaço-tempo. Para isso de�nimos uma rede de

espaçamento constante a tal que a variável de calibre básica é a variável de link, de�nida

por

Uµ(x) = ei
∫ 1
0 Aµ(x+atµ̂)dt (3.1)

tendo que µ̂ indica a componente unitária na direção de µ. Assim podemos de�nir um

operador de plaquetas, invariante de calibre, através de

Pµν(x) =
1

N
ReTr(Uµ(x)Uν(x+ aµ̂)U †

µ(x+ aµ̂+ aν̂)U †
ν(x+ aν̂)). (3.2)

O conjugado da variável de link é, portanto, relacionado com a integração no sentido

contrário, assim devendo ser revertido o sentido ao longo de µ̂. A plaqueta pode ser

interpretada como a integral do loop ao redor de x como representada na Fig. 4.

A partir dos operadores de plaquetas podemos construir a ação de Wilson (Lepage,



3.1 Teorias de Yang-Mills na rede 33

a

x Uµ(x) x+ aµ̂

Uν(x+ aµ̂)

x+ aµ̂+ aν̂U †
µ(x+ aµ̂+ aν̂)x+ aν̂

U †
µ(x+ aν̂) Pµν(x)

Figura 4: Variáveis da rede

2005; Oeckl, 2005)como

SWilson =
∑
x,µ,ν

(1− Pµν(x)) ≈
∫
d4x

1

4
Tr(F 2

µν) +O(a2) (3.3)

Desta forma podemos reproduzir aproximadamente a dinâmica do campo de calibre, ob-

tendo a equivalência com o tratamento do contínuo no limite de separação nula a→ 0, a

partir das variáveis de link, sorteando através de simulações numéricas con�gurações com

peso de Boltzmann na ação de Wilson, e tomando isto como aproximação para a integral

funcional (Lepage, 2005).

Para realizar a �xação de calibre no calibre de Landau, a�m de realizar comparações

com os resultados do contínuo, é utilizado um algoritmo de minimização do funcional

F [Uµ(x)] =
1

4

∑
x,µ

ReTr(Uµ(x)) (3.4)

a partir de transformações de calibre sucessivas. A minimização deste funcional corres-

ponde à condição do calibre de Landau e, quando o método de minimização é escolhido

adequadamente, converge para uma única con�guração (Oeckl, 2005), assim a con�gura-

ção selecionada converge para uma superposição de cópias de Gribov, diferentes algoritmos

de relaxamento podem ser usados para contornar comportamentos espúrios, garantindo

continuidade das variáveis de link até dependente da escala a(Lepage, 2005). Para o cali-

bre abeliano maximal (MAG), que será apresentado adequadamente no próximo capítulo,

é importante citar que este também dispõe de um funcional de minimização, que no caso
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se trata de

FMAG[Uµ(x)] =
∑
x,µ̂

Tr(T 3Uµ(x)T
3U †

µ(x)) (3.5)

A inclusão de Quarks na teoria pode ser feita de maneira imediata. Escrevendo a ação

dos quarks como a forma quadrática

SQ = a4
∑
x,y

ψ̄(x)Q(x,y)ψ(y) (3.6)

onde Q(x,y), depende do campo de calibre para um modelo com acoplamento, temos que

a integração funcional no setor de quarks pode ser feita exatamente∫
Dψ̄Dψe−SQ = det(Q) (3.7)

Portanto, basta calcular este determinante para incluir termos efetivos na ação de glúons

equivalentes à dinâmica dos quarks. Sendo o caso com fontes de quarks não muito dife-

rente. Repare que, no caso de campos com auto-interação, como no nosso caso de interesse

com campos escalares, a ação não é bilinear nos campos escalares e portanto o operador

Q(x,y) não pode ser de�nido. Neste caso é necessário simular dinamicamente também os

graus de liberdade escalares de maneira independente.

Chamamos o limite quando Q independe dos campos de calibre o limite quenched.

Quando a dependência nos campos de calibre é levada em consideração este é chamado

unquenched. Simulações atuais para o comportamento do gluon, em ambos os casos

quenched e unquenched, mostram um comportamento em comum: um propagador �nito

em momento zero para o gluon no calibre de Landau (Dudal; Oliveira; Vandersickel, 2010;

Cucchieri et al., 2012; Dudal; Oliveira; Silva, 2018), a interpretação deste comportamento

do propagador é dito massivo ou desacoplado. Tal resultado deve emergir de contribuições

dinâmicas de condensados e dos efeitos das cópias de Gribov e é incompatível com o

propagador a nível árvore de do campo de calibre.

3.2 Exploração das equações de Dyson-Schwinger

Uma outra ferramenta utilizada para investigação do regime não-perturbativo são as equa-

ções de Dyson-Schwinger (Dyson, 1949; Schwinger, 1951). Que são capazes de obter re-

lações exatas entre funções de correlação em diferentes ordens de teoria de perturbação,

podendo, assim, investigar o comportamento no infra-vermelho. As relações básicas a
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serem utilizadas partem da relação de que a integral funcional de uma derivada total é

nula. ∫
DΦ

δ

dΦ(x)
e−S[Φ]+

∫
d4xΦJ = 0 (3.8)

Escolhendo adequadamente os campos e as fontes podemos obter relações como na Fig.

5. Nesta as linhas espessas representam os propagadores completos, com contribuições

a todas as ordens, e os vércites marcados com pontos grossos representam os vértices

completos. Desta forma a substituição do propagador completo pelo de ordem árvore

implica numa equação diferencial funcional para o termo de primeira ordem, e assim em

diante.

Figura 5: Relações diagramáticas obtidas das equações Dyson-Schwinger no calibre de
Landau. Linhas e vértices espessos representam as contribuições completas, a todas as
ordens, enquanto as demais representam a nível árvore. Imagens extraidas de (Bloch,
2003)

Que representam um conjunto in�nito de equações acopladas e exatas entre as fun-

ções de correlação. Estas podem ser resolvidas a partir da escolha de um esquema de

aproximações que permita substituir os diagramas em alguma ordem �nita por algum

ansatz, como as contribuições a nível árvore. Diversas soluções já foram exploradas para

estas equações como em (Mandelstam, 1979) que, para calcular o propagador dos glúons,

neglicenciou as contribuições dos fantasmas. Outro conjunto de soluções de particular

importância são as chamadas scaling solutions (Smekal; Hauck; Alkofer, 1997; Alkofer;

Smekal, 2001; Bloch, 2003; Fischer; Maas; Pawlowski, 2009), que vinculam os propagado-

res do glúon e dos fantasmas, alterando a dependência na potência do momento de acordo
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com a quantidade de pernas externas (Smekal; Hauck; Alkofer, 1997; Fischer; Pawlowski,

2007).

Γ(2n,m)(p2) ∝ (p2)(n−m)κ (3.9)

para n sendo a quantidade de pernas externas de fantasmas, e m a de glúons e κ uma

constante arbitrária em d = 4. Assim dizemos que o propagador do fantasma foi "aprimo-

rado"(do inglês enhanced), o que é compatível com os resultados a nível árvore do modelo

de Gribov-Zwanziger para uma escolha de κ, enquanto que o propagador do campo de

calibre é suprimido, indo a zero para momento nulo. Estas soluções ainda não se en-

contram em completo acordo com a rede, porém há uma outra solução, conhecida por

decoupling solution, que trás resultados coerentes com a rede, com o propagador do glúon

transverso tendendo a umvalor �nito e não nulo para momento nulo, e com o propagador

dos fantasmas não aprimorado, o que corresponde a geração de uma escala dinâmica de

massa para o glúon, mas não para os fantasmas. (Bloch, 2003; Aguilar; Natale, 2004;

Boucaud, Philippe et al., 2006; Aguilar; Papavassiliou, 2008; Aguilar; Binosi; Papavas-

siliou, 2008; Boucaud, Ph et al., 2008; Rodríguez-Quintero, 2011; Huber; Smekal, 2013)

abordaram diferentes aspectos desta solução, nos levando a noção de uma geração de

massa efetiva, consistente com a rede, e que inspirou tanto o re�namento do modelo de

Gribov-Zwanziger quanto o modelo de Curci-Ferrari.

3.3 O modelo de Curci-Ferrari

Quando olhamos os resultados da rede nos perguntamos se é possível emular estes resul-

tados em teoria de perturbação, como uma teoria efetiva, assim simpli�cando ao mínimo

necessário o cálculo de funções de correlação no regime não-perturbativo. Em (Curci;

Ferrari, 1976), foram explorados uma classe de modelos de Yang-Mills massivos, que po-

dem ser invariantes pela simetria de BRST estendida, modi�cando as transformações dos

fantasmas, ao preço de introduzir interações quárticas entre os campos fantasmas. Dentro

desta classe de modelos, proposto como efetivo para o calibre de Landau, um em particular

já encontrou muito sucesso na reprodução das funções de correlação para o infravermelho

encontradas pela rede (Peláez, 2015; Peláez et al., 2021) já a um 1-loop. Desta forma a

inserção de parâmetros massivos se torna uma abordagem mínima para exploração dos

aspectos não perturbativos das teorias de Yang-Mills.

Nos baseando no modelo de Curci-Ferrari, podemos nos perguntar: Quais as con-

sequências de termos de massa em outros calibres? De maneira mais geral que o calibre
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de landau, nos calibres lineares covariantes já é conhecido o termo de condensado de

dimensão dois nos glúons (Comitini et al., 2024), introduzido a partir de operadores com-

postos locais. A condensação do operador Tr(AµAµ) a partir da minimização do potencial

efetivo na teoria de Yang-Mills pura introduz explicitamente uma escala de massa que é,

em princípio um parâmetro redundante, ou seja, calculável em termos dos parâmetros

do modelo. Este parâmetro de massa está intimamente atrelado à região de Gribov. A

condição no-pole descrita em (2.81) no propagador dos fantasmas pode ser descrita em

termos da massa do campo de calibre como

m2 > µ2e
5
6
− 32π2

3g2 , (3.10)

sendo equivalente a um limite superior, sendo uma abordagem alternativa à introdução

da função horizonte, responsável pela não localidade do modelo.

Nos aproveitando do calibre abeliano maximal e do interesse atualmente existente

em separar as dinâmicas dos setores abeliano e não-abeliano, nos propomos a calcular as

correções quânticas dos propagadores de matéria devido a campos de calibre com massas

distintas nesses dois setores. Desta forma inserimos termos de massa independentes para

os campos de calibre abeliano, não-abeliano, e fantasmas. Cada um destes termos é,

a priori, considerado separadamente, porém é comum encontrar a massa dos fantasmas

relacionada à do campo de calibre como

m2
C = −m2

ND (3.11)

(Curci; Ferrari, 1976) No entanto, não postulamos que as massas dos fantasmas e do

campo de calibre estejam relacionadas a priori. Esta relação deverá ser veri�cada expli-

citamente em termos das constantes de renormalização, em caso desta relação se manter.

A justi�cativa de inserção destes termos sem a quebra da simetria de BRST deve

ser colocada em termos de um campo de Stuckelberg (Stueckelberg, 1938; Ruegg; Ruiz-

Altaba, 2004), como no caso do calibre de Landau, onde é construído um campo mani-

festamente independente de calibre

Ah
µ = V †AµV +

i

g
V †∂µV , (3.12)

onde

V = eigξ
ATA

(3.13)

e ξA é chamado campo de Stueckelberg. Como Ah
µ é manifestamente invariante de calibre,
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é possível introduzir o termo de massa

S1 =

∫
d4x

m2

2
AAh

µ AAh
µ (3.14)

sem quebrar a simetria de BRST. No calibre de Landau, este campo é equivalente ao

campo de calibre (Capri; Fiorentini; Guimaraes et al., 2016), de maneira que se torna

possível a introdução do termo de massa sem quebra de simetria. Para que a mesma

justi�cativa seja válida para um modelo massivo no calibre abeliano maximal, a mesma

equivalência deveria acontecer, porém até o momento tal demonstração não está disponí-

vel, restando tratar esta inserção como termos efetivos que emulam resultados dinâmicos.

Desta forma, a adição do termo de massa deve ser interpretada como posterior à �xação

de calibre, ignorando a quebra explícita da simetria de BRST.



4 O calibre abeliano maximal

O calibre abeliano maximal tem sido de suma importância para as investigações em teorias

se calibre, sendo um dos poucos calibres implementáveis em simulações de rede, junta-

mente com os calibres lineares covariantes. Sua principal característica é a separação da

dinâmica do campo de calibre em dois setores, isto é, abeliano e não abeliano. O setor

abeliano é caracterizado pelas componentes pertencentes à subálgebra de Cartan, que é a

maior sub-álgebra abeliana do grupo de Lie associado à simetria de calibre. Esta divisão

na dinâmica pode apresentar consequências como aquelas apresentadas na conjectura de

dominância abeliana, que argumenta que, no infravermelho, o regime não perturbativo

das teorias de Yang-Mills, é gerada uma hierarquia de massa entre os setores abelianos e

não-abelianos dos campos de calibre. Isto implica que o desacoplamento da dinâmica do

campo não-abeliano se desacopla, servindo de campo estático para dinâmica do campo

não diagonal(Ezawa; Iwazaki, 1982; Suzuki; Yotsuyanagi, 1990). Esta noção é semelhante

à aproximação de Born-Oppenheimer em que os elétrons veem os prótons, de maior massa,

como potenciais eletrostáticos, e se ajustam de acordo, manifestando uma hierarquia na

dinâmica molecular (Born; Oppenheimer, 1927).

O papel da dominância abeliana se dá como um passo ao entendimento do con�-

namento de quarks e glúons na QCD. (Ezawa; Iwazaki, 1982) mostrou que, uma vez

que se apresenta uma hierarquia de dinâmica entre os graus de liberdade abelianos e

não-abelianos, tanto os glúons quanto os quarks da teoria se encontram con�nados por

vórtices do setor elétrico de cor, explicando porque estes não se encontram nos estados

assintóticos da teoria. As investigações na rede encontraram evidências desta hierarquia

analisando a contribuição do setor abeliano via loops de Wilson compostos apenas por

campos na componente abeliana(Suzuki; Yotsuyanagi, 1990), encontrando bom acordo

com a disposição completa dos loops de Wilson associados às funções de correlação. As-

sim, os loops abelianos são capazes de reproduzir o potencial estático da teoria completa

em SU(2) (Hioki et al., 1991). De forma que justi�ca-se a separação da dinâmica dos

graus de liberdade abelianos e não-abelianos, que é característica fundamental do MAG.
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Neste trabalho voltaremos nossos esforços para o grupo de simetria como SU(2), onde

a sub-álgebra de Cartan é a mais simples possível. Para este grupo só há um gerador na

sub-álgebra de Cartan (T 3). A partir desta secção usaremos índices minúsculos a,b ∈ {1,2}
como índices do setor não abeliano, e o setor abeliano perderá a menção ao índice sem

causar ambiguidade. Para o grupo SU(2) as constantes de estrutura assumem os valores

conhecidos do tensor totalmente anti-simétrico fABC = ϵABC .

Desta forma, a derivada covariante diagonal é de�nida por

Dab
µ = δab∂µ − gfab3Aµ, (4.1)

e quantidade fab3 é de particular importância e será denotada por

fab3 := ϵab (4.2)

que satisfaz as propriedades

ϵ12 = 1 (4.3)

ϵab = −ϵba (4.4)

ϵacϵbc = δab (4.5)

ϵabϵcd = δacδbd − δadδbc (4.6)

Nesta separação de graus de liberdade é importante evidenciar a forma do objetos

que compõem a ação. Além do setor de Yang-Mills puro, já abordado em (Capri, 2009),

investigaremos o setor escalar acoplado com simetria adjunta. Realizando as simpli�ca-

ções para as derivadas covariantes do campo de matéria podemos explicitar a divisão em

campos abeliano e não-abeliano

DaB
µ ϕB = ∂µϕ

a − gfabcϕbAc
µ − gfab3ϕbAµ − gfa3bϕAb

µ, (4.7)

= Dab
µ ϕ

b + gϵabϕAb
µ (4.8)

D3B
µ ϕB = ∂µϕ− gf 3abϕaAb

µ, (4.9)

onde utilizamos que, para o caso de SU(2), não existem constantes de estrutura com 3

índices no setor não abeliano. Aplicando o mesmo procedimento para o setor de calibre,

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν + gfa3bAµA

b
ν + gfab3Ab

µAν (4.10)

= Dab
µ A

b
ν −Dab

ν A
b
µ, (4.11)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + gf 3abAa
µA

b
ν , (4.12)



4 O calibre abeliano maximal 41

É conveniente expressar a simetria de BRST em termos desta separação, a transformação

em componentes dos campos fantasmas deve ser dada por

sca = gϵabccc (4.13)

sc =
g

2
ϵabcacb (4.14)

enquanto que as transformações de BRST dos campos escalares e de calibre.

sAa
µ = −Dab

µ c
b − gϵabAb

µc sAµ = −∂µc− gϵabAa
µc

b (4.15)

sϕa = gϵabϕcb − gϵabϕbc sϕ = −gϵabϕacb (4.16)

O regime infravermelho do setor de calibre com termos condensados de massa já foi

investigado em (Capri; Lemes et al., 2006; Capri, 2009) e a renormalizabilidade do modelo

sem massa para o setor de calibre e com inserção de campos escalares na representação

adjunta foi provada em (Capri; Fiorentini; Sorella, 2015). Desta forma, para construir

nosso modelo efetivo, partimos do setor escalar na representação adjunta de SU(2), com

calibre �xado no MAG.

A implementação matemática do MAG segue da derivada covariante diagonal do

campo de calibre não abeliano

F a[A] = Dab
µ A

b
µ = 0. (4.17)

Para o setor de calibre abeliano, temos de introduzir outra condição de calibre, que não

precisa estar atrelada ao setor não-abeliano, e neste trabalho será a condição de Landau.

F [A] = ∂µAµ = 0 (4.18)

A partir disto podemos derivar os termos de �xação de calibre gerados pela �xação

BRST

s(c̄aDab
µ A

b
µ) = ibaDab

µ A
b
µ − c̄a[−gϵab

(
−∂µc− gϵcdAccd

)
]Ab

µ − c̄aDab
µ (−Dbc

µ c
c − gϵbcAc

µc)

(4.19)

s(c̄∂µAµ) = ib∂µAµ − c̄∂µ(−∂µc− gϵabAa
µc

b) (4.20)

Portanto o termo de Faddeev-Popov completo é dado por
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Figura 6: Região de Gribov Ωmag no calibre abeliano maximal. Extraída de (Pereira,
2016)

SFP =

∫
d4x

[
−c̄aMab

magc
b + ibaDab

µ A
b
µ + ib∂µAµ + gϵabc̄acDbc

µ A
c
µ + c̄∂µ(∂µc+ gϵabAa

µc
b)
]

(4.21)

Tal que

Mab
mag = −Dac

µ D
cb
µ − gϵacϵbdAb

µA
d
µ (4.22)

podemos descartar os termos lineares na condição de calibre a título de analisar a equação

de cópias. Desta forma encontramos que os setores abeliano e não-abeliano de calibre se

desacoplam, e o setor diagonal pode ser escrito explicitamente como

θ(x) = −gϵab
∂µ(A

a
µθ

b)

∂2
(4.23)

Tal que o operador Mmag realmente se torna o único responsável independente na criação

de cópias de Gribov neste calibre. A região de Gribov no MAG apresenta uma forma

inusitada, sendo irrestrita na direção do campo abeliano, conforme ilustrado na Fig. 6,

de forma que é evidente a diferença do comportamento não perturbativo que é induzido

pelas cópias de Gribov. Inspirados no sucesso do modelo de Curci-Ferrari em representar
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o regime infravermelho das Teorias de Yang Mills, introduziremos os termos massivos à

ação �xada

Sm =

∫
d4x

[
m2

D

2
AµAµ +

m2
ND

2
Aa

µA
a
µ +m2

C c̄
aca
]

(4.24)

de maneira a tentar emular o comportamento não perturbativo a partir destes termos

massivos. A inserção de Sm quebra explicitamente a simetria de calibre, pela variação de

BRST

sSm = −
∫
d4x

[
mDAµ(∂µc+ gϵabAa

µc
b) +mNDA

a
µ(D

ab
µ c

b + gϵabAb
µc) + im2

Cb
aca − gm2

C

2
ϵabc̄acbc

]
(4.25)

de forma que os termos de massa descritos não podem ser inseridos a nível fundamental

nas teorias de Yang-Mills. O termo de massa para os fantasmas, apesar de não ser um foco

de análise, se faz necessário para renormalização e por isso será considerado independente

neste trabalho.

4.1 Termos quárticos adicionais para renormalização

Para tornar este o modelo escalar acoplado a Yang-Mills renormalizável, devemos adi-

cionar termos BRST-exatos adicionais com acoplamentos arbitrários. Estes novos parâ-

metros serão responsáveis por absorver as divergências inerentes da não-linearidade da

�xação de calibre no MAG sem a introdução de novas dinâmicas, e o limite (α,β) → 0

deve ser tomado quando possível. Os termos relevantes foram calculados em (Capri; Fi-

orentini; Sorella, 2015) aplicando o método de renormalização algébrica (Piguet; Sorella,

1995). Aqui usaremos seus resultados adicionando os termos

Sα = −α
2
s

∫
d4xc̄aiba − gϵabc̄ac̄bc (4.26)

=

∫
d4x

α

2
baba +

αg

2
ϵab(ibac̄bc− c̄aibbc+

g

2
c̄ac̄bϵcdcccd) (4.27)

=

∫
d4x

αg

2
baba + αϵabibac̄bc+

αg2

2
c̄ac̄bcacb (4.28)

Para renormalizar o setor escalar devemos introduzir também o seguinte termo
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Sβ =
β

2
s

∫
d4xϵabϕϕac̄b (4.29)

=
β

2
ϵab
∫
d4x

(
−gϵcdϕccdϕac̄b − ϕ(gϵacϕcc− gϵacϕcc)c̄b + ϕϕaibb

)
(4.30)

=
β

2

∫
d4xgϕaϕac̄bcb − gϕ2c̄aca − gϕaϕbc̄acb + gϕϕac̄ac− ibaϵabϕϕb (4.31)

Ambas as constantes auxiliares α,β devem ser usadas para renormalização e em se-

guida levadas a 0. Este é o procedimento que garante a renormalizabilidade do modelo,

formalmente. A veri�cação de como os limites são tomados deverá ser executada com

cautela durante a série perturbativa.

Para �ns práticos, podemos optar por integrar os campos auxiliares de Nakanishi-

Lautrop e tratar da dinâmica resultante. Para isso incluímos um termo algébrico para o

setor diagonal do mesmo

Sξ =

∫
d4x

ξ

2
b2 (4.32)

Coletando os termos contendo ba,b explicitamos,

Sb =

∫
d4x

α

2
baba + iba

(
Dab

µ A
b
µ + αgϵabc̄bc− β

2
ϵabϕϕb

)
+
ξ

2
b2 + ib∂µAµ (4.33)

assim separando os termos explicitados das ações de origem SFP , Sα, Sβ

Integrando nos campos usando os resultados do Cap. 2 obtemos um novo termo

S̃b =

∫
d4x

1

2α

(
Dab

µ A
b
µ + αgϵabc̄bc− β

2
ϵabϕϕb

)2

+
1

2ξ
(∂µAµ)

2 (4.34)

De posse destes termos podemos iniciar o cálculo das correções quânticas pela série

perturbativa. Faremos uma breve digressão para enunciar a ação completa do modelo a

ser dada por

S = SYM + Sϕ + Sgf + Sb + Sα + Sβ (4.35)
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S =

∫
d4x

[
1

4

(
Dab

µ A
b
ν −Dab

ν A
b
ν

)2
+

1

4

(
∂µAν − ∂νAµ + gϵabAa

µA
b
ν

)2
(4.36)

+
m2

ND

2
Aa

µA
a
µ +

m2
D

2
AµAµ +

1

2
(Dab

µ ϕ
b + gϵabAb

µϕ)
2 +

1

2
(∂µϕ− gϵabϕaAb

µ)
2

(4.37)

+
m2

2
(ϕaϕa + ϕ2) +

λ

4!
[(ϕaϕa)2 + ϕ4 + 2ϕaϕaϕ2] +

1

ξ
(∂µAµ)

2 (4.38)

+
1

2α

(
Dab

µ A
b
µ + αgϵabc̄bc− β

2
ϕϕb

)2

+
αg2

2
c̄ac̄bcacb (4.39)

−c̄aMab
magc

b + gϵabc̄aDbc
µ A

c
µ + c̄∂µ(∂µc+ gϵabAa

µc
b) (4.40)

+
βg

2

(
ϕaϕac̄bcb − ϕaϕbc̄acb + ϕaϕc̄ac− ϕ2c̄aca

)
(4.41)

Evidenciamos que o limite do MAG verdadeiro se encontra quando o limite (α,β) →
0 é tomado devidamente, e o modelo descrito em (Capri; Fiorentini; Sorella, 2015) é

equivalente à remoção dos termos de massa em Sm.



5 Propagadores perturbativos

Nos inspirando no sucesso do modelo de Curci-Ferrari, neste capítulo exploraremos as

contribuições explícitas dos termos de massa do setor de calibre aos propagadores do

modelo até 1-loop. Para isso construiremos os diagramas e a auto-energia relevante para

cada um destes.

5.1 Propagadores a nível árvore

Os propagadores a nível árvore podem ser encontrados pelo operador de�nido em 2.5

S0 =

∫
d4xΦiOijΦj (5.1)

Neste caso, como não há termos mistos da parte quadrática da ação nos campos, O é

diagonal, e os elementos da inversa são dados por

⟨ϕa(p)ϕb(−p)⟩0 =
δab

p2 +m2
(5.2)

⟨ϕ(p)ϕ(−p)⟩0 =
1

p2 +m2
(5.3)

⟨c̄a(p)cb(−p)⟩0 =
δab

p2
(5.4)

⟨c̄(p)c(−p)⟩0 =
1

p2
(5.5)

para dos campos de calibre, devido à sua natureza vetorial, é necessário ter mais álgebra
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para lidar com as diferentes polarizações.∫
d4x

[
1

4
(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ)

2 +
1

2α
(∂µA

a
µ)

2 +
m2

ND

2
Aa

µA
a
µ

]
(5.6)

=

∫
d4x

[
1

2
∂µA

a
ν∂µA

a
ν −

1

2
∂µA

a
ν∂νA

a
µ +

1

2α
∂µA

a
µ∂νA

a
ν +

m2
ND

2
Aa

µA
a
µ

]
(5.7)

=

∫
d4x

[
1

2
Aa

µ(−δµν∂2 + (1− 1/α)∂µ∂ν +m2
NDδµν)A

a
ν

]
(5.8)

=

∫
d4x

[
1

2
Aa

µ(δµνp
2 − (1− 1/α)pµpν +m2

NDδµν)A
a
ν

]
(5.9)

O propagador pode ser obtido usando

⟨Aa
µ(p)A

b
ν(−p)⟩|0 = δabδµνG1 +

pµpν
p2

G2 (5.10)

G1 =
1

p2 +m2
ND

(5.11)

G2 =
1

p2 +m2
ND

(α− 1)p2

p2 + αm2
ND

(5.12)

= δab
[

1

p2 +m2
ND

Tµν(p) +
α

p2 + αm2
ND

Lµν(p)

]
(5.13)

tal que Tµν(p) e Lµν(p) são os projetores transversais e longitudinais no espaço de mo-

mento, ou seja

Tµν(p) = δµν −
pµpν
p2

, (5.14)

Lµν(p) =
pµpν
p2

. (5.15)

Seguindo passo análogos para o setor abeliano obtemos

⟨Aµ(p)Aν(−p)⟩0 =
1

p2 +m2
D

Tµν(p) +
ξ

p2 + ξm2
D

Lµν(p). (5.16)

como era esperado, por não haver interação proporcional a ξ, o único papel deste limite

é tornar o propagador do campo de calibre abeliano transverso,de maneira que a com-

ponente longitudinal desacople no limite ξ → 0, e para futuros cálculos é isto que será

assumido. As representações diagramáticas dos propagadores a nível árvore são dadas na

tabela 1

Para calcular as correções a 1-laço do propagadores dos campos escalares podemos
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ϕ(p) ϕ(−p) ⟨ϕ(p)ϕ(−p)⟩0 (p2 +m2)−1

ϕa(p) ϕb(−p) ⟨ϕa(p)ϕb(−p)⟩0 δab(p2 +m2)−1

Aµ(p) Aν(−p) ⟨Aµ(p)Aν(−p)⟩0 Tµν(p)(p
2 +m2

D)
−1

Aa
µ(p) Ab

ν(−p) ⟨Aa
µ(p)A

b
ν(−p)⟩0

δabTµν(p)(p
2 +m2

ND)
−1

+αδabLµν(p)(p
2 + αm2

ND)
−1

c̄(p) c(−p) ⟨c̄(p)c(−p)⟩0 (p2)−1

c̄a(p) cb(−p) ⟨c̄a(p)cb(−p)⟩0 δab(p2)−1

Tabela 1: Propagadores a nível árvore dos campos fundamentais

utilizar os conhecimentos provenientes da teoria λϕ4. Considerando o supercampo Φi,

sabemos que todas as correções relevantes de propagadores seguem a forma geral da Fig.

7.

Φi(p) Φj(−p)

Φk(k)

Φi(p) Φj(−p)

Φk(k)

Φn(p− k)

Figura 7: Contribuições possíveis a 1 -laço

Nos voltando aos casos particulares do propagadores do setor escalar encontramos os

diagramas que contribuem substituindo seus respectivos vértices

5.2 Propagadores dos campos escalares

Quando substituímos os vértices encontrados em (4.41) nas formas gerais de contribuições

da Fig. 7, percebemos que as contribuições a 1-loop do propagador do campo escalar

abeliano podem ser representadas pelos diagramas na Fig. 8. A auto-energia do campo

escalar pode ser encontrada a partir da função de 2-pontos 1PI como

Γ(2)ϕϕ(p) = p2 +m2 +Πϕ2 (5.17)

ou seja, a auto-energia guarda as correções quânticas ao propagador.

Devido à quantidade de vértices presente no modelo se fez necessário o uso do pro-

grama FORM (Kuipers et al., 2013) para a manutenção dos cálculos explícitos de maneira

consistente, evitando erros algébricos. Calculando explicitamente os diagramas, a auto-

energia pode ser renormalizada no esquema MS (Peskin; Schroeder, 1995; Weinberg,
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Figura 8: Contribuições não nulas a 1-loop cabíveis para o campo abeliano

1996) para d = 4, assumindo a forma �nita

Πϕ2 = −2g2
(p2 +m2 +m2

ND)
2 − 4m2m2

ND

m2
ND

χ(p2,m2,m2
ND) (5.18)

+ 2g2
(
p2 −m2 − β

2
m2

ND

)2
m2

ND

χ(p2,m2,αm2
ND) (5.19)

−m2

(
5λ

6
+ g2

)
log

(
m2

µ2

)
− 2

(
p2 +m2 + (2d− 3)m2

ND

)
log

(
m2

ND

µ2

)
(5.20)

+ 2g(gp2 + gm2 − (αg + αβ)m2
ND) log

(
αm2

ND

µ2

)
− gβm2

C log

(
m2

C

µ2

)
(5.21)

A função χ(p2,m2
1,m

2
2) é derivada da representação integral dos diagramas e é propriamente

de�nida no apêndice B, e µ é a escala arbitrária de renormalização. As constantes de

renormalização de campo e de massa são de�nidas a partir das seguintes substituições na

ação de partida

ϕ→ Z
1/2
ϕϕ ϕ, (5.22)

e

m2 → Z
(1)

m2m
2 (5.23)

de maneira que omitimos a renormalização dos vértices que não pode ser obtida sem

considerar explicitamente as funções de 4-pontos. As expressões encontradas para os
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fatores de renormalização foram de

Zϕϕ = 1− 1

16π2

(
6g2 + 2gβ − 2g2α

)(2

ϵ
− ln(4π) + γ

)
(5.24)

Zm2 = 1− 1

16π2

(
5λ

6
− 6g2 + 2βg

m2
C

m2
+ 2

(
g2
(
α2 − 2

)
+ gαβ − β2

4

)
m2

ND

m2

)(
2

ϵ
− ln(4π) + γ

)
(5.25)

Para o campo escalar não-abeliano as contribuições de primeira ordem são represen-

tadas pelos diagramas encontrados na Fig. 9.

Figura 9: Contribuições não nulas a 1-loop para o campo não-abeliano

De maneira a simpli�car a notação, de�nimos a auto energia a partir de

Γ
(2)

ϕaϕb(p) = δab
(
p2 +m2 +Πϕaϕb

)
(5.26)
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tal que

Πϕaϕb = −g2 (p
2 +m2 +m2

D)
2 − 4m2m2

D

m2
D

χ(p2,m2,m2
D)

+ g2
(p2 +m2)2

m2
D

χ(p2,m2,m2
D)

− g2
(p2 +m2 +m2

D)
2 − 4m2m2

ND

m2
ND

χ(p2,m2,0)

g2
(
gp2 + gm2 + β

2
m2

ND

)2
m2

ND

χ(p2,m2,αm2
ND)

−m2

(
5λ

6
− 2g2

)
log

(
m2

µ2

)
−
(
p2 +m2 + (2d− 3)m2

D

)
log

(
m2

D

µ2

)
−
(
p2 +m2 + (2d− 3)m2

ND

)
log

(
m2

ND

µ2

)
+ α(g2p2 + g2m2 + g(gα+ β)m2

ND) log

(
αm2

ND

µ2

)
+ gβm2

C log

(
m2

C

µ2

)
(5.27)

os fatores de renormalização são dados de maneira análoga ao caso do campo abeliano, e

são dados por

Zϕaϕb = 1− 1

16π2

(
6g2 − g2α− gβ

)(2

ϵ
− ln(4π) + γ

)
(5.28)

Z
(2)

m2 = 1− 1

16π2

(
5λ

6
− 6g2 + 2g2 (d− 1)

m2
D

m2
(5.29)

+

(
g2(2d− 2 + α2)− gαβ − β2

4

)
m2

ND

m2
− gβ

m2
C

m2

)(
2

ϵ
− ln(4π) + γ

)
(5.30)

de forma que os dois modos de renormalização da massa são equivalentes on-shell, apenas

se as massas do setor de calibre são iguais. Essa condição mostra a necessidade de uma

bifurcação nos parâmetros de massa do setor escalar, de maneira que a ação quântica não

poderia manter a simetria de calibre. Exploraremos melhor a possibilidade da manutenção

da simetria de calibre na ação quântica a 1-loop posteriormente neste trabalho.

5.3 Propagadores do setor de calibre

Para o campo de calibre abeliano é importante estabelecer que, devido ao propagador a

nível árvore ser transverso, podemos considerar apenas a contribuição transversa da auto-

energia, devido à projeção transversal presente no propagador completo. Desta forma a
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auto-energia do campo de calibre será dada na forma

Γ
(2)
AµAν

(p) =
1

d− 1

(
δµν −

pµpν
p2

)
(p2 +m2

D +ΠAµAν ) (5.31)

Neste setor encontramos os diagramas que contribuem para auto-energia como aqueles

dados pela Fig. 10.

Aµ(p) Aµ(p)

Figura 10: Contribuições não nulas a 1-loop para o campo de calibre abeliano

Desta forma, a auto-energia é dada por

ΠAµAν = 2g2(p2 + 4m2)χ(p2,m2,m2)− 2g2(p2 + 4m2
C)χ(p

2,m2
C ,m

2
C)

+ g2
p6 − 8(d− 2)p2m2

ND − 4(7d− 11)p2m4
ND + 16(d− 1)m6

ND

2m4
ND

χ(p2,m2
ND,m

2
ND)

− p6 − 2(2d− 3− α)p4m2
ND + (α− 1)2p2m4

ND

m4
ND

χ(p2,m2
ND,αm

2
ND)

+
p6 + 2(α− 1)p4m2

ND + 2(1− 4α)p2m4
ND + 8αm6

ND

2m4
ND

χ(p2,αm2
ND,αm

2
ND)

− 4g2(d− 2)m2 log

(
m2

µ2

)
+ 4g2(d− 2)m2

C log

(
m2

C

µ2

)
− g2((4d+ α− 9)p2 + (4d2 − 12d+ 8)m2

ND) log

(
m2

ND

µ2

)
+ g2((4d− 9α + α2)− 4(d− 2)αm2

ND) log

(
αm2

ND

µ2

)
(5.32)

tal qual os fatores de renormalização do setor escalar, no setor de calibre estes seguem a



5.3 Propagadores do setor de calibre 53

Figura 11: Contribuições não nulas a 1-loop para o campo de calibre não-abeliano

mesma forma, de maneira que encontramos os seguintes fatores de renormalização

ZAµAν = 1− g2

16π2(d− 1)
((18− 4α)d+ 16α− 32)

(
2

ϵ
− ln(4π) + γ

)
, (5.33)

Zm2
D
= 1− g2

16π2

(
2d(2α− 9) + 32− 16α + 4(d− 4)

m2

m2
D

− (d− 4)
m2

C

m2
D

+ (4(d2 + d(α− 5) + 1− α))
m2

ND

m2
D

)(
2

ϵ
− ln(4π) + γ

)
. (5.34)

Desta forma percebemos que as contribuições da massa dos fantasmas e dos campos

escalares é irrelevante para renormalização da massa do campo diagonal.

Quanto ao campo não abeliano de�nimos a auto-energia a partir de

Γ
(2)

Aa
µA

b
ν
(p) =

δab

d− 1

(
δµν −

pµpν
p2

)
(p2 +m2

ND +ΠT
Aa

µA
b
ν
) +

δab

α

pµpν
p2

(p2 + αm2
ND + αΠL

Aa
µA

b
ν
)

(5.35)

e os diagramas que contribuem não trivialmente são dados pela Fig. 11.
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De forma que obtemos os seguintes resultados

ΠT
Aa

µA
b
ν
= g2(p2 + 4m2)χ(p2,m2,m2)

+
g2

p2m2
NDm

2
D

{
p8 +m8

D +m8
ND

4
− p6(d− 1)(m2

D +m2
ND)

−p4
((

2d− 7

2

)
(m4

D +m4
ND) + (3d− 4)m2

Dm
2
ND

)
− p2[(d− 2)(m6

D +m6
ND)− (3d− 4)(m2

D +m2
ND)m

2
Dm

2
ND]

+(d− 2)(m2
D −m2

ND)
2m2

Dm
2
ND +

3

2
m4

Dm
4
ND

}
χ(p2,m2

ND,m
2
D)

− g2

p2m2
NDm

2
D

{
p8 +m8

ND

4
− p6(d− 2)m2

ND − p4
(
2d− 7

2

)
m4

ND

−p2(d− 2)m6
ND

}
χ(p2m2

ND,0)

− g2

p2m2
NDm

2
D

{
p8 +m8

NDα
2 +m8

D

4
+ p6

2(2− d)m2
D + (1 + α)m2

ND

2

−p4
(4d− 7)m4

D + (4d− α− 7)m2
Dm

2
ND +

α2 + 4α + 1

2
m2

ND

2

− p2
(
(d− 2)m6

D − α(1 + α)

2
m6

ND +
4d− α− 7

2
m4

Dm
2
ND

− 3 + α2

2
m2
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e os fatores de renormalização são dados como
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)
(5.38)
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Quando tratamos de calibre lineares covariantes é comum encontrar um situação pro-

veitosa. O limite do parâmetro de calibre indo a zero é um ponto �xo sob a renormalização,

de forma que, quando consideramos o limite on-shell podemos apenas esquecer da renor-

malização do parâmetro de calibre. Este não é o caso em calibres não lineares. No caso

do MAG a renormalização do parâmetro de calibre é dado por

αb =
ZAa

µA
b
ν

Zα

α (5.40)

conforme em (Gracey, 2005). Isolando termos multiplicativos para evidenciar a relação

ordem a ordem

Zα0α0 = 0 (5.41)

é o limite a ser tomado para garantir a condição on-shell. O fator Zα é evidente da parte

longitudinal da auto-energia (5.37).

Zα = 1− 1

16π2

3g2

2
+
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4
α

(2

ϵ
− ln(4π) + γ

)
(5.42)

A divergência aparente do fator de renormalização do parâmetro de calibre é o motivo da

necessidade de um limite não trivial a ser tomado. Separando perturbativamente temos

αb =
1

16π2

(
(d− 1)g2 +

β2

4

)(
2

ϵ
− ln(4π) + γ

)
(5.43)

de maneira que, de posse desta forma do parâmetro de calibre não renormalizado é cabível

tomar que o limite de potências negativas de α se dá como

lim
α→0

α−n = lim
α→αb

α−n
b ∝ ϵn → 0 (5.44)

desta forma o limite da condição de calibre se dá de maneira a retirar todas as potências

não nulas de α da expressão da auto-energia. Desta forma o propagador ressomado a

1-loop é inteiramente transverso, o que é uma consequência inesperada dada a a condição

de calibre do MAG. Desta forma devem ser impostas relações entre a função de 1-ponto

⟨Aa
µ(x)⟩ e o operador composto Aa

µ(x)Aµ(x) que pode estar associado à mistura das massas
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do setor de calibre. Devido à natureza de cor do vértice cúbico de interação do setor de

calibre é evidente que o modelo ser renormalizável implica que a função de 1-ponto é

necessariamente nula a todas as ordens, de forma que não se faz necessário introduzir o

operador composto Aa
µ(x)Aµ(x) como uma fonte da mistura de massas.

5.4 Fantasma não-abeliano

Para o fantasma não abeliano há menos vértices, o que resulta nas seguintes da Fig. 12

Figura 12: Contribuições não nulas a 1-loop para o campo de fantasma não-abeliano
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(5.45)
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Zc̄acb = 1− g2
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(5.46)

Zm2
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ND +m2
D

m2
C

)
(5.47)

Enquanto que o fantasma abeliano não apresenta diagramas divergentes.

5.5 Explorando o termo de massa escalar

Conforme vimos, a auto-energia dos campos escalares difere entre as componentes abeliana

e não-abeliana. Assim, podemos encontrar se há quebra dinâmica de simetria a 1-loop

tomando a diferença entre as massas efetivas no setor abeliano e não-abeliano. A massa

efetiva a 1-loop pode ser encontrada perturbativamente pela relação

m̄2
ab = −m2 +Πϕϕ

∣∣∣
p2=−m2

(5.48)

e analogamente para o campo não-abeliano. Dessa forma podemos de�nir a diferença de

massa efetiva entre os campos escalares (on shell) como

δm2 = m̄2
ab − m̄2

nab − g2(m2
D − 4m2)χ(−m2,m2,m2
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(
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)
(5.49)

Usando a forma explicita para χ(p2,m2
1,m

2
2) disponível no anexo B para o caso parti-

cular obtido nesse contexto escrevemos que

(x− 4)
√
x2 − 4x ln

(
3x+ 2 +

√
x2 − 4x

2

)
+ (2d− 3)x log(x)

= (y − 4)
√
y2 − 4y ln

(
3y + 2 +

√
y2 − 4y

2

)
+ (2d− 3)y log(y) (5.50)

tendo x = m2
D/m

2 e y = m2
ND/m

2. A solução trivial equivalente às massas iguais nos

campos de calibre presente no modelo de Curci-Ferrari se apresenta novamente pela si-

metria da equação transcedental. No entanto, outras soluções para (5.50) podem existir
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fora da igualdade de massas. Para explorar estas soluções não-triviais de�nimos

F (x) = (x− 4)
√
x2 − 4x ln

(
3x+ 2 +

√
x2 − 4x

2

)
+ (2d− 3)x log(x) (5.51)

as soluções não triviais são dadas por duplas cartesianas (x,y) tal que F (x) = F (y),

x ̸= y. Por inspeção grá�ca sabemos que tais soluções existem contanto que pelo menos

uma destas seja negativa. Na �gura 13 observamos que para x < −2.41639... não há pares

Figura 13: Grá�co de F(x), em vermelho, evidenciando as três regiões com pares de
soluções, projetadas para o eixo de massa em azul

de soluções, logo não há solução trivial nesse intervalo. Para −2.41639... ≤ x ≤ 0 existem

pares negativos onde F (x) assume valores que se tornam arbitrariamente próximos no

polo aparente. Para x > 4 existem 3 pares de soluções, sendo uma equivalente à anterior

e duas com uma massa positiva e outra negativa. As duas massas negativas na terceira

região tendem ao mesmo valor quando x→ ∞, de forma que exista uma relação entre elas.

Podemos perceber nessa região que, em módulo, existe uma hierarquia entre as massas

nas soluções não triviais, de tal modo que estas soluções possam estar relacionadas com

a dominância abeliana. No momento a análise descrita foi realizada por inspeção grá�ca,

que depende da representação numérica. Assim será necessária maior investigação para

entender a natureza destas soluções com massa fora do modelo de Curci-Ferrari e obter

uma relação explícita entre as massas do campo de calibre abeliano e não-abeliano.
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A partir destes resultados,concluímos que o modelo escalar com simetria SU(2) adjunta

acoplado ao campo de Yang-Mills com com calibre �xado pelo MAG admitiu renormali-

zação dentro dos parâmetros especi�cados, em concordância com o resultado obtido por

renormalização algébrica em (Capri; Fiorentini; Sorella, 2015), não sendo quebrada pela

inserção dos termos efetivos massivos.

Dentro deste modelo calculamos os propagadores a 1-loop explicitamente a partir

dos diagramas de Feynman relevantes e explicitamos as constantes de renormalização de

campo e de massa. Através da bifurcação da massa efetiva no setor escalar investiga-

mos as condições necessárias para que as massas do setor de calibre não interferissem

dinamicamente no termo de massa do setor escalar. Assim chegamos a uma equação

transcedental simétrica entre as massas de calibre, cujas soluções descreveram um vín-

culo entre as massas do do campo de calibre abeliano e não-abeliano. Dentro do setor

de calibre também observamos a manutenção da separação de massas entre os campos

diagonais e não-diagonais, admitindo contribuições necessariamente distintas, de forma

que os resultados básicos para análise da dinâmica de renormalização da teoria pelo o

grupo de renormalização foram explicitamente citadas.

Essa assimetria no setor de calibre corrobora com qualitativamente com a conjectura

de dominância abeliana. Porém, dentro deste modelo efetivo, é cabível a�rmar apenas

que o caso extremo m2
D = 0 é inconsistente, devido as contribuições do campo escalar e

do campo de calibre não-abeliano para renormalização da massa de calibre.

A renormalização explícita do parâmetro de calibre se mostrou um passo muito im-

portante para entender a transversalidade do propagador do campo de calibre a 1-loop,

visto que a condição de calibre do MAG não é su�ciente para �xar esta propriedade. De

posse deste resultado é possível construir relações entre funções de correlação que podem

se mostrar úteis na análise de operadores compostos invariantes de calibre, como aque-

les descritos em (Peruzzo, 2022). Desta forma novos parâmetros de calibre podem ser
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incluídos de forma a generalizar convergência.

Os resultados aqui apresentados representam boa parte do caminho para o cálculo

das dimensões anômalas dos parâmetros do modelo a 1-loop. Sendo necessário agora

a investigação das funções de correlação de 3 e 4 pontos, os vértices efetivos. Desta

forma este trabalho representa um passo inicial, porém indispensável para uma maior

compreensão deste modelo. Ademais, sendo o MAG um dos poucos calibres �xáveis na

rede por um método de relaxação, é possível construir simulações de Monte-Carlo na rede

como uma segunda forma de computar os propagadores dos campos. Desta maneira os

valores das massas efetivas poderiam, em princípio ser �xadas por ajuste dos dados da

rede.
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APÊNDICE A -- Regras de Feynman

Os fatores de vértice a serem usados nas regras de Feynman são de�nidos da maneira

usual

V [Φi...Φj] = − δn

δΦi(x1)...δΦj(xn)
Sint

∣∣∣
Φi...=0

(A.1)

Aplicando esta regra obtemos os seguintes fatores de vértice não-nulos

V [Aa
µ(p1)A

b
ν(p2)Aξ(p3)] = −igeab [(p1 − p2)ξδµν

− (p1 + p2/α− p3)νδµξ + (p2 + p1/α− p3)µδνξ] (A.2)

V [Aa
µ(p1)A

b
ν(p2)A

c
ξ(p3)A

d
η(p4)] = −g2

(
δµνδξη(ϵ

adϵbc + ϵacϵbd) (A.3)

+δµξδνη(ϵ
adϵbc − ϵabϵcd)− δµηδνξ(ϵ

acϵbd + ϵabϵcd)
)

(A.4)

V [Aa
µ(p1)A

b
ν(p2)Aξ(p3)Aη(p4)] = −g2 (2δµνdξη − (1− 1/α)(δµξδνη + δµηδνξ)) (A.5)

V [ϕa(p1)ϕ
b(p2)Aµ(p3)] = −igϵab(p1 − p2)µ (A.6)

V [ϕa(p1)ϕ(p2)A
b
µ(p3)] = iϵab

(
gp1 − gp2 +

β

2α
p3

)
µ

(A.7)

V [ϕa(p1)ϕ
b(p2)A

c
µ(p3)A

d
ν(p4)] = −g2δµν(ϵadϵbc + ϵacϵbd) (A.8)

V [ϕa(p1)ϕ(p2)A
b
µ(p3)Aν(p4)] = δµνδ

ab

(
g2 − βg

2α

)
(A.9)

V [ϕa(p1)ϕ
b(p2)Aµ(p3)Aν(p4)] = −2g2δµνδ

ab (A.10)

V [ϕ(p1)ϕ(p2)A
a
µ(p3)A

b
ν(p4)] = −2g2δabδµν (A.11)

V [ϕa(p1)ϕ
b(p2)ϕ(p3)ϕ(p4)] = −δab

(
λ

3
+
β2

2α

)
(A.12)

V [ϕa(p1)ϕ
b(p2)ϕ

c(p3)ϕ
d(p4)] = −λ

3
(δabδcd + δacδbd + δadδbc) (A.13)

V [ϕ(p1)ϕ(p2)ϕ(p3)ϕ(p4)] = −λ (A.14)
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V [c̄a(p1)c
b(p2)Aµ(p3)] = −igϵab(p1 − p2) (A.15)

V [c̄a(p1)c(p2)A
b
µ(p3)] = −igϵabp3µ/2 (A.16)

V [c̄(p1)c
a(p2)A

b
µ(p3)] = −igϵabp1µ (A.17)

V [c̄ac̄bcccd] = αg2(δacδbd − δadδbc) (A.18)

V [c̄acbϕcϕd] = −βg
2
(2δabδcd − δacδbd − δadδbc) (A.19)

V [c̄acbϕϕ] = gβδab (A.20)

Estas regras foram aplicadas na geração dos diagramas que foram utilizados nos cálcu-

los perturbativos. A convenção de transformada de Fourier utilizada para dependência

explícita no momento é dada por

f(p) =

∫
d4xe−ip·xf(x) (A.21)

com a transformada inversa como

f(x) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·xf(p) (A.22)
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APÊNDICE B -- Integrais mestras e expansão
assintótica

Dentre as integrais geradas pelos diagramas, após a aplicação da redução de Veltman-

Passarino e da simpli�cação dos termos, restam apenas duas Integrais mestras, que devem

ser resolvidas explicitamente. Estas são

χa(m2) = µϵ

∫
ddk

(2π)d
1

(k2 +m2)a
, (B.1)

e

χ(p2,m2
1,m

2
2) = µϵ

∫
ddk

(2π)d
1

k2 +m2
1

1

(p− k)2 +m2
2

, (B.2)

sendo o caso de particular interesse quando a = 1. A primeira destas pode ser resolvida

facilmente usando integração em coordenadas hiper-esféricas.

χa(m2) =
2πd/2

Γ(d/2)
µϵ

∫ ∞

0

dk

(2π)d
kd−1

(k2 +m2)a
(B.3)

=
µϵ

(4π)d/2Γ(d/2)
(m2)d/2−a

∫ ∞

0

td/2−1

(t+ 1)a
(B.4)

=
µϵ

(4π)d/2Γ(d/2)
(m2)d/2−aΓ(d/2)Γ(a− d/2)

Γ(a)
(B.5)

=
µϵ

(4π)d/2
(m2)a(m2)−ϵ/2Γ(ϵ/2 + a− 2) (B.6)

Para a = 1 a parte divergente se apresenta no polo de Γ(ϵ/2), assim, partindo da expansão

assintótica da função gamma,

Γ
( ϵ
2

)
=

2

ϵ
− γ +O(ϵ), (B.7)

e a expansão

(m2)−ϵ/2 = 1− ϵ

2
ln(m2) +O(ϵ2). (B.8)

Obtemos a seguinte expressão

χ1(m2) = − 1

16π2

(
− ln

(
m2

µ2

)
+

2

ϵ
− γ + ln(4π)

)
. (B.9)
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No esquema MS escolhemos remover além do polo em ϵ os termos envolvendo ln(4π) e

γ. Assim obtemos uma expressão devidamente �nita.

Para integral χ(p2,m2
1,m

2
2) utilizamos a parametrização de Feynman.

1

AB
=

∫ 1

0

dt

[(1− t)A+ tB]2
(B.10)

Desta forma podemos escrever a integral como

χ(p2,m2
1,m

2
2) = µϵ

∫
ddk

(2π)d

∫ 1

0

dt

(1− t)(k2 +m2
1) + t((p− k)2 +m2

2)
(B.11)

= µϵ

∫ 1

0

dt

∫
ddk

(2π)d
1

[(k + tp)2 + t(1− t)p2 + (1− t)m2
1 + tm2

2]
2
. (B.12)

depois de um deslocamento no espaço de momento, encontramos no integrando em t uma

forma compatível com χ2(t(1− t)p2 + (1− t)m2
1 + tm2

2). Expandindo adequadamente no

polo obtemos

χ(p2,m2
1,m

2
2) =

1

16π2

[
−
∫ 1

0

ln

(
t(1− t)p2 + (1− t)m2

1 + tm2
2

µ2

)
dt+

2

ϵ
− γ + ln(4π)

]
,

(B.13)

cuja renormalização no esquema MS é imediata. A solução explícita da integral em toda

sua generalidade é muito trabalhosa, mas o resultado pode ser encontrado em (Peruzzo,

2022) como

χren(p
2,m2

1,m
2
2) =

1

2p2

{
m2

1 ln
m2

2

m2
1

+m2
2 ln

m2
1

m2
2

+ p2 ln
m2

1m
2
2

µ4
− 4p2

− 4
√

−p4 −m4
1 −m4

2 + 2m2
1m

2
2 − 2(m2

1 +m2
2)p

2 (B.14)

× tan−1

[
m2

2 −m2
1 − p2√

−m4
1 + 2m2

1(m
2
2 − p2)− (m2

2 + p2)2

]}
(B.15)

No entanto, é possível encontrar expressões mais simples para o único caso particular

que nos fora de interesse. Para um valor particular

χren(−m2,m2,am2) = ln

(
m2

µ2

)
+

√
a2 − 4a

2

[
ln

(
|
√
a2 − 4a− a+ 2|

|
√
a2 − 4a+ a− 2|

)
− ln

(
|
√
a2 − 4a− a|

|
√
a2 − 4a+ a|

)]
− a ln(|a|) + 2 (B.16)

que pode ser simpli�cado, resultando na expressão encontrada no capítulo 5.
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