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Resumo

Neste trabalho, investigamos os efeitos da difusividade da densidade de matéria nuclear

dos núcleos de 27Al e 28Si na descrição de reações nucleares induzidas por íons pesados,

com foco em distribuições angulares de espalhamento elástico. Em um estudo recente,

valores de difusividade nuclear de am = 0.65 fm e am = 0.62 fm foram propostos para

ambos os núcleos com base na distribuição de Fermi de dois parâmetros, excedendo o

valor sistemático amplamente utilizado no Potencial de São Paulo (SPP), am = 0.56 fm,

sendo o valor de 0.62 fm apontado como o que melhor descrevia os dados experimentais

no referido estudo. A fim de avaliar a validade desses novos valores, realizamos cálcu-

los de canais acoplados (CC) para os sistemas 9Be+28Si, 14N+28Si, 13C+28Si, 9Be+27Al,
14N+27Al e 28Si+27Al, considerando energias incidentes aproximadamente 2 a 3 vezes su-

periores à barreira de Coulomb. As análises foram realizadas com o código Fresco,

utilizando tanto o SPP quanto o potencial de Woods-Saxon (WS) para a parte imaginá-

ria dos potenciais ópticos. Os resultados obtidos demonstram que, mesmo para núcleos

reconhecidamente deformados como o 27Al e o 28Si, o valor sistemático de difusividade

am = 0.56 fm fornece uma boa descrição das distribuições angulares experimentais de

espalhamento elástico, indicando que os valores propostos podem não ser necessários na

faixa de energia considerada. Esta análise contribui para a compreensão dos efeitos es-

truturais nos potenciais nucleares e fornece uma contribuição para o uso consistente do

SPP em reações com núcleos deformados.

Palavras-chave: Reações nucleares, canais acoplados, seção de choque elástica, difusivi-

dade, densidade de matéria.



Abstract

In this work, we investigate the effects of the nuclear matter density diffuseness of the
27Al and 28Si nuclei on the description of heavy-ion induced nuclear reactions, focusing

on elastic scattering angular distributions. A recent study proposed nuclear matter dif-

fuseness values of am = 0.65 fm and am = 0.62 fm, tested for both nuclei based on the

two-parameter Fermi distribution. These values exceed the systematic value am = 0.56 fm,

commonly adopted in the São Paulo Potential (SPP), with 0.62 fm being identified in that

study as providing the best description of the experimental data. To assess the validity of

these proposed values, we performed coupled-channel (CC) calculations for the systems
9Be+28Si, 14N+28Si, 13C+28Si, 9Be+27Al, 14N+27Al, and 28Si+27Al at incident energies

approximately 2–3 times above the Coulomb barrier. The analyses were carried out using

the Fresco code, employing both the SPP and the Woods–Saxon (WS) potential for

the imaginary part of the optical potentials. The results show that, even for well-known

deformed nuclei such as 27Al and 28Si, the systematic diffuseness value am = 0.56 fm pro-

vides a good description of the experimental elastic scattering angular distributions. This

suggests that the proposed diffuseness values may not be necessary within the energy

range considered. This analysis contributes to understanding structural effects in nu-

clear potentials and supports the consistent application of the SPP in reactions involving

deformed nuclei.

Keywords: nuclear reactions, coupled channels, elastic cross section, diffuseness, matter

density.
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1 Introdução

As reações nucleares induzidas por íons pesados desempenham um papel fundamental

na investigação das propriedades da matéria nuclear e dos mecanismos que regem as

interações entre núcleos. A compreensão detalhada dessas reações é essencial tanto para

o avanço da física nuclear fundamental quanto para aplicações em áreas como astrofísica

nuclear, desenvolvimento de reatores nucleares e produção de radioisótopos. Um dos

aspectos centrais na modelagem teórica dessas reações é a escolha do potencial nuclear

empregado na formulação do potencial óptico, que tem como objetivo descrever, de forma

efetiva, a interação entre os núcleos da colisão.

A seleção de um potencial nuclear adequado é crucial, uma vez que esse potencial

influencia diretamente as previsões teóricas dos observáveis experimentais, como as distri-

buições angulares de espalhamento elástico e inelástico, seções de choque totais e parciais,

entre outros. Idealmente, um bom modelo de potencial deve ser capaz de descrever de

forma consistente uma ampla gama de sistemas e energias, minimizando a necessidade de

ajustes empíricos.

Nesse contexto, o SPP tem se destacado como uma ferramenta robusta para o estudo

de reações nucleares [1, 2, 3]. Esse potencial é construído a partir do formalismo de

dupla convolução (double-folding), utilizando densidades nucleares realísticas e levando

em consideração correções dinâmicas de não-localidade, de forma a capturar aspectos

quânticos relevantes da interação entre os núcleos. O SPP tem sido amplamente utilizado

em estudos envolvendo núcleos estáveis e exóticos, com bons resultados na descrição de

processos de espalhamento elástico, fusão e troca de carga.

Um dos sucessos do SPP está relacionado à sua capacidade de ser usado para estudar

a dependência com a energia dos potenciais ópticos em cálculos de espalhamento por

um potencial. Tal dependência é especialmente importante na vizinhança da barreira

coulombiana, onde fenômenos como a anomalia de limiar de quebra (breakup threshold

anomaly -BTA) são observados. A BTA se caracteriza pelo aumento da componente

imaginária do potencial óptico à medida que a energia incidente se aproxima da barreira

coulombiana, indicando uma maior probabilidade de quebra do projétil antes da colisão
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propriamente dita. O SPP tem sido capaz de reproduzir esses efeitos em cálculos que

consideram projéteis fortemente e fracamente ligados, incluindo isótopos instáveis [4, 5,

6, 7].

Além disso, o SPP foi aplicado com sucesso no estudo de processos de troca de dupla

carga (double charge exchange – DCE), nos quais o projeto e o alvo trocam duas unidades

de carga sem alteração de suas massas. Esses processos, de grande interesse atual, podem

ocorrer por diferentes mecanismos, como a troca de mésons ou de múltiplos núcleons,

sendo o entendimento detalhado desses mecanismos relevante para conexões com processos

de dupla captura beta sem emissão de neutrinos, de interesse na física além do Modelo

Padrão [8, 9, 10].

O potencial de São Paulo também tem sido utilizado em estudos de decaimento de

clusters em núcleos radioativos, fornecendo informações importantes sobre propriedades

como a incompressibilidade nuclear e sua dependência em relação à correlação entre nú-

cleons (efeitos de pareamento), número de núcleons de valência e assimetria de isospin.

Resultados recentes apontam para uma relação linear entre a incompressibilidade e es-

sas propriedades nucleares, indicando a utilidade do SPP na exploração da estrutura de

núcleos longe da linha de estabilidade [11].

Com o objetivo de fornecer uma descrição sistemática para diferentes sistemas, estudos

anteriores propuseram o uso de fatores de normalização fixos para as partes real e ima-

ginária do SPP, comumente adotando os valores Nr = 1.0 e Ni = 0.78. Essa sistemática

tem demonstrado sucesso na descrição do espalhamento elástico em uma ampla faixa de

energias e massas [12]. No entanto, quando canais inelásticos relevantes são tratados ex-

plicitamente por meio de cálculos de CC, o valor de Ni tem que ser reduzido, tipicamente

para valores como 0.6, a fim de evitar contagens duplas do fluxo absorvido pela parte

imaginária do potencial [13]. Esta sistemática foi proposta para energias bem acima da

barreira, onde os acoplamentos de canais específicos não são relevantes.

No estudo de reações de fusão completa, é comum empregar a fórmula de Wong,

uma aproximação que trata a barreira coulombiana como uma barreira parabólica. Os

parâmetros dessa parábola podem ser obtidos a partir do SPP, permitindo a extração de

características da barreira para o canal de onda com momento angular zero (onda s), o

que simplifica o tratamento teórico da fusão [14].

Uma característica particularmente interessante do SPP é que ele pode ser considerado

como um potencial sem parâmetros livres, uma vez que utiliza a fórmula de dois parâme-

tros de Fermi para determinar as densidades de matéria e carga com valores fixos para as

difusividades da densidade de carga e matéria nuclear (ach = 0.53 fm e am = 0.56 fm, res-
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pectivamente), obtidos a partir de estudos sistemáticos em núcleos esféricos e deformados

[3, 15, 12, 16, 17, 18]. Para o raio das densidades, uma fórmula simples, dependendo das

massas atômicas, foi reportada. Contudo, estudos recentes têm indicado que para certos

núcleos, devido a efeitos estruturais específicos — como configurações de camada fechada

ou deformações acentuadas no estado fundamental — pode haver desvios significativos

em relação à sistemática original do SPP.

Por exemplo, para os isótopos fortemente ligados 17O e 18O, foi proposto o uso de

um valor maior de difusividade da densidade de matéria, am = 0.62 fm [19, 20]. Mais

recentemente, foram propostos valores ainda maiores de am para os núcleos 27Al e 28Si,

sugerindo que suas deformações no estado fundamental poderiam justificar esse ajuste

[21, 22]. No entanto, tais propostas foram baseadas em dados de espalhamento elástico a

energias significativamente superiores à barreira coulombiana, onde diversos canais não-

elásticos com pequenas seções de choque estão abertos. Nessas condições, nem todos os

canais podem ser tratados explicitamente, e o uso de um potencial de polarização dinâmico

seria mais apropriado para descrever tais efeitos, em vez de ajustes nos parâmetros de

densidade, que representam efeitos estáticos.

Diante disso, surge a questão: esses valores modificados de difusividade da densidade

da matéria nuclear (NMDD) são de fato apropriados e aplicáveis também em regimes

de energia mais baixos, onde os canais de alta energia estão fechados? Esta pergunta é

essencial porquanto as densidades de matérias não podem depender da energia, por serem

propriedades intrínsecas dos núcleos. Uma maneira de investigar essa hipótese é por

meio de cálculos teóricos utilizando diferentes valores de am e comparando os resultados

com dados experimentais em energias intermediárias, próximas a 2–3 vezes à da barreira

coulombiana.

Neste trabalho, propomos uma análise sistemática comparando o valor padrão da

NMDD com os valores propostos para os núcleos 27Al e 28Si. Para isso, realizamos cál-

culos de canais acoplados para diferentes sistemas de colisão envolvendo esses núcleos

como alvo ou projétil: 14N+27Al, 14N+28Si, 9Be+27Al, 9Be+28Si, 13C+28Si, 20Ne+28Si e
28Si+27Al, todos em energias da ordem de 2–3 vezes a barreira coulombiana. O objetivo

principal é verificar em que medida os diferentes valores de am são capazes de reproduzir

as distribuições angulares experimentais e, assim, avaliar sua validade e aplicabilidade.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: o Capítulo 2 apresenta o referen-

cial teórico e a metodologia utilizada nos cálculos. O Capítulo 3 discute os resultados

obtidos, com especial atenção aos efeitos provocados pelas variações em am. Por fim, o

Capítulo 4 apresenta as conclusões deste estudo e perspectivas para trabalhos futuros.



2 Formalismo Teórico

Neste capítulo, apresentamos os fundamentos teóricos necessários para a compreensão

das reações nucleares estudadas neste trabalho, com ênfase na descrição quântica do

espalhamento nuclear e na formulação dos potenciais envolvidos, especialmente o SPP.

2.1 Reações Nucleares

Em uma colisão entre dois núcleos, diversos processos podem ocorrer, dependendo da

energia envolvida e das propriedades estruturais do sistema. As reações nucleares mais

comuns incluem: espalhamento elástico, espalhamento inelástico, reações de transferência,

fusão (completa ou incompleta) e processos de quebra (breakup), entre outros.

Neste trabalho, o foco está nos processos de espalhamento elástico e inelástico, que

envolvem interações nas quais os núcleos mantêm sua identidade, embora possam sofrer

excitação.

No espalhamento elástico, após a colisão, tanto o projétil quanto o alvo permanecem

em seus estados fundamentais de energia. A reação pode ser representada genericamente

como
ApP +At T →Ap P +At T, (2.1)

onde ApP representa o projétil de número de massa Ap, e AtT o núcleo alvo de número de

massa At. Nesse caso, a energia cinética total do sistema se conserva, e nenhuma energia

é transferida para graus de liberdade internos dos núcleos.

Já no espalhamento inelástico, parte da energia cinética é convertida em energia

interna, promovendo a excitação de um ou de ambos os núcleos participantes. Esse tipo

de processo pode ser descrito genericamente pelas seguintes reações:

ApP +At T →Ap P∗ +At T, (2.2)

ApP +At T →Ap P +At T∗, (2.3)

ApP +At T →Ap P∗ +At T∗, (2.4)
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onde o símbolo ∗ indica que o núcleo está em um estado excitado.

Os estados excitados de baixa energia geralmente têm natureza coletiva. Modelos

fenomenológicos descrevem esses estados como vibrações da superfície nuclear, no caso

de núcleos aproximadamente esféricos, ou como rotações, quando se trata de núcleos com

deformação permanente.

2.2 Modelos Nucleares

Para obter informações relevantes sobre o núcleo, como seus níveis de energia, spin e

paridade, é necessário o uso de modelos que o representem. Isso porque o núcleo é um

sistema complexo composto por prótons e nêutrons, cuja interação é regida pela força

nuclear forte.

Existem vários modelos teóricos utilizados na física nuclear para descrever os núcleos

atômicos. Dentre os mais usados, destacam-se o modelo de camadas e os modelos coleti-

vos, como o oscilador harmônico e o rotor simétrico. A seguir, apresentamos uma breve

descrição de cada um deles.

2.2.1 Modelo de Camadas

Neste modelo, os núcleons se movem de forma independente, sob a ação de um po-

tencial médio autoconsistente, que tem origem na interação com os outros núcleons. O

hamiltoniano que descreve esse sistema de muitos corpos é dada por

H =
A∑
i=1

Ti +
A∑

i,j=1

A∑
i<j

v(ri, rj), (2.5)

onde Ti é a energia cinética do núcleon i, o segundo termo representa o potencial de

interação entre os núcleons i e j, e A é o número total de núcleons no núcleo.

Esse hamiltoniano torna-se difícil de resolver à medida que aumentamos o número de

núcleons. Para simplificá-la, é necessário fazer aproximações. Uma aproximação adequada

é o uso do potencial médio, v(ri), de modo que podemos somar e subtrair esse termo no

hamiltoniano fundamental, conforme a Eq. 2.5

H =

HMF︷ ︸︸ ︷
A∑
i=1

Ti +
A∑
i=1

v(ri)+

VRES︷ ︸︸ ︷
A∑

i,j=1

A∑
i<j

v(ri, rj)−
A∑
i=1

v(ri) . (2.6)

Assim, ficamos com um hamiltoniano que pode ser escrita como
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H = HMF + VRES, (2.7)

onde o primeiro termo representa o movimento de um núcleon sob o potencial médio, e

o segundo termo é a interação residual, bem menor que o primeiro, podendo ser tratada

como uma perturbação. Para resolver a equação de Schrödinger utilizando esse hamilto-

niano, é necessário empregar um potencial nuclear adequado. Alguns desses potenciais

estão apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Potenciais comumente usados no modelo de camadas.
Potencial Forma de V (r) Níveis de energia Soluções

Oscilador harmônico V (r) = −V0 + 1
2
Cr2 Enl = ℏω

(
2n+ l − 1

2

)
Polinômios

de Her-

mite (1D),

harmônicos

esféricos

(3D)

Poço quadrado infinito V (r) =


0, r < R

∞, r > R
E = ℏ2

2µR2α
2 Funções de

Bessel esfé-

ricas jl(kr),

com α sendo

o n-ésimo

zero

As aproximações apresentadas na Tabela 1 são capazes de reproduzir os números

mágicos das camadas mais menos energéticas. Entretanto, um potencial mais realista

e com descrição mais precisa será apresentado a seguir, conhecido como potencial de

Woods–Saxon.

Matematicamente, ele pode ser expresso como

V (r) = − V0

1 + e
r−R
a

. (2.8)

A forma do potencial é ilustrada na Fig. 1.

Esse potencial depende explicitamente de três parâmetros:

1. Raio nuclear (R = r0A
1/3): representa o tamanho do núcleo.

2. Difusividade (a): determina o grau de suavidade da borda do núcleo.
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Figura 1: Potencial de Woods–Saxon. Adaptado de [23].

3. Profundidade (V0): está relacionada à energia média de ligação dos núcleons.

Ainda que o potencial de Woods–Saxon apresentado acima apresente um bom desem-

penho, ele não é capaz de explicar completamente os números mágicos observados. Por

isso, [24, 25] propuseram a inclusão da interação spin–órbita, tal que

VSL = f(r) l⃗ · s⃗, (2.9)

onde l⃗ é o momento angular orbital e s⃗ é o spin do núcleon.

Esse termo provoca a quebra da degenerescência dos níveis com o mesmo l, introdu-

zindo o momento angular de partícula única (single-particle)

j⃗ = l⃗ + s⃗ = l ± 1

2
. (2.10)

A quebra de degenerescência causada por esse termo adicional pode ser vista na Fig. 2,

evidenciando o surgimento correto dos números mágicos.

Em síntese, o modelo de camadas, com ajustes apropriados, é uma ferramenta pode-

rosa para descrever a estrutura nuclear, sendo capaz de prever corretamente os números

mágicos e diversas propriedades dos núcleos. Como pode ser visto na Fig. 3, a escolha do

potencial é de extrema importância para a descrição do núcleo.

2.2.2 Modelos Coletivos

Alguns aspectos da estrutura nuclear exigem uma descrição em termos de movimentos

coletivos do núcleo. Esses aspectos estão relacionados às diferentes deformações que a

superfície do núcleo pode sofrer: dinâmicas através de vibrações na superfície nuclear e

estáticas que levam a rotações do núcleo.

No entanto, diferentemente das excitações de partícula única expostas na seção ante-

rior, as vibrações e rotações estão relacionadas ao deslocamento coordenado e cooperativo
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Figura 2: Relação entre degenerescência e acoplamento spin–órbita no modelo de camadas.
Adaptado de [26].

de múltiplos núcleons, sendo denominadas movimentos coletivos do núcleo; isto é, o núcleo

é afetado como um todo, e não apenas alguns de seus núcleons.

2.2.2.1 Modelo Vibracional

Núcleos esféricos podem apresentar pequenas oscilações em sua superfície em torno

de um ponto de equilíbrio, as quais são definidas como vibrações. Dessa forma, pontos

dessa superfície podem ser caracterizados por uma coordenada radial R(θ,ϕ,t) que permite

descrever de maneira completa a forma do núcleo, fazendo uma expansão em multipolos

e podendo ser expressa como [27]

R(θ, ϕ, t) = R0

[
1 +

∞∑
λ=0

+λ∑
µ=−λ

αλµ(t)Y
µ
λ (θ, ϕ)

]
, (2.11)

onde R0 corresponde ao raio do núcleo em sua configuração de equilíbrio, αλµ é a amplitude

das oscilações, e os Y µ
λ (θ,ϕ) são os harmônicos esféricos, em que λ define o modo de
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Figura 3: Potenciais utilizados no modelo de camadas. Adaptado de [26].

vibração e µ indica a projeção de λ no eixo Z. A Fig. 4 ilustra os diferentes modos de

vibração para cada valor de λ. Para λ = 0, há quebra da conservação de volume, mas como

o núcleo é geralmente tratado como incompressível e os estados excitados correspondentes

a esse modo de "respiração"têm energias muito altas (30–50 MeV), ele é desprezado. Já

o termo com λ = 1 está associado ao movimento do centro de massa quando o valor de λ

é pequeno, que não envolve as forças nucleares internas [26]. Assim, os valores relevantes

começam em λ = 2, o mais comum, correspondente às oscilações de quadrupolo, em que

o núcleo adquire uma forma elipsoidal mantendo densidade e volume constantes. Para

λ = 3, têm-se as deformações de óctuplo.

As variáveis coletivas αλµ, que descrevem essas oscilações, são componentes de um

tensor irredutível de posto λ. A partir da invariância da superfície nuclear sob rotações,

elas transformam como

α′
λµ =

∑
ν

Dλ
µν(θj)αλν , (2.12)

onde θj são os ângulos de Euler e Dλ
µν(θj) são as matrizes de Wigner.
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Figura 4: Modos vibracionais. [26]

Além disso, essas variáveis obedecem às seguintes propriedades de simetria

T̂αλµT̂
−1 = (−1)µαλ−µ, (reversão temporal) (2.13)

P̂αλµP̂
−1 = (−1)λαλµ, (paridade) (2.14)

O momento conjugado, π̂[λ], associado às variáveis coletivas também transforma como

um tensor irredutível de posto λ, e suas propriedades são determinadas por simetrias

como rotação, paridade e reversão temporal. A seguir, apresentamos essas propriedades

de forma explícita

π̂λµ =
∑
ν

Dλ∗
µν(θj)π̂λν , (2.15)

P̂ π̂λµP̂
−1 = (−1)λπ̂λµ, (paridade) (2.16)

π̂∗
λµ = −(−1)µπ̂λ−µ, (reversão temporal) (2.17)

Essas relações serão fundamentais para a construção do hamiltoniano vibracional em

termos das variáveis coletivas e seus momentos conjugados, respeitando as simetrias fun-

damentais do sistema.

O hamiltoniano pode ser escrito como função do momento conjugado π̂[λ] e da coor-

denada coletiva α̂[λ]

H(π̂[λ], α̂[λ]) = T (π̂[λ], α̂[λ]) + V (α̂[λ]), (2.18)

onde T representa a energia cinética e V a energia potencial.

Podemos expandir a energia cinética como

T (π̂[λ], α̂[λ]) =
1

2Bλ

[π̂[λ] × π̂[λ]][0] +Bλ,1[[π̂
[λ] × α̂[λ]][λ] × π̂[λ]][0] + · · · (2.19)

E a energia potencial como

V (α̂[λ]) =
Cλ

2
[α̂[λ] × α̂[λ]][0] + Cλ,1[[α̂

[λ] × α̂[λ]][λ] × α̂[λ]][0] + · · · (2.20)
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Mantemos apenas os termos dominantes do hamiltoniano, que podem ser escritos como

H(π̂[λ], α̂[λ]) =

√
2λ+ 1

2Bλ

[
π̂[λ] × π̂[λ]

][0]
+

√
2λ+ 1

2
Cλ

[
α̂[λ] × α̂[λ]

][0]
, (2.21)

aqui

• Bλ é o parâmetro de inércia.

• Cλ é o parâmetro de rigidez.

Ao especificarmos este hamiltoniano para vibrações harmônicas, as variáveis momento

e posição devem aparecer de forma quadrática. Assim, podemos escrevê-lo de maneira

mais simples como:

H =
1

Bλ

[
π̂λµπ̂λµ

]
+
Cλ

2

[
α̂λµα̂λµ

]
. (2.22)

O hamiltoniano para os modos coletivos λ pode ser escrita, considerando a invariância

por rotações, como

H =
1

2

∑
λµ

(
B−1

λ (−1)µ π̂λµ π̂λ−µ + Cλ(−1)µ α̂λµ α̂λ−µ

)
. (2.23)

Finalmente, o hamiltoniano pode ser escrita de maneira compacta como

Hλ = −1

2

∑
λ

{
−B−1

λ

[
π̂[λ] ⊗ π̂[λ]

]0
+ Cλ

[
α̂[λ] ⊗ α̂[λ]

]0}
, (2.24)

onde: [
π̂[λ] ⊗ π̂[λ]

]0
=
∑
µ

(−1)µ π̂λµ π̂λ−µ. (2.25)

e [
α̂[λ] ⊗ α̂[λ]

]0
=
∑
µ

(−1)µ α̂λµ α̂λ−µ. (2.26)

Substituindo explicitamente e reorganizando os fatores

H =
1

2

∑
λµ

(
−B−1

λ π̂∗
λµ π̂λµ + Cλ α̂

∗
λµ α̂λµ

)
. (2.27)

Podemos escrever o hamiltoniano em termos dos operadores de aniquilação e criação

de fônons, tal que
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α̂λµ −→ αλµ =

√
ℏ

2Bλωλ

[
β†
λµ + (−1)µβλ−µ

]
.

α̂∗
λµ −→ αλµ =

√
ℏ

2Bλωλ

[
(−1)µβ†

λ−µ + βλµ

]
.

e utilizando propriedades conhecidas

β̂†∗
λµ = (−1)µβ̂†

λ−µ. (2.28)

β̂∗
λµ = (−1)µβ̂λ−µ. (2.29)

β̂λµβ̂
†
λ′µ′ − β̂†

λ′µ′ β̂λµ = δλλ′δµµ′ . (2.30)

ωλ =

√
Cλ

Bλ

. (2.31)

podemos fazer manipulações e chegar na hamiltoniano mais geral em termo desses ope-

radores

HOH =
∑
λµ

ℏωλ

[
β̂†
λµβ̂λµ +

1

2

]
. (2.32)

Agora, introduzindo o operador de número de fônons

n̂λµ = β̂†
λµβ̂λµ. (2.33)

Sabendo que

[n̂λµ, H] = 0, (2.34)

então n̂λµ e H podem ser diagonalizados simultaneamente, isto é, eles compartilham os

mesmos autovalores e autovetores.

Assim, nosso hamiltoniano HOH pode ser escrita como

HOH =
∑
λµ

ℏωλ

(
n̂λµ +

1

2

)
, (2.35)

com

n̂λµ|n⟩ = N |N⟩. (2.36)

Para um dado λ, com −λ ≤ µ ≤ λ, temos os estados

|N⟩ = |N−λ . . . Nλ⟩, n̂λµ|N−λ . . . Nλ⟩ = Nλµ|N−λ . . . Nλ⟩.
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Assim, definimos o número total de fônons

N̂ |N−λ . . . Nλ⟩ =

(
λ∑

µ=−λ

n̂λµ

)
|N−λ . . . Nλ⟩ = N |N⟩.

Dessa forma, o hamiltoniano para o modo vibracional pode ser escrita como

HOH =
∑
λ

ℏωλ

(
N̂ +

2λ+ 1

2

)
.

Assim conseguimos construir as autofunções da nosso hamiltoniano, como pode ser

visto na Tabela 2 para λ=2. A formação desses níveis por meio dos fônons dá origem

ao que se denomina banda vibracional. Como mencionado antes, para λ = 2 — o caso

mais relevante para esse modelo —, uma característica interessante do espectro energético

é o surgimento de um tripleto de estados (0+, 2+ e 4+), aproximadamente degenerados

entre si e com energia correspondente ao dobro da do primeiro estado excitado. A Fig. 5

apresenta um exemplo de banda vibracional, no qual é possível identificar esse tripleto.

Figura 5: Banda vibracional do núcleo de 112Cd [28]. À direita se encontram os valores
do spin e paridade dos estados e à esquerda suas energias em keV.

Por fim, a forma como descrevemos o hamiltoniano do núcleo muda quando ele apre-

senta uma deformação permanente no estado fundamental, ou seja, quando não possui

simetria esférica, como será mostrado a seguir.
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Tabela 2: Estados com um, dois e três fônons e suas energias para λ = 2. Adaptado de
[27]
Número de fônons N Função de onda Momento angular Energia

0 |0,00⟩ = |0⟩ 0 5
2
ℏωλ

1 |1,2M⟩ = β̂†
2M |0⟩ 2

(
1 + 5

2

)
ℏω2

2 |2,1M⟩ = 1

2

√
2
∑

m1,m2

(22I|m1m2M)β̂†
2m1

β̂†
2m2

|0⟩ 0,2,4
(
2 + 5

2

)
ℏω2

3 |3,6M⟩ = 1

3

√
3
∑

m1,m2

(246|m1m2M)β̂†
2m1

|2,4m2⟩ 6
(
3 + 5

2

)
ℏω2

3 |3,4M⟩ = 1

3

√
3

{√
11

21

∑
m1,m2

(224|m1m2M)β̂†
2m1

|2,2m2⟩+
√

10

21

∑
m1,m2

(244|m1m2M)β̂†
2m1

|2,4m2⟩
}

4
(
3 + 5

2

)
ℏω2

3 |3,3M⟩ = 1

3

√
3

{√
5

7

∑
m1,m2

(223|m1m2M)β̂†
2m1

|2,2m2⟩ −
√

2

7

∑
m1,m2

(243|m1m2M)β̂†
2m1

|2,4m2⟩
}

3
(
3 + 5

2

)
ℏω2

3 |3,2M⟩ = 1

3

√
3

{√
49

105
(202|M0M)β̂†

2M |2,00⟩+
√

20

105

∑
m1,m2

(222|m1m2M)β̂†
2m1

|2,2m2⟩+
√

36

105

∑
m1,m2

(242|m1m2M)β̂†
2m1

|2,4m2⟩
}

2
(
3 + 5

2

)
ℏω2

3 |3,00⟩ = 1

3

√
3
∑

m1,m2

(220|m1m20)β̂
†
2m1

|2,2m2⟩ 0
(
3 + 5

2

)
ℏω2

2.2.2.2 Modelo Rotacional

Para núcleos com deformação permanente, a forma elipsoidal é especificada por co-

ordenadas intrínsecas que determinam a magnitude e a assimetria da deformação, junto

com os três ângulos de Euler (θ1, θ2, θ3). Essas coordenadas são mais adequadas para

descrever núcleos com deformação estática [27]

Para estudar o comportamento nuclear, consideram-se dois sistemas de referência: o

sistema intrínseco (X ′, Y ′, Z ′), que é fixo no núcleo e alinhado com seus eixos de simetria,

e o sistema do laboratório (X, Y, Z), que é fixo no espaço. O fato da superfície nuclear ser

invariante na mudança desse referencial faz com que as amplitudes dos dois referenciais

estejam relacionadas através de matrizes de Wigner.

Assim, as grandezas invariantes sob rotações devem ser simultaneamente autoestados

(ou possuir autovalores bem definidos) nos dois sistemas e comutar com os operadores Î2,

ÎZ e ÎZ′ .

No sistema intrínseco, a superfície nuclear pode ser expandida como

R(θ′, ϕ′) = R0

[
1 +

∑
λµ

αλµY
∗
λµ(θ

′, ϕ′)

]
, (2.37)

onde (θ′, ϕ′) são as coordenadas no sistema ligado ao núcleo, αλµ são variáveis coletivas

no sistema do laboratório.

As variáveis referentes ao referencial do laboratório estão relacionadas às variáveis no

sistema intrínseco aλν(t) pelas matrizes de Wigner

αλµ(t) =
λ∑

ν=−λ

Dλ∗
µν(Ω(t)) aλν(t), (2.38)

em que Ω(t) são os ângulos de Euler que determinam a orientação do núcleo.
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Derivando no tempo

α̇λµ =
∑
ν

ȧλνD
λ∗
µν +

∑
ν

aλνḊ
λ∗
µν . (2.39)

A energia cinética é dada por

T =
1

2
Bλ

λ∑
µ=−λ

α̇∗
λµα̇λµ. (2.40)

Substituindo a derivada, a energia cinética se decompõe em

T = Tβ + Tγ + Trot + Tacopl, (2.41)

onde os termos representam, respectivamente, vibrações nas coordenadas generalizadas,

rotações do núcleo em torno de seus eixos e termos de acoplamento.

De forma explícita

Tvib =
1

2
Bλ

∑
ν

ȧ∗λν ȧλν , (2.42)

Trot =
1

2

∑
k

J (λ)
k ω2

k, (2.43)

onde os momentos de inércia em torno dos eixos principais são

J (λ)
k = Bλ

∑
νσ

(−1)σ⟨λν|L̂2
k|λ,−σ⟩aλνaλσ. (2.44)

O potencial elástico associado às deformações é

V =
1

2
Cλ

∑
ν

|aλν |2. (2.45)

O hamiltoniano total do sistema pode então ser escrita como

H = Tβ + Tγ + Trot + V. (2.46)

A autofunção do sistema pode ser escrita como um produto separável

Ψ(β,γ,Ω) = fν(β) gk(γ) |IMK⟩, (2.47)

onde:

• fν(β) descreve as vibrações em β;

• gk(γ) descreve as vibrações em γ;

• |IMK⟩ são os estados rotacionais.
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Os estados rotacionais têm a forma

|IMK⟩ =

√
2I + 1

16π2(1 + δK0)

[
DI

MK(Ω) + (−1)IDI
M,−K(Ω)

]
, (2.48)

onde I é o momento angular total, M é a projeção em Z do laboratório e K a projeção

no eixo intrínseco.

No caso de um núcleo axial (K = 0), e desprezando as vibrações (β = constante), a

energia rotacional assume a forma bem conhecida

Erot =
ℏ2

2J
I(I + 1), (2.49)

com momentos de inércia iguais em dois eixos e nulo no eixo de simetria.

Mais geralmente, para um núcleo sem simetria axial, a energia rotacional é

Erot =
∑
k

⟨Î2k⟩
2J (λ)

k

. (2.50)

A energia dos níveis rotacionais pode ainda ser ajustada por termos de ordem superior

E(I) = AI(I + 1) +BI2(I + 1)2, (2.51)

ou

E(I) =
AI(I + 1)

1 +BI(I + 1)
, (2.52)

onde A e B são parâmetros ajustáveis que refletem variações no momento de inércia e

efeitos de alinhamento de partículas.

As bandas rotacionais observadas apresentam características distintas dependendo da

estrutura do núcleo e do valor de K, que corresponde à projeção do momento angular no

eixo de simetria do sistema intrínseco. Essas bandas podem ser classificadas da seguinte

forma [26]

1. Núcleos par-par: com número par de prótons e nêutrons, têm K = 0, já que não há

contribuição da parte intrínseca para o momento angular. A energia é

E(I) =
ℏ2

2τ
I(I + 1), I = 0, 2, 4, . . . (2.53)

2. Núcleos ímpares com K ̸= 1
2
: o estado fundamental tem I = K, e a energia é

E(I) =
ℏ2

2τ

[
I(I + 1)−K(K + 1)

]
, I = K,K + 1, K + 2, . . . (2.54)

3. Núcleos ímpares com K = 1
2
: a função de onda contém simultaneamente os estados
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K e −K, e a energia é

EK= 1
2
(I) =

ℏ2

2τ

[
I(I + 1)− a(−1)I+

1
2

(
I +

1

2

)]
, I =

1

2
,
3

2
,
5

2
, . . . (2.55)

onde a é conhecido como parâmetro de desacoplamento.

Além dos níveis de energia, informações sobre a estrutura coletiva do núcleo podem

ser extraídas da probabilidade de transição eletromagnética B(Eλ), definida como

B(Eλ) =

[
3ZeβλR

λ
0

4π

]2
, (2.56)

onde Z é a carga, βλ o parâmetro de deformação e R0 = rA1/3 o raio nuclear. Quanto

maior for B(Eλ), maior será a deformação do núcleo. A Fig. 6 mostra um exemplo de

banda rotacional observada experimentalmente.

Figura 6: Banda rotacional do 20Ne [28]. À direita, os valores de spin e paridade dos
estados; à esquerda, suas energias em keV.
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2.3 Formalismo do Espalhamento

2.3.1 Seção de Choque

A seção de choque é uma grandeza central na descrição de reações nucleares, pois

quantifica a probabilidade de ocorrência de um determinado processo de interação entre

o projétil e o alvo. Ela é diretamente relacionada à intensidade do feixe espalhado e, por

isso, constitui o elo entre teoria e experimento na análise de dados de espalhamento.

Neste trabalho, utilizamos principalmente a seção de choque diferencial, definida como

a razão entre o número de partículas espalhadas por unidade de tempo e ângulo sólido, e

o fluxo incidente

dσ

dΩ
=

1

Φ

d2N

dΩdt
, (2.57)

onde Φ representa o fluxo de partículas incidentes. Essa grandeza permite extrair infor-

mações sobre a estrutura do núcleo e a natureza da interação nuclear.

Em experimentos de espalhamento elástico, é comum normalizar a seção de choque me-

dida em relação à seção de choque prevista para o espalhamento puramente coulombiano,

conhecido como espalhamento de Rutherford. A fórmula correspondente é

dσRuth

dΩ
=

(
Z1Z2e

2

4E

)2
1

sin4 (θ/2)
, (2.58)

em que Z1 e Z2 são os números atômicos do projétil e do alvo, E é a energia no referencial

do centro de massa, e θ o ângulo de espalhamento.

A razão dσ
dσRuth

evidencia desvios em relação ao comportamento puramente coulombiano

e, portanto, destaca os efeitos da interação nuclear. Esta normalização é amplamente

adotada em análises experimentais e em comparações com cálculos teóricos.

Neste trabalho, as seções de choque diferenciais são obtidas a partir de cálculos de

canais acoplados e confrontadas com os dados experimentais disponíveis. As distribuições

angulares analisadas permitem avaliar a capacidade do modelo em reproduzir a física dos

processos elásticos e inelásticos, bem como investigar os efeitos de variações na difusivi-

dade da densidade nuclear de matéria (am).

2.3.2 Descrição Quântica do Espalhamento

Para descrever o espalhamento elástico no contexto quântico, considera-se a equação

de Schrödinger para o movimento relativo do projétil em torno do alvo, assumindo que

a interação é descrita por um potencial central e que os efeitos do spin são desprezados.
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Nessa aproximação, a equação é dada por

∇2ψ +
2m

ℏ2
[E − V (r)]ψ = 0, (2.59)

em que ψ é a função de onda do sistema, m a massa reduzida, E a energia no referencial do

centro de massa e V (r) o potencial central de interação, que depende apenas da distância

entre as partículas.

Ao considerarmos um feixe incidente na direção z, podemos expressar a solução como

uma combinação de uma onda plana incidente e uma onda esférica espalhada, como

podemos ver na Fig. 7 e pode ser expressa como

ψ ∼ eikz +
eikr

r
f(θ), (2.60)

onde: k = (2mE)
1
2/ℏ e f(θ) é a amplitude de espalhamento;

𝑒𝑖𝑘𝑧

𝜃

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑧

Figura 7: Onda incidente e onda espalhada no espalhamento quântico. Adaptado de [29]

Como a amplitude de espalhamento f(θ) é uma grandeza central na descrição do

processo, o problema fundamental consiste em calculá-la para um dado potencial V (r).

O módulo ao quadrado dessa amplitude está diretamente relacionado à seção de choque

diferencial, conforme
dσ

dΩ
= |f(θ)|2. (2.61)

Para resolver a equação de Schrödinger de forma conveniente, aproveita-se a simetria

esférica do sistema e a natureza central do potencial para expandir a função de onda ψ

como um produto de componentes radial e angular

ψ =
∑
l

ul(r)

r
Pl(cos θ), (2.62)

em que ul(r) representa a parte radial e Pl(cos θ) são os polinômios de Legendre que
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descrevem a dependência angular.

Substituindo ψ da Eq. 2.59 pela expansão da Eq. 2.62, a equação fica

∇2

[∑
l

ul(r)

r
Pl(cos(θ))

]
+

2m

ℏ2
[E − V (r)]

[∑
l

ul(r)

r
Pl(cos(θ))

]
= 0. (2.63)

Multiplicando a Eq. 2.63 por Pl′ e integrando sobre todos os ângulos

π∫
0

2π∫
0

dθ dϕPl′(cos(θ))∇2

[∑
l

ul(r)

r
Pl(cos(θ))

]
+

2m

ℏ2

π∫
0

2π∫
0

dθ dϕPl′(cos(θ))[E − V (r)]

[∑
l

ul(r)

r
Pl(cos(θ))

]
= 0.

Obtém-se, assim, a equação radial

d2ul
dr2

+

[
2m

ℏ2
{E − V (r)} − l(l + 1)

r2

]
ul = 0. (2.64)

Para resolver a Eq. 2.64, consideramos inicialmente l = 0 e desconsideramos a carga

elétrica
d2u0
dr2

+
2m

ℏ2
{E − V (r)}u0 = 0. (2.65)

Buscando a solução assintótica, sabe-se que o potencial nuclear, para grandes valores

de r, decai rapidamente a zero. Assim, a equação a ser resolvida para l = 0 e V(r) → 0

torna-se
d2u0
dr2

+ k2u0 = 0. (2.66)

A solução geral dessa equação é bem conhecida

u0 ∼ Asen(kr + δ) ≡ Ae−iδ

2i
(e2iδeikr − e−ikr), (2.67)

em que A é a constante de normalização e δ é o phase shift.

A solução geral, como mostrado acima, pode ser interpretada como a soma de uma

onda incidente ingoing(ψin) e uma onda outgoing(ψout)

ψ = ψin + ψout. (2.68)

Substituindo a variável u = rψ para simplificar a resolução do problema, tem-se

u = r{ψin(l = 0) + ψout(l = 0)}, (2.69)
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Portanto

ψin(l = 0) = eikz(l = 0).

A onda incidente pode ser expandida em termos das funções de Bessel, resultando em

eikz =
∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos(θ)). (2.70)

Para l = 0

eikz = i0j0(kr)P0(cos(θ)).

Considerando as propriedades conhecidas dos polinômios de Legendre e da função de

Bessel esférica [29], temos:

P0(cos θ) = 1, (2.71)

j0(kr) =
sen(kr)

kr
. (2.72)

Chega-se a

eikz(l = 0) =
sen(kr)

kr
=

1

2ikr
(eikr − e−ikr). (2.73)

Dessa forma, obtém-se uma expressão para ψout(l = 0)

ψout(l = 0) = ψ − ψin =
u0
r

− ψin(l = 0)

ψout(l = 0) =
Ae−iδ

2ir
(e2iδeikr − e−ikr)− 1

2ikr
(eikr − e−ikr). (2.74)

A expressão acima corresponde à onda outgoing, portanto, qualquer termo associado

à onda ingoing deve ser descartado. Para que esses termos se anulem corretamente,

impõe-se a seguinte relação
Ae−iδ

2i
=

1

2ik
. (2.75)

Assim, a onda espalhada para (l = 0) pode ser escrita como

ψout(l = 0) =
1

2ikr
(e2iδ − 1)eikr =

1

r
eikrf0(θ),

onde a amplitude de espalhamento, para l = 0, é dada por

f0(θ) =
1

2ik
(e2iδ − 1). (2.76)

Para o caso l ̸= 0, a solução é obtida de maneira análoga. Na região assintótica, a

função radial pode ser representada por
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d2ul
dr2

+ k2ul = 0. (2.77)

Isso se deve ao fato de para r muito grande V(r) e o termo l(l+1)/r2 são desprezíveis.

Dessa forma, a solução pode ser expressa de maneira a explicitar a dependência em l

ul ∼ Asen(kr − 1

2
lπ + δl) ≡

Ae−iδl

2i
(e2iδlei(kr−

1
2
lπ) − e−i(kr− 1

2
lπ)). (2.78)

Para a Eq. 2.78, o termo -1
2
lπ é arbitrário, enquanto δl é uma constante determinada pela

integração na região nuclear. Assim, pode-se inicialmente adotar δl → 0 e V (r) → 0 para

qualquer l.

De maneira análoga ao caso l = 0, a função eikz pode ser expandida em termos de

funções de Bessel

eikz =
∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cosθ). (2.79)

Como l pode assumir diversos valores, torna-se necessário multiplicar a expressão

acima por Pl′(cosθ) e integrar sobre todos os ângulos∫ π

0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cosθ)Pl′(cosθ)sen(θ) dθ =

∫ π

0

eikr(cosθ)Pl′sen(θ) dθ. (2.80)

Fazendo a substituição cos(θ) = u, utilizando a ortogonalidade dos polinômios de

Legendre e integrando por partes∫ +1

−1

Pl(u)Pl′(u) du =
2

2l + 1
δll′ .

Obtém-se

2iljl(kr) =

[
1

ikr
eikruPl(u)

]+1

−1

−
∫ +1

−1

1

ikr
eikruPl′(u) du =

[
1

ikr
eikruPl(u)

]+1

−1

−
[

1

ikr2
eikruPl′(u)

]+1

−1

+

∫ +1

−1

1

ikr2
eikruPl′′(u) du+ ....

(2.81)

Como os termos de ordem superior a 1/r2 tornam-se desprezíveis na região assintótica,

chega-se a

2iljl(kr) ∼
1

ikr
(eikr − eilπe−kr) ∼ il

ikr
(ei(kr−

1
2
lπ) − e−i(kr− 1

2
lπ)), (2.82)

Utilizando as relações

Pl(−1) = (−1)l = eilπ; e
1
2
lπ = il. (2.83)
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Assim como l = 0, a onda outgoing terá a forma

ψout = ψ − ψin.

Assim

ψout =
Ae−iδl

2ir
(e2iδlei(kr−

1
2
lπ) − e−i(kr− 1

2
lπ))Plcos(θ)−

− (2l + 1)
il

2ikr
(ei(kr−

1
2
lπ) − e−i(kr− 1

2
lπ))Plcos(θ).

(2.84)

Como antes, a expressão contém termos pertencentes à onda incidente. Para eliminá-

los, impõe-se a condição
Ae−iδl

2ir
= (2l + 1)

il

2ikr
. (2.85)

Chega-se então que ψout é expressado da seguinte forma

ψout =
(2l + 1)il

2ikr
Plcos(θ)(e

2iδl − 1)ei(kr−
1
2
lπ) para ∀l. (2.86)

Conhecida a forma da onda espalhada, a amplitude total de espalhamento, somando

todas as ondas parciais, pode ser escrita como

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)(e2iδl − 1)Plcos(θ). (2.87)

Por fim, a seção de choque elástica total é

σE =

2π∫
0

π∫
0

|f(θ)|2sen(θ) dθ dϕ =
π

k2

∑
l

(2l + 1)|1− Sl|2, (2.88)

onde a matriz de espalhamento Sl é definida por

Sl = e2iδl . (2.89)

Assim, nota-se que a matriz Sl está diretamente relacionada ao phase shift e, portanto,

à intensidade da interação. Seu valor máximo é 1, o que ocorre na ausência de interação.

Dessa forma, a soma apresentada na Eq. 2.88 pode ser truncada, desde que se conheça o

valor de l para o qual |Sl| ≈ 1.

Uma simplificação inicial consistiu em desconsiderar a carga elétrica. Entretanto, a

inclusão dessa contribuição torna-se necessária, pois a interação entre as partículas possui

também uma componente coulombiana. Dessa forma, o potencial pode ser representado

como

V (r) = VC(r) + VN(r), (2.90)
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onde VC(r) é o potencial coulombiano e VN(r) é o potencial nuclear.

Portanto, a amplitude de espalhamento pode ser escrita como a soma das contribuições

coulombiana e nuclear

f(θ) = fC(θ) + fN(θ). (2.91)

A contribuição de fN(θ) já foi apresentada na Eq. 2.87. Contudo, ao incluir a interação

coulombiana no potencial, surge um fator de fase adicional que modifica a amplitude de

espalhamento nuclear elástico. Assim, a nova expressão para fN(θ) pode ser escrita como

fN(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)
(
e2iδl − 1

)
e2iσlPl(cos θ). (2.92)

onde o termo e2iσl é conhecido como a fase de Coulomb, responsável por introduzir uma

fase extra na amplitude devido ao potencial coulombiano.

Já a amplitude puramente coulombiana é dada por [30]

fC(θ) = − γ

2k
csc2

(
θ

2

)
e2iσ0−2iγ ln sin( θ

2), (2.93)

em que γ é o chamado parâmetro de Sommerfeld, definido por

γ =
mZ1Z2e

2

kℏ2
, (2.94)

onde Z1 e Z2 são os números atômicos do projétil e do alvo, respectivamente.

Utilizando a relação entre a seção de choque diferencial e a amplitude de espalhamento,

obtém-se
dσ

dΩ
= |f(θ)|2 = |fC(θ) + fN(θ)|2. (2.95)

Por fim, a contribuição relativa de cada termo na amplitude de espalhamento depende

tanto da energia do sistema quanto do ângulo θ.

Para compreender de forma mais geral e formal a solução do problema de espalha-

mento, e obter uma formulação integral equivalente à equação de Schrödinger com as

condições de contorno corretas, apresentamos a seguir a dedução da equação de Lipp-

mann–Schwinger. Nessa abordagem, os efeitos de outros canais de reação são incorporados

no potencial V de maneira implícita.

2.3.3 Equação de Lippmann-Schwinger

Damos agora a dedução da equação de Lippmann–Schwinger, que é fundamental para

a formulação da teoria quântica do espalhamento. Para isso, partimos da equação de

Schrödinger independente do tempo
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Hψ(r) = Eψ(r), (2.96)

onde o hamiltoniano total H é escrito como a soma de dois termos

H = H0 + V (r), (2.97)

com H0 =
p2

2m
representando o hamiltoniano da partícula livre — ou seja, contendo apenas

o termo cinético — e V (r) sendo um potencial local responsável por introduzir interações

(o centro espalhador). Na ausência de V , os autoestados do sistema são os estados de

partícula livre.

Esses autoestados satisfazem (usando a notação de Dirac)

H0 |ϕ⟩ = E |ϕ⟩ , (2.98)

e, na representação de posição, tomam a forma de ondas planas

ϕk(r) =
1

(2π)3/2
eik·r, (2.99)

com energia associada E = ℏ2k2
2m

.

Para resolver formalmente a equação de Schrödinger na presença do potencial V (r),

introduzimos o operador função de Green do hamiltoniano livre

G0(E) =
1

E −H0 + iϵ
, (2.100)

onde ϵ → 0+ é um número positivo infinitesimal, introduzido para garantir as condições

de contorno físicas corretas no problema de espalhamento.

A função de Green G0(E) satisfaz a equação

(E −H0)G0(E) = 1. (2.101)

Esse operador permite reescrever a equação de Schrödinger original na forma de uma

equação integral, o que será feito a seguir.

Partindo da equação de Schrödinger com interação

(H0 + V ) |ψ⟩ = E |ψ⟩ , (2.102)

podemos reorganizar essa equação como

(E −H0) |ψ⟩ = V |ψ⟩ . (2.103)
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Agora aplicamos o operador resolvente G0(E) =
1

E−H0+iϵ
dos dois lados da equação

|ψ⟩ = G0(E)V |ψ⟩ . (2.104)

Contudo, essa equação possui uma solução trivial |ψ⟩ = 0. Para obter a solução

física desejada — isto é, a função de onda espalhada que no limite assintótico representa

uma onda incidente mais uma onda espalhada — adicionamos a condição de contorno

correspondente à presença da onda incidente |ϕ⟩. Isso leva à forma integral da equação

de Lippmann-Schwinger

|ψ(±)⟩ = |ϕ⟩+G
(±)
0 (E)V |ψ(±)⟩ , (2.105)

onde |ψ(±)⟩ representa a função de onda total associada às condições de contorno assin-

tóticas do espalhamento (sinal + para solução de espalhamento de saída, sinal − para de

entrada) e G(±)
0 (E) = 1

E−H0±iϵ
.

Essa é a equação de Lippmann-Schwinger, cuja interpretação física é: o estado espa-

lhado |ψ(±)⟩ é composto por uma onda incidente |ϕ⟩ mais a perturbação causada pela

presença do potencial, propagada via a função de Green G0.

Na base de posição, podemos escrever a equação de Lippmann-Schwinger para a função

de onda espalhada ψ(+)(r) como

ψ(+)(r) = ϕ(r) +

∫
d3r′G

(+)
0 (r, r′;E)V (r′)ψ(+)(r′), (2.106)

onde: - ϕ(r) é a função de onda da partícula livre (a onda incidente), - ψ(+)(r) é a solução

total do espalhamento, - V (r′) é o potencial espalhador, - G(+)
0 (r, r′;E) é a função de

Green associada ao hamiltoniano livre H0, dada por

G
(+)
0 (r, r′;E) = ⟨r| 1

E −H0 + iϵ
|r′⟩ . (2.107)

Para o caso de partículas com energia E = ℏ2k2
2m

, essa função de Green pode ser escrita

explicitamente como

G
(+)
0 (r, r′;E) = − m

2πℏ2
e+ik|r−r′|

|r − r′|
. (2.108)

Essa função representa a propagação de uma onda esférica com condição de contorno

de saída (representada pelo +iϵ). O termo integral na Eq. 2.106 representa a perturbação

do estado livre causada pelo espalhamento em todos os pontos r′ do espaço, e propagada

até r via a função de Green.

A equação integral de Lippmann-Schwinger mostra que a função de onda total ψ(+)(r)
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é composta por dois termos:

• ϕ(r): uma onda incidente livre que se propaga como se o potencial não existisse;

• um termo de correção: uma integral envolvendo o potencial V (r′), a função de onda

espalhada ψ(+)(r′), e a função de Green G
(+)
0 (r, r′;E), que propaga a perturbação

do potencial para o ponto r.

Esse segundo termo representa a onda espalhada: a perturbação da onda incidente

devido ao potencial espalhador.

Quando a distância r = |r| tende ao infinito, ou seja, observamos a partícula muito

longe da região de espalhamento, a função de onda total ψ(+)(r) assume a forma assintó-

tica

ψ(+)(r)
r→∞−−−→ eik·r + f(θ, ϕ)

eikr

r
, (2.109)

onde: - o primeiro termo eik·r é a onda incidente plana; - o segundo termo é a **onda

espalhada esférica**, com amplitude de espalhamento f(θ, ϕ), que depende da direção de

observação.

A comparação entre a equação de Lippmann-Schwinger e sua forma assintótica permite

identificar o termo responsável por f(θ, ϕ). De fato, usando a forma assintótica da função

de Green

G
(+)
0 (r, r′)

r→∞−−−→ − m

2πℏ2
eikr

r
e−ikf ·r′

, (2.110)

com kf = kr̂, temos

f(θ, ϕ) = − m

2πℏ2

∫
d3r′ e−ikf ·r′

V (r′)ψ(+)(r′). (2.111)

Essa é a expressão geral para o amplitude de espalhamento, que permite calcular como

a partícula é desviada para cada ângulo sólido (θ, ϕ).

A grandeza física mensurável em experimentos de espalhamento é a seção de choque

diferencial, dσ
dΩ

, que representa a probabilidade de espalhamento por unidade de ângulo

sólido. Ela está relacionada ao módulo da amplitude de espalhamento

dσ

dΩ
= |f(θ, ϕ)|2. (2.112)

Assim, todo o problema de espalhamento pode ser resolvido encontrando ψ(+)(r),

que satisfaz a equação de Lippmann-Schwinger, e usando-a para calcular o amplitude de

espalhamento via a Eq. (2.111).
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A equação de Lippmann–Schwinger fornece uma formulação integral equivalente à

equação de Schrödinger, destacando de forma explícita a contribuição do potencial de

interação e o caráter não local do espalhamento por meio da função de Green.

Essa equação também separa claramente a onda incidente da onda espalhada, permi-

tindo calcular diretamente a amplitude f(θ, ϕ), a qual está relacionada à seção de choque

diferencial e, consequentemente, aos observáveis experimentais.

Essa visão, no entanto, ainda trata os efeitos de outros canais de forma implícita por

meio do potencial V . Quando é necessário considerar explicitamente a contribuição de

estados excitados ou de outros canais de reação, recorre-se ao método dos canais acoplados,

que será apresentado a seguir.

2.3.4 Descrição Quântica do Espalhamento Inelástico

O espalhamento inelástico é o processo não-elástico mais simples, e sua seção de choque

pode ser determinada por meio do método dos canais acoplados. Inicialmente, resolve-se

a equação de Schrödinger para obter a função de onda que descreve o estado do sistema,

assumindo que apenas processos elásticos e inelásticos ocorrem.

Dessa forma, considerando T = (− ℏ2
2m

)∇2
r como operador de energia cinética da par-

tícula incidente, H(ξ) como o hamiltoniano nuclear, com ξ representando todas as coor-

denadas intrínsecas do núcleo, e V (r,ξ) como o potencial de interação entre o projétil e o

alvo. A equação de Schrödinger que descreve o sistema pode ser escrita como

HTΨ(r,ξ) = EΨ(r,ξ)

[T + V (r,ξ) +H(ξ)]Ψ(r,ξ) = EΨ(r,ξ). (2.113)

Os estados nucleares são autoestados do hamiltoniano nuclear, que descreve as inte-

rações entre os núcleons, sendo determinados por

H(ξ)χα(ξ) = ϵαχα(ξ), (2.114)

onde χα(ξ) constitui uma base ortonormal, e α representa o conjunto de números quânticos

necessários para caracterizar um estado. Para ξ = RN , a função de onda deve anular-se,

já que os estados ligados exigem que a função de onda desapareça para ξ > RN , sendo

RN o raio nuclear.

Respeitando as condições de contorno, para resolver a Eq. 2.113, a função de onda

Ψ(r,ξ) é expandida

Ψ(r,ξ) =
∑
α′

ψα′(r)χα′(ξ). (2.115)
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Substituindo a Eq. 2.115 na Eq. 2.113, multiplicando pela esquerda por χ∗
α(ξ) e inte-

grando sobre todas as coordenadas intrínsecas do núcleo

[T + V (r,ξ) +H(ξ)]
∑
α′

ψα′(r)χα′(ξ) = E
∑
α′

ψα′(r)χα′(ξ)

∫
χ∗
α(ξ)[T + V (r,ξ) +H(ξ)]

∑
α′

ψα′(r)χα′(ξ) dξ = E

∫
χ∗
α(ξ)

∑
α′

ψα′(r)χα′(ξ)

∑
α,α′

[∫
χ∗
α(ξ)Tψα′(r)χα′(ξ) dξ +

∫
χ∗
α(ξ)V (r,ξ)χα′(ξ)ψα′(r) dξ

+

∫
χ∗
α(ξ)H(ξ)χα′(ξ)ψα′(r) dξ

]
= E

∑
α,α′

∫
χ∗
α(ξ)χα′(ξ)ψα′(r) dξ. (2.116)

Utilizando a Eq. 2.114 na Eq. 2.116,

∑
α,α′

[Tψα′(r)
∫
χ∗
α(ξ)χα′(ξ) dξ +

∫
χ∗
α(ξ)V (r,ξ)χα′(ξ)ψα′(r) dξ

+ ϵα′ψα′(r)
∫
χ∗
α(ξ)χα′(ξ) dξ] = E

∑
α,α′

ψα′(r)
∫
χ∗
α(ξ)χα′(ξ) dξ, (2.117)

onde sabendo que χα(ξ) constitui uma base ortonormal, têm-se∑
α′

[T + ϵα′ − E]ψα′(r) = −
∑
α

Vαα′(r)ψα′(r)

[T + ϵα′ − E]ψα′(r) = −
N∑

α=1

Vαα′(r)ψα′(r), (2.118)

onde N corresponde ao número de estados da base. A determinação da função de onda

em um canal depende do conhecimento das funções de onda nos demais canais, como

evidenciado na equação anterior. Na Eq. 2.118, o termo Vαα′ descreve o acoplamento

entre diferentes estados do sistema, sendo dado por

Vαα′ =

∫
χ∗
α(ξ)V (r,ξ)χα′(ξ) dξ. (2.119)

Para evidenciar as partes radial e angular da solução, escrevemos ψα(r) como uma

soma de ondas parciais

ψα(r) =
∑
l,m

uα(r)

r
Y m
l (θ,ϕ). (2.120)

Ao substituir na Eq. 2.118, em seguida multiplicar à esquerda por Y ∗m′

l′ e integrar
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sobre todos os ângulos dΩ, chega-se a

∫
Y ∗m′

l′ (θ,ϕ)(T − Eα)
∑
l,m

uα(r)

r
Y m
l (θ,ϕ) dΩ

= −
∫
Y ∗m′

l′ (θ,ϕ)
N∑

α=1

Vαα′(r)
∑
l,m

uα(r)

r
Y m
l (θ,ϕ) dΩ, (2.121)

onde Eα corresponde à energia relativa do movimento, convertida em energia interna para

a excitação do núcleo, e é dada por Eα = ℏ2k2α/2µ.

Atuando o operador de energia cinética T∑
l,m
l′,m′

[∫
Y ∗m′

l′ (θ,ϕ)T
uα(r)

r
Y m
l (θ,ϕ) dΩ− Eα

∫
Y ∗m′

l′ (θ,ϕ)
uα(r)

r
Y m
l (θ,ϕ) dΩ

]

= −
∑
l,m
l′,m′

N∑
α=1

∫
Y ∗m′

l′ (θ,ϕ)Vαα′(r)
uα(r)

r
Y m
l (θ,ϕ) dΩ

∑
l,m
l′,m′

[
d2uα(r)

dr2
− l(l + 1)

r2
uα(r)− Eαuα(r)

] ∫
Y ∗m′

l′ (θ,ϕ)Y m
l (θ,ϕ) dΩ

= −2µ

ℏ2
∑
l,m
l′,m′

N∑
α=1

∫
Y ∗m′

l′ (θ,ϕ)Vαα′(r)
uα(r)

r
Y m
l (θ,ϕ) dΩ. (2.122)

A condição de ortogonalidade dos harmônicos esféricos permite simplificar a Eq. 2.122,

resultando em [
d2

dr2
− l(l + 1)

r2
− k2α +Wαα

]
uα(r) =

∑
α′ ̸=α

Wαα′(r)uα′(r), (2.123)

no qual define-se

Wαα′(r) =
2µ

ℏ2
∑
l,m

∫
Y ∗m
l (θ,ϕ)Vαα′(r)

uα(r)

r
Y m
l (θ,ϕ) dΩ. (2.124)

Cada canal é descrito por uma equação própria. No lado esquerdo da equação apare-

cem os termos associados ao acoplamento do canal consigo mesmo, que não dependem da

energia. Em contraste, no lado direito estão os termos que representam o acoplamento

com os demais canais, sendo Wαα′(r) o potencial que descreve essa interação.

Para tratar de maneira mais sistemática a contribuição dos canais inelásticos e sua

influência sobre o canal elástico, podemos recorrer ao formalismo dos projetores proposto

por Feshbach. Esse formalismo fornece uma forma rigorosa de derivar o potencial óptico,
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no qual os efeitos dos canais excluídos aparecem de forma explícita por meio de um

potencial de polarização, como será apresentado a seguir.

2.3.5 Teoria de Feshbach e Brueckner

Nesta seção, apresentamos o formalismo dos projetores de Feshbach [31, 32] para obter

uma expressão para o potencial óptico, cuja forma final será análoga à obtida na Eq. 2.124.

Considerando r0, rA (≡ ξ), ϕn(ξ) e H(ξ) como, respectivamente, a posição da partícula

incidente, a posição dos núcleons dentro do núcleo, os estados do alvo e o hamiltoniano

nuclear, o hamiltoniano total do sistema pode ser escrita como a soma de um hamiltoniano

não perturbada com um potencial que leva em consideração a interação entre os núcleons

do alvo

H = H0 + V = H(ξ) + T (r0) + V (r0,ξ), (2.125)

onde

V (r0,ξ) =
∑
α

V (r0,rα), (2.126)

representa a interação entre o projétil e cada núcleon no interior do núcleo. Aqui, r0 é o

vetor posição da partícula incidente em relação ao centro do alvo, e α indica a coordenada

de cada núcleon no alvo.

A função de onda total Ψ satisfaz a equação de Schrödinger independente do tempo,

que assume a forma de um problema de autovalores:

(H − E)Ψ = 0

(H0 + V (r0,ξ)− E)Ψ = 0.
(2.127)

Nesta equação, H é o hamiltoniano total (operador), Ψ é a função de onda total

(autovetor), e E é a energia total do sistema (autovalor). Trata-se de um problema típico

em mecânica quântica, cuja solução determina os estados estacionários do sistema.

Pode-se expandir a função de onda total Ψ como uma combinação linear de produtos

da função de onda da partícula incidente uα(r0) com os estados internos do alvo ϕα(ξ)

Ψ =
∑
α

uα(r0)ϕα(ξ). (2.128)

As funções uα(r0) satisfazem a seguinte equação diferencial

[T + v(r0)− ϵα]uα(r0) = 0, (2.129)
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onde v(r0) é o potencial óptico, e ϵα = E − Eα, com Eα sendo a energia do estado

interno ϕα do alvo. Esta equação descreve o movimento efetivo da partícula incidente sob

a influência de um potencial médio, levando em consideração os efeitos do acoplamento

com os estados excitados do núcleo.

A ideia, neste ponto, é decompor o espaço total de estados em dois subespaços orto-

gonais por meio de operadores de projeção, denotados por P e Q. O operador P projeta

sobre o subespaço de interesse — usualmente o canal elástico — enquanto Q projeta so-

bre o subespaço complementar, correspondente aos canais inelásticos e outros graus de

liberdade. Ao atuar P no estado Ψ, tem-se

PΨ = Φ0

|ϕ0⟩ ⟨ϕ0|Ψ = ϕ0(ξ)u0(r0).
(2.130)

Para prosseguir com a aplicação dos projetores, é importante citar suas propriedades

fundamentais

P 2 = P

Q2 = Q

P +Q = 1

PQ = QP = 0.

(2.131)

Portanto, inserindo a identidade P +Q = 1 na Eq. 2.127, temos a seguinte forma

(H − E)(P +Q)Ψ = 0

(HP +HQ− EP − EQ)Ψ = 0.
(2.132)

O próximo passo é projetar a equação acima nos subespaços definidos por P e Q. Isso

é feito aplicando, pela esquerda, os operadores de projeção P e Q à Eq. 2.132

(PHP + PHQ− PEP − PEQ)Ψ = 0

(PHP + PHQ− EP )Ψ = 0

(PHPP + PHQQ− EP )Ψ = 0

(E − PHP )PΨ = PHQQΨ,

(2.133)

e
(QHP +QHQ−QEP −QEQ)Ψ = 0

(QHP +QHQ− EQ)Ψ = 0

(QHPP +QHQQ− EQ)Ψ = 0

(E −QHQ)QΨ = QHPPΨ.

(2.134)
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Isolando QΨ na Eq. 2.132, obtemos

QΨ =
1

E −QHQ+ iϵ
QHPPΨ, (2.135)

onde o termo imaginário iϵ é introduzido para evitar polos, já que a expressão pode divergir

caso a energia associada ao operador QHQ coincida com a energia do canal elástico.

Substituindo a Eq. 2.135 na Eq. 2.133 tem-se

(E − PHP )PΨ = PHQQΨ

(E − PHP )PΨ = PHQ
1

E −QHQ+ iϵ
QHPPΨ

(E − PHP − PHQ
1

E −QHQ+ iϵ
QHP )PΨ = 0.

(2.136)

Antes de prosseguir com a Eq. 2.141, é necessário determinar explicitamente os termos

que envolvem os projetores, começando pelo operador PHP . Usando a definição do

operador P na Eq. 2.130 e considerando que o hamiltoniano interno do núcleo H(ξ)

satisfaz

H(ξ) |ϕ0⟩ = ϵ0 |ϕ0⟩ ,

onde ϵ0 é a energia do estado fundamental, podemos tomar, para simplificar, essa energia

como referência zero, ou seja, ϵ0 = 0. Assim, tem-se

PHP = |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|H |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|

= |ϕ0⟩ (⟨ϕ0| [H(ξ) + T (r0) + V (r0,ξ)] |ϕ0⟩) ⟨ϕ0|

= |ϕ0⟩ (T (r0) + ⟨ϕ0|V (r0,ξ) |ϕ0⟩) ⟨ϕ0| .

(2.137)

e
PHQ = |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|HQ

= |ϕ0⟩ ⟨ϕ0| (H(ξ) + T (r0) + V (r0,ξ))Q

= |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|H(ξ)Q+ |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|T (r0)Q+ |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|V (r0,ξ)Q.

(2.138)

Analisando os termos da equação acima, observamos que os dois primeiros são nulos. O

primeiro termo desaparece porque H(ξ) atua apenas nas coordenadas internas do núcleo,

e assumimos que H(ξ) |ϕ0⟩ = 0, além de Q |ϕ0⟩ = 0, o que implica ⟨ϕ0|H(ξ)Q = 0. Já o

segundo termo também é nulo, pois o operador cinético T (r0), que atua nas coordenadas

relativas, comuta com |ϕ0⟩, e como ⟨ϕ0|Q = 0, segue-se que ⟨ϕ0|T (r0)Q = 0. Resta,

portanto, apenas o terceiro termo, que em geral é não nulo e representa o acoplamento

entre o estado fundamental e os estados excitados do núcleo induzido pelo potencial.

Dessa forma, o operador PHQ pode ser reescrito como
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PHQ = |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|V (r0,ξ)Q, (2.139)

e também

QHP = QV (r0,ξ) |ϕ0⟩ ⟨ϕ0| . (2.140)

As Eqs.2.137, 2.139 e 2.140 podem ser substituídas na Eq.2.141.

(
E − |ϕ0⟩ (T + ⟨ϕ0|V |ϕ0⟩) ⟨ϕ0| − |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|V Q

1

E −QHQ+ iϵ
QV |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|

)
PΨ = 0.

(2.141)

Agora multiplicando por ⟨ϕ0|

(
⟨ϕ0|E − ⟨ϕ0| |ϕ0⟩ (T + ⟨ϕ0|V |ϕ0⟩) ⟨ϕ0| − ⟨ϕ0| |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|V Q

1

E −QHQ+ iϵ
QV |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|

)
PΨ = 0(

E − (T + ⟨ϕ0|V |ϕ0⟩) ⟨ϕ0| − ⟨ϕ0|V Q
1

E −QHQ+ iϵ
QV |ϕ0⟩ ⟨ϕ0|

)
PΨ = 0(

E − T + ⟨ϕ0|V |ϕ0⟩ − ⟨ϕ0|V Q
1

E −QHQ+ iϵ
QV |ϕ0⟩

)
⟨ϕ0|PΨ = 0(

E − T − ⟨ϕ0|V |ϕ0⟩ − ⟨ϕ0|V Q
1

E −QHQ+ iϵ
QV |ϕ0⟩

)
u0(r0) = 0.

(2.142)

Finalmente podemos definir o potencial óptico como

ν = ⟨ϕ0|V |ϕ0⟩+ ⟨ϕ0|V Q
1

E −QHQ+ iϵ
QV |ϕ0⟩ . (2.143)

O potencial óptico pode ser interpretado como a soma de duas contribuições principais:

• Potencial bare: O primeiro termo, chamado de potencial bare, corresponde à

média da interação entre o projétil e o alvo quando ambos permanecem em seus

estados fundamentais. Esse termo descreve a parte direta da interação, sem consi-

derar processos de excitação ou transferência, e por isso é independente da energia

do sistema.

• Potencial de polarização: O segundo termo, que depende explicitamente da ener-

gia, incorpora os efeitos do acoplamento do canal elástico com os canais inelásticos

excluídos na projeção. Este termo é geralmente não-local e complexo, refletindo

processos dinâmicos. Sua avaliação exata, no entanto, é considerada impraticável
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em muitos casos, dada a estrutura envolvida Q [33]. Por esse motivo, diversas apro-

ximações têm sido desenvolvidas na literatura, tanto na forma não-local quanto por

meio de versões locais equivalentes [34].

Assim, o potencial óptico representa uma forma efetiva de tratar a interação entre os

canais elásticos e inelásticos em um sistema quântico, sendo essencial para a descrição

precisa de reações nucleares em energias próximas e abaixo da barreira coulombiana [35].

2.4 Potenciais em Reações Nucleares

Em reações nucleares, o potencial entre as partículas tem duas contribuições principais:

o potencial coulombiano e o potencial nuclear. Ambos contribuem para a descrição da

interação e podem ser estudados separadamente. Ele pode ser escrito da seguinte forma

V (r) = VC(r) + VN(r), (2.144)

no qual VC(r) é o potencial coulombiano e VN(r) é o potencial nuclear.

2.4.1 Potencial coulombiano

O potencial coulombiano, citado na Seção 2.3.2, é um potencial espalhador de longo

alcance que decai para zero quando a distância entre as partículas aumenta. Na descrição

de sistemas nucleares, é comum considerá-lo como o potencial gerado por uma esfera

uniformemente carregada

VC(r) =


Z1Z2e2

2RC

(
3− r2

R2
C

)
, r ≤ RC

Z1Z2e2

r
, r > RC

(2.145)

onde

• Z1 e Z2 são os números atômicos do projétil e alvo, respectivamente

• RC é o raio da distribuição de carga nuclear

• e é a carga elementar

2.4.1.1 Solução do Potencial coulombiano

A solução da equação de Schrödinger com este potencial requer abordagens distintas

para as duas regiões:
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Região interna (r ≤ RC) Para r ≤ RC , a solução geralmente é obtida numericamente

através de:

• Integração numérica a partir de um valor inicial ("chute") para a função de onda

• Aplicação das condições de continuidade da função de onda e sua derivada na fron-

teira r = RC

• Normalização apropriada para garantir a continuidade com a solução externa

Região externa (r > RC) Para r > RC , existem soluções analíticas conhecidas:

• Funções regulares de Coulomb Fl(r)

• Funções irregulares de Coulomb Gl(r)

• Combinações destas nas chamadas funções de Hankel coulombianas

Estas soluções refletem o comportamento assintótico do potencial de longo alcance e

são essenciais para a descrição correta do espalhamento coulombiano [30, 36].

ψl(r) ∼ Fl(r) + iGl(r) (para r → ∞) (2.146)

2.4.2 Potencial Nuclear

Quando ocorre uma reação nuclear, muitos canais podem ter influência na descrição

da seção de choque elástica. Então, para conseguir estudar a influência de cada canal

se torna necessário assumir um potencial que consiga descrever tanto o processo elástico

quanto os processos não-elásticos. Uma alternativa encontrada para esse potencial foi

sugerido por Herman Feshbach e colaboradores em 1953 [37]. A proposta era tratar esse

potencial como um potencial complexo, onde a parte real é referente a refração do projétil

e a parte imaginária a absorção dele. Dentro do formalismo do modelo óptico usa-se um

potencial complexo do tipo

VN(r) = V (r) + iW (r), (2.147)

onde a parte imaginária está associada à perda de fluxo para outros canais.

O modelo tem uma justificativa através da mecânica quântica, que será mostrada

abaixo.
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2.4.2.1 Modelo Óptico na mecânica Quântica

Considerando um potencial complexo, como na Eq. 2.147 na equação de Schrödinger,

esta pode ser resolvida de forma análoga ao caso de um potencial real, como feito para

o espalhamento elástico e inelástico. Contudo, assume-se que as funções de onda ul(r),

a matriz de espalhamento Sl, o phase shift δl e as amplitudes de espalhamento f(θ) são

todas grandezas complexas.

Sendo assim, a equação de Schrödinger para o potencial complexo pode ser escrita

como:

∇2ψ +
2m

ℏ2
(E − V − iW )ψ = 0. (2.148)

Tomando o complexo conjugado da Eq. 2.148, obtém-se:

∇2ψ∗ +
2m

ℏ2
(E − V + iW )ψ∗ = 0. (2.149)

Em seguida, multiplicamos a Eq.2.148 por ψ∗ e a Eq.2.149 por ψ e subtraindo a

segunda da primeira, obtemos

ψ∗
[
∇2ψ +

2m

ℏ2
(E − V − iW )ψ

]
= 0

−

ψ

[
∇2ψ∗ +

2m

ℏ2
(E − V − iW )ψ∗

]
= 0

ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗ =
4imW

ℏ2
ψψ∗. (2.150)

O fluxo de probabilidade pode ser definido como

j =
ℏ
2µ

(ψ∗∇ψ + ψ∇ψ∗),

e sabendo que o produto ψψ∗ corresponde a densidade de probabilidade ρ, obtém-se

∂ρ

∂t
+∇ · j = −Kvρ, (2.151)

onde K = 2W
vℏ . Nota-se que o potencial imaginário atua como um termo absortivo; se fosse

positivo, em vez disso, ele atuaria como um repulsor de fluxo.Isso confirma a suposição

inicial de que a parte imaginária do potencial é responsável por remover uma fração do

fluxo do canal de entrada. A seção de choque total de absorção é determinada a partir do

fluxo de probabilidade incidente sobre o núcleo, normalizado pelo número de partículas

incidentes por cm2 por unidade de tempo, e integrando-se sobre todo o ângulo sólido.
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Assim

σA =

∫
j

v
dΩ∫ 2π

0

∫ π

0

iℏ
2mv

(ψ∗∇ψ + ψ∇ψ∗)r2sen(θ)dθdϕ. (2.152)

Expandindo ψ em ondas parciais

ψ = −
∑
l

(2l + 1)

2ikr
Pl(cosθ)(Sle

ikr − e−ikr),

e

ψ∗ =
∑
l

(2l + 1)

2ikr
P ∗
l (cosθ)(S

∗
l e

−ikr − eikr).

Calculando as derivadas de ψ e ψ∗ e substituindo-as na Eq. 2.152, obtém-se a expressão

para a seção de choque de absorção

σA =
π

k2

∑
l

(2l + 1)(1− |Sl|2). (2.153)

Uma vez determinada a seção de choque de absorção, e conhecida a seção de choque

de espalhamento elástico calculada anteriormente, a seção de choque total para partículas

não carregadas pode ser expressa como

σT = σE + σA, (2.154)

onde substituindo as Eqs. 2.88 e 2.153 na Eq. 2.154, temos

σT =
π

k2

∑
l

(2L+ 1)|1− Sl|2 +
π

k2

∑
l

(2l + 1)(1− |Sl|2)

=
π

k2

∑
l

(2l + 1)[1− SlS
∗
l + (1− Sl)(1− S∗

l )]

=
π

k2

∑
l

(2l + 1)[1− SlS
∗
l + 1− Sl − S∗

l + SlS
∗
l ]

=
π

k2

∑
l

(2l + 1)(2− Sl − S∗
l )

=
π

k2

∑
l

(2l + 1)(2− 2ReSl).

Portanto, a seção de choque total é dado por

σT =
2π

k2

∑
l

(2l + 1)(1− 1ReSl). (2.155)
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2.4.2.2 Potencial de Woods–Saxon

O potencial de Woods–Saxon é um dos mais conhecidos e amplamente utilizados no

modelo óptico para descrever processos de espalhamento nuclear, como mencionado ante-

riormente na Seção 2.2.1. Sua popularidade se deve à simplicidade de sua forma analítica e

à capacidade de reproduzir, de forma satisfatória, os principais aspectos do espalhamento.

Na seção anterior, apresentou-se sua formulação considerando apenas o raio nuclear asso-

ciado à distribuição de matéria do núcleo. Agora, no contexto do potencial de interação

entre dois núcleos, é necessário utilizar um raio dependente tanto do projétil quanto do

alvo, dado por

R = r0
(
A1/3

p + A
1/3
t

)
, (2.156)

onde Ap e At são os números de massa do projétil e do alvo, respectivamente.

No modelo óptico, o potencial de Woods–Saxon é estendido para incluir não apenas

uma parte real, responsável por descrever a interação média, mas também componentes

imaginárias para levar em conta a absorção do fluxo de partículas para canais inelásticos

e de reação. Cada termo do potencial é descrito por três parâmetros geométricos: a

profundidade W , o raio rw e a difusividade aw — no caso da componente imaginária. A

forma geral é

W (r) = −W
[
1 + exp

(
r −Rw

aw

)]−1

, (2.157)

onde Rw = rw(A
1/3
p + A

1/3
t ) define o raio do potencial imaginário. Esses parâmetros W ,

rw e aw permitem ajustar a absorção para diferentes energias e sistemas.

2.4.2.3 Potencial de São Paulo

O SPP é amplamente utilizado para descrever colisões entre íons pesados, especial-

mente em energias próximas e abaixo da barreira de Coulomb. Ele é baseado no conceito

de interação de dupla convolução (double-folding), que considera explicitamente a inte-

ração efetiva entre os núcleons e as distribuições de densidade de matéria dos núcleos

participantes [3, 17]. Essa abordagem permite incorporar informações microscópicas da

estrutura nuclear no cálculo do potencial de interação entre os núcleos.

O potencial de dupla convolução é dado por

VF (R) =

∫
ρ1(r⃗1) ρ2(r⃗2)V0 δ(R⃗− r⃗1 + r⃗2) dr⃗1dr⃗2, (2.158)

onde r⃗1 e r⃗2 são as coordenadas intrínsecas dos núcleons no projétil e no alvo, ρ1 e ρ2 são

as densidades nucleares, R⃗ é a distância entre os centros de massa e V0 = −456 MeV·fm³
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é a intensidade da interação efetiva.

O uso da função delta em Vnn(s⃗) = V0δ(s⃗) caracteriza a aproximação de alcance zero,

que simplifica o cálculo ao assumir que a interação só ocorre quando os dois núcleons

ocupam a mesma posição no espaço. Essa aproximação é válida quando o alcance efetivo

da interação núcleon–núcleon é muito menor que a espessura da superfície nuclear. Nessa

situação, a integral de convolução torna-se analiticamente tratável, mantendo a física

essencial do espalhamento na superfície nuclear, embora ignore detalhes da interação em

distâncias finitas.

As densidades nucleares ρ1(r) e ρ2(r) utilizadas na Eq. 2.158 são fundamentais para

a construção do SPP, pois elas encapsulam a distribuição de matéria dos núcleos parti-

cipantes. Essas distribuições são tipicamente descritas por uma função de Fermi–Dirac

com dois parâmetros, também conhecida como two-parameter Fermi distribution

ρ(r) =
ρ0

1 + e
r−R0

a

, (2.159)

onde ρ0 é a densidade central, R0 é o raio nuclear e a é a difusividade, que quantifica a

espessura da superfície nuclear. Esses três parâmetros não são completamente livres, já

que estão relacionados pela condição de normalização∫ ∞

0

ρ(r) r2 dr = X, (2.160)

com X representando o número total de prótons, nêutrons ou núcleons. O uso de den-

sidades de matéria em vez de apenas densidades de carga (obtidas, por exemplo, pelo

espalhamento de elétrons) é crucial para capturar a contribuição dos nêutrons e para

descrever corretamente a interação nuclear.

A sistemática adotada no SPP foi construída com base em cálculos microscópicos

de Dirac–Hartree–Bogolyubov (DHB) [38] e também ajustada a partir de dados expe-

rimentais de densidade de carga. A versão original do modelo foi desenvolvida para

núcleos aproximadamente esféricos, para os quais se determinou uma difusividade média

a = 0.56 fm. O raio nuclear, por sua vez, é parametrizado como

R0 =
(
1.31A1/3 − 0.84

)
fm, (2.161)

onde A é o número de massa do núcleo.

Além do potencial de dupla convolução VF (R), o SPP incorpora de forma fenomeno-

lógica os efeitos da não-localidade dinâmica da interação nuclear por meio de um fator

exponencial que depende da velocidade relativa entre os núcleons. O potencial de São
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Paulo completo, dependente da energia, é dado por

VSP (R,E) = VF (R) e
− 4v2

c2 , (2.162)

onde v é a velocidade relativa entre os núcleos e c é a velocidade da luz. Substituindo

explicitamente a forma do potencial de dupla convolução, temos:

VSP (R,E) =

∫
ρ1(r⃗1) ρ2(r⃗2)V0 δ(R⃗− r⃗1 + r⃗2) e

− 4v2

c2 dr⃗1dr⃗2. (2.163)

A Fig. 8 apresenta esquematicamente as coordenadas envolvidas na Eq. 2.163.

Figura 8: Diagrama ilustrando a interação entre um núcleon do alvo e um núcleon do
projétil, com indicação das coordenadas relativas utilizadas na convolução [39].

Para cálculos práticos no modelo óptico (Eq. 2.147), o potencial de São Paulo é mul-

tiplicado por fatores de normalização real (Nr) e imaginário (Ni), de modo que

V (r) =
(
Nr + iNi

)
VSP (r), (2.164)

com valores típicos Nr ≈ 1 e Ni ≈ 0.78 em cálculos de um canal [12], embora esses fatores

possam ser ajustados para levar em conta acoplamentos fortes ao canal elástico, como

será discutido em seções posteriores.

Em resumo, o SPP combina informações microscópicas sobre a estrutura dos nú-

cleos por meio das densidades de matéria com uma correção fenomenológica para a não-

localidade, oferecendo uma descrição realista e bem-sucedida para a interação núcleo-

núcleo em colisões de íons pesados.
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Os cálculos de canais acoplados foram realizados utilizando o código Fresco [40]. No

potencial óptico, adotou-se o SPP tanto para a parte real quanto para a imaginária, com

fatores de normalização Nr = 1.0 para a parte real e Ni = 0.6 para a parte imaginária. O

coeficiente Ni = 0.6 contabiliza a perda de fluxo para canais não incluídos explicitamente

no cálculo, em energias acima da barreira coulombiana [13]. Esse efeito também pode

ser reproduzido com um potencial do tipo Woods-Saxon na parte imaginária, utilizando

os parâmetros geométricos (W, rw, aw). Quando todos os canais relevantes são incluídos

explicitamente no formalismo de canais acoplados, o potencial Woods-Saxon é geralmente

preferido para simular a absorção de fluxo por fusão, por fornecer uma representação mais

adequada desse processo, sendo utilizado como um potencial interno.

Os estados excitados mais relevantes foram identificados por meio de análise sistemá-

tica das distribuições angulares. Os parâmetros nucleares utilizados nos cálculos provêm

de duas fontes complementares:

1. Para núcleos par-par, os parâmetros de deformação (βλ) foram obtidos do NNDC [28]

e dos trabalhos de Raman et al. [41], os quais adotam r0 = 1.2 fm. Como em nosso tra-

balho foi adotado r0 = 1.06 fm, os parâmetros foram normalizados.

2. Para todos os núcleos (incluindo par-par, ímpar-par e ímpar-ímpar), as probabili-

dades de transição eletromagnética (B(Eλ)) obtidas a partir do NNDC [28] forneceram

uma verificação independente dos elementos de matriz.

Os cálculos dos elementos de matriz utilizados no formalismo de canais acoplados

foram realizados com o auxílio de um código desenvolvido em FORTRAN (Apêndice A.1),

proporcionando uma implementação flexível e minimizando o risco de erros de cálculo.

Esta combinação de fontes permitiu a determinação dos acoplamentos nucleares, con-

forme ilustrado na Fig. 9. No caso particular do 9Be (sistema ímpar-par), a análise

confirmou a necessidade de considerar apenas o estado fundamental (Jπ = 3
2

−), dada a

ausência de estados excitados ligados.

Nas subseções seguintes, são apresentados os resultados dos cálculos de canais acopla-

dos, começando pela análise dos efeitos das variações do NMDD na barreira coulombiana,
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Figura 9: Esquema de níveis dos acoplamentos nucleares incluídos nos cálculos, desta-
cando os estados com maior influência nas distribuições elásticas.

e posteriormente detalhando os resultados para os diferentes núcleos-alvo estudados.

3.0.1 Efeitos das variações do NMDD na barreira coulombiana

Em Ref. [3], foi examinada a sensibilidade do potencial na região superficial a pequenas

variações no parâmetro NMDD. A Fig. 10 mostra como essas variações afetam a barreira

coulombiana para os sistemas estudados nesta dissertação. Observa-se que o aumento do

NMDD reduz a altura da barreira, aumenta seu raio e a torna menos larga.

Esses efeitos são cruciais para a compreensão dos resultados apresentados nas próximas

subseções. A redução da altura da barreira, por exemplo, aumenta a penetrabilidade; o

aumento do raio influencia a localização do pico de Fresnel; e a menor largura altera a

interferência entre os potenciais nuclear e coulombiano.

As Figs. 11a-d mostram as distribuições de densidade de matéria calculadas para

os núcleos analisados. Nota-se que o valor sistemático do parâmetro de difusividade

(am = 0,56 fm) apresenta a melhor concordância com os resultados obtidos a partir dos
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Figura 10: Efeitos das variações do NMDD na barreira Coulomb utilizando o SPP.
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cálculos DHB, especialmente na região superficial, onde a sensibilidade às variações da

densidade é mais acentuada. Os painéis b e d apresentam essas densidades em escala

linear, evidenciando ainda mais a boa aproximação da sistemática em relação ao DHB.

Figura 11: Densidades de matéria nuclear para diferentes valores do NMDD.

3.0.2 Resultados para o alvo 28Si

Como discutido anteriormente, o parâmetro NMDD afeta principalmente a região su-

perficial do potencial, influenciando significativamente o espalhamento em ângulos trasei-

ros. Conforme será demonstrado nesta seção, o aumento do NMDD atenua as distribuições

angulares do espalhamento elástico em ângulos maiores.

Os sistemas estudados - 9Be + 28Si, 13C + 28Si e 14N + 28Si - foram analisados utili-

zando os mesmos parâmetros do potencial Woods-Saxon imaginário, conforme mostrado

na Tabela 3. Estes parâmetros foram escolhidos para garantir que o potencial permaneça

interno à barreira coulombiana em todos os casos.

Entre esses sistemas, o 9Be + 28Si merece atenção especial devido às propriedades
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Tabela 3: Parâmetros do potencial Woods-Saxon imaginário para os sistemas com 28Si
como alvo

Sistema W (MeV) rw (fm) aw (fm)
9Be + 28Si 50.0 0.95 0.2
13C + 28Si 50.0 0.95 0.2
14N + 28Si 50.0 1.06 0.2

únicas do núcleo de 9Be. Seu baixo limiar de quebra (low breakup threshold) resulta em

acoplamentos significativos com canais de continuum e processos de transferência, levando

a uma maior absorção de fluxo no canal elástico em comparação com os outros sistemas.

Este efeito será particularmente evidente nos resultados apresentados a seguir, onde se

observa uma supressão mais pronunciada da seção de choque elástica.

As Figs. 12 e 13 mostram a comparação entre as distribuições angulares experimentais

e teóricas do espalhamento elástico para o sistema 9Be + 28Si nas energias de 14 MeV e

26 MeV, respectivamente. No painel (a), são comparados os resultados obtidos com os

potenciais imaginários internos do tipo SPP e WS. A linha vermelha contínua representa

o potencial SPP para a parte imaginária calculada com a sistemática NMDD, enquanto

a linha roxa tracejada corresponde ao potencial imaginário interno WS. No painel (b),

são comparados os resultados utilizando diferentes valores de NMDD, onde o SPP foi

utilizado consistentemente para a parte imaginária em todos os casos. A linha vermelha

mantém o mesmo significado do painel (a); a curva verde tracejada com pontos representa

o valor NMDD com am = 0.62 fm, e a linha azul tracejada corresponde a am = 0.65 fm.

Para a energia de 14 MeV (Fig. 12a), o resultado utilizando o potencial WS na parte

imaginária subestima os dados de espalhamento elástico, enquanto o SPP descreve bem

os dados. Entretanto, nem o WS nem o SPP conseguem explicar completamente as

oscilações observadas nos dados experimentais em ângulos traseiros. O potencial WS

reduz a seção de choque elástica em comparação com o SPP. Contudo, nenhum dos dois

consegue descrever satisfatoriamente as oscilações presentes nos dados experimentais em

ângulos maiores.

Como pode ser observado na Fig. 12b, para ângulos θ < 50◦, as diferenças entre as

curvas correspondentes aos diferentes valores de NMDD são muito pequenas. Para ângulos

entre 50◦ e 90◦, os resultados teóricos para am = 0.62 fm mostram boa concordância com

os dados experimentais. No entanto, para ângulos traseiros, o valor sistemático (am = 0.56

fm) fornece uma descrição mais adequada dos dados, apesar da ausência de oscilações nos

cálculos teóricos.

Concluindo, para ambas as energias de 14 MeV e 26 MeV, a distribuição angular do

espalhamento elástico utilizando o SPP para a parte imaginária apresenta melhor concor-
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dância com os dados experimentais do que os resultados obtidos com o potencial WS. Isso

ocorre porque o SPP imaginário com coeficiente de intensidade 0.6 explica efetivamente os

canais de reação, como o canal de quebra do 9Be, que foi negligenciado no esquema de CC.

Além disso, os resultados associados ao valor sistemático do NMDD descrevem melhor

os dados experimentais. Como mencionado anteriormente, o aumento do NMDD reduz

a altura efetiva da barreira, aumentando a absorção de fluxo dos canais de espalhamento

elástico e consequentemente suprimindo a seção de choque elástica.

Figura 12: Comparação entre as distribui-
ções angulares experimentais e teóricas do
espalhamento elástico para o sistema 9Be
+ 28Si a 14 MeV. Os dados experimentais
foram obtidos de Ref. [42].

Figura 13: Comparação entre as distribui-
ções angulares experimentais e teóricas do
espalhamento elástico para o sistema 9Be
+ 28Si a 26 MeV. Os dados experimentais
foram obtidos da Ref. [42].

Uma abordagem similar foi adotada para o sistema 14N + 28Si. A Fig. 14 apresenta a

distribuição angular do espalhamento elástico a 53.40 MeV. A comparação entre as seções

de choque elásticas usando os potenciais SPP e WS é mostrada na Fig. 14a. Quando o

potencial WS é utilizado na parte imaginária do potencial óptico, o resultado teórico su-

bestima os dados experimentais e exibe oscilações não presentes na distribuição angular

medida. Por outro lado, o cálculo utilizando o SPP mostra concordância significativa-

mente melhor com os dados. Devido a essa melhor descrição, o SPP foi adotado na

análise subsequente do parâmetro NMDD.

A Fig. 14b ilustra a sensibilidade da distribuição angular a variações no parâmetro
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de difusividade NMDD do alvo. Como observado, o aumento do valor de am leva a uma

redução na seção de choque, especialmente em ângulos traseiros. A melhor concordância

global é obtida com o valor sistemático am = 0.56 fm. Este comportamento pode estar

relacionado ao acoplamento com canais de reação que são efetivamente considerados pelas

características absorptivas de superfície do SPP (com Ni = 0.6 fm). Por exemplo, com

base na análise de valores-Q reportados em Ref. [43], um canal de captura de dêuteron

como 28Si(14N,12C)30P, com valor-Q de 1.571 MeV, pode contribuir significativamente para

a absorção, particularmente na região superficial.

Figura 14: Comparação entre as distribuições angulares experimentais e teóricas do
espalhamento elástico para o sistema 14N + 28Si a 53.40 MeV. Os dados experimentais
foram obtidos de [44].

Assim, como pode ser observado, durante todo o intervalo angular o uso da sistemática

descreve razoavelmente bem os dados experimentais.

As Figs. 15, 16 e 17 mostram a comparação entre as distribuições angulares teóricas

e experimentais do espalhamento elástico para o sistema 13C + 28Si nas energias de 25

MeV, 30 MeV e 34 MeV, respectivamente.

Nas Figs. 15-17a, são comparadas as distribuições angulares de espalhamento elástico

obtidas utilizando os potenciais SPP e WS na parte imaginária do modelo óptico. Observa-

se que o potencial WS apresenta melhor concordância com os dados experimentais para

as três energias estudadas. A 25 MeV (Fig. 15a), o ajuste aos dados experimentais é
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similar para ambos os potenciais imaginários - enquanto um descreve melhor os ângulos

maiores (WS), o outro reproduz melhor o pico de Fresnel (SPP). Ambos os potenciais

descrevem razoavelmente bem os dados experimentais para 30 MeV (Fig. 16a). Já a

34 MeV (Fig. 17a), o potencial SPP superestima a seção de choque elástica, enquanto

o potencial WS a subestima, porém ainda apresenta melhor concordância geral com os

dados experimentais. A descrição inadequada dos dados por ambos os potenciais pode

indicar que canais de reação não considerados nos cálculos tornam-se importantes neste

regime de energia.

Figura 15: Comparação entre as distribuições angulares experimentais e teóricas do
espalhamento elástico para o sistema 13C + 28Si a 25 MeV. Os dados experimentais foram
obtidos de [45].

As Figs. 15-17b mostram a análise das distribuições angulares de espalhamento elástico

utilizando o potencial WS na parte imaginária do potencial óptico e o SPP na parte real,

com três diferentes valores de NMDD. O valor sistemático de NMDD fornece o melhor

ajuste aos dados experimentais para todas as energias, enquanto os outros valores de

NMDD sugeridos em Ref. [21] subestimam os dados.

Em suma, para todos os sistemas e energias estudados com 28Si como alvo, indepen-

dente da energia, o melhor acordo com os dados experimentais de espalhamento elástico

foi obtido utilizando o valor sistemático de NMDD no potencial SPP (am=0.56 fm).
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Figura 16: Comparação entre as distribuições angulares experimentais e teóricas do
espalhamento elástico para o sistema 13C + 28Si a 30 MeV. Os dados experimentais foram
obtidos de [45].

Figura 17: Comparação entre as distribuições angulares experimentais e teóricas do
espalhamento elástico para o sistema 13C + 28Si a 34 MeV. Os dados experimentais foram
obtidos de [45].
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3.0.3 Resultados para o 27Al

A metodologia descrita na subseção anterior foi aplicada aos sistemas 9Be + 27Al, a 22

e 25 MeV, e 14N + 27Al, a 55.29 MeV. Com o objetivo de comparar diferentes descrições

para a parte imaginária do potencial óptico, foram utilizados tanto o potencial do tipo

WS quanto o SPP. Os parâmetros adotados para o potencial WS estão apresentados na

Tabela 4, enquanto, para o SPP, foi aplicado um fator de normalização de 0.6 na parte

imaginária. Além disso, foram analisados os efeitos de variações nos parâmetros NMDD

sobre as distribuições angulares de espalhamento elástico.

Tabela 4: Parâmetros dos potenciais imaginários utilizados nos sistemas com 27Al como
alvo.

Sistema Elab (MeV) Potencial W (MeV) rw (fm) aw (fm)
9Be + 27Al 22 WS 50.0 0.95 0.2
9Be + 27Al 25 WS 50.0 0.95 0.2
14N + 27Al 52.29 WS 50.0 1.06 0.2
Todos os sistemas — SPP (normalizado) — — —

Figura 18: Comparação entre distribuições angulares de espalhamento elástico experi-
mental e teórica para o sistema 9Be + 27Al a 22 MeV. Os dados experimentais são retirados
da Ref. [42].

As Figs. 18 e 19 mostram as comparações entre dados experimentais e distribuições

angulares teóricas de espalhamento elástico para o sistema 9Be + 27Al em energias inci-
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Figura 19: Comparação entre distribuições angulares de espalhamento elástico experi-
mental e teórica para o sistema 9Be + 27Al a 25 MeV. Os dados experimentais foram
retirados de [46].

dentes de 22 MeV e 25 MeV, respectivamente. O acordo entre os dados experimentais e os

cálculos usando os potenciais SPP e WS é apresentado nas Figs. 18a e 19a. Além disso,

as Figs. 18b e 19b ilustram a influência das variações nos parâmetros NMDD na seção de

choque de espalhamento elástico.

Como pode ser visto nas Figs. 18a e 19a, ambos os potenciais fornecem uma boa

descrição da distribuição angular experimental até 35◦. No entanto, além desse ângulo,

os resultados com o potencial WS subestimam os dados. As variações no NMDD (Figs.

18 e 19b) indicam que as melhores descrições da distribuição angular elástica são obtidas

usando o valor sistemático de am = 0.56 fm para ambas as energias.

Para o sistema 14N + 27Al a 52.29 MeV, a seção de choque elástica é mostrada na

Fig. 20. A Fig 20a apresenta a distribuição angular calculada usando os potenciais SPP

e WS. O resultado obtido com o potencial WS na parte imaginária do potencial óptico

subestima os dados experimentais. Ele exibe um comportamento oscilatório que não

é observado na distribuição medida. Por outro lado, quando o SPP é usado na parte

imaginária, a previsão teórica fornece uma descrição melhor dos dados experimentais. No

entanto, ainda subestima ligeiramente a seção de choque. Uma possível explicação para

essa discrepância seria a contribuição do canal de transferência associado à reação de
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captura de dêuteron, 27Al(14N,16O)25Mg, que tem um valor Q de 3.596 MeV, que não foi

considerado nos cálculos atuais. A Figura 20b mostra os resultados obtidos com o SPP

sob variações do parâmetro de difusividade NMD. Como observado, o melhor acordo é

alcançado com o valor sistemático.

Figura 20: Comparação entre distribuições angulares de espalhamento elástico experi-
mental e teórica para o sistema 14N + 27Al. Os dados experimentais foram retirados de
[44].

Como observado nos sistemas com alvo 28Si, os resultados para o alvo 27Al indicam que

o valor sistemático NMDD no SPP fornece a melhor descrição dos dados de espalhamento

elástico para todos os sistemas e energias estudados. Em contraste, quando os valores

NMDD sugeridos por [21] são usados, a seção de choque elástica teórica diminui pelas

razões discutidas acima.

3.0.4 Sistema 28Si + 27Al

A investigação dos efeitos do NMDD na distribuição angular de espalhamento elástico

será estendida ao sistema 28Si + 27Al nas energias de 70, 80, 90 e 100 MeV. Em contraste

com análises anteriores onde variações do NMDD foram aplicadas a núcleos individuais

(28Si ou 27Al), nesta subseção, ambas as distribuições de matéria do projétil (28Si) e do

alvo (27Al) serão modificadas simultaneamente.

Em nossos cálculos anteriores com CC, quando foi utilizado um fator de forma de
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WS para a parte imaginária do potencial, os parâmetros foram escolhidos para absorver

o fluxo dentro da barreira de Coulomb, com W = 50.0 MeV, rw = 1.06 fm e aw = 0.2

fm. Nesta subseção, também consideramos um valor maior para a difusividade da parte

imaginária, aw = 0.75, para as energias mais altas, a fim de incluir efetivamente canais de

reação adicionais não tratados no esquema de acoplamento. Essa alteração permite que

o potencial imaginário alcance a região superficial da interação nuclear.

Os valores específicos dos parâmetros adotados para cada energia estudada estão resu-

midos na Tabela 5. Ressaltamos que aw refere-se à difusividade do potencial imaginário de

Woods-Saxon, enquanto am corresponde à difusividade da densidade de matéria, conforme

discutido anteriormente.

Elab (MeV) W (MeV) rw (fm) aw (fm)
70 50 1.06 0.2
80 50 1.06 0.75
90 50 1.06 0.75
100 50 1.06 0.75

Tabela 5: Parâmetros do potencial WS para o sistema 28Si + 27Al nas diferentes energias
estudadas.

As seções de choque elásticas para 28Si + 27Al são mostradas na Fig. 21 para todas as

energias investigadas: 70 MeV (a,e), 80 MeV (b,f), 90 MeV (c,g) e 100 MeV (d,h).

Como nas subseções anteriores, começamos comparando a distribuição angular de es-

palhamento elástico CC usando os potenciais SPP e WS (Figs. 21a-d) na parte imaginária.

A comparação revelou que o potencial WS concorda melhor com os dados de espalhamento

elástico em toda a faixa de energia investigada (70-100 MeV). Então, examinamos siste-

maticamente como as mudanças no NMDD afetam as seções de choque elásticas usando

o potencial WS.

As Figs. 21e-h apresentam as seções de choque elásticas calculadas para cada valor de

NMDD. A distribuição de matéria sistemática (am = 0.56 fm) fornece a melhor descrição

geral dos dados experimentais em todo o intervalo de energia. No entanto, os outros

valores de NMDD testados - usados simultaneamente em ambos 28Si e 27Al - subestimaram

significativamente os dados experimentais.

Notavelmente, a 100 MeV, embora nenhum dos cálculos teóricos reproduza o fraco

comportamento oscilatório observado nos dados experimentais para ângulos θ > 50◦, a

distribuição de densidade sistemática (am = 0.56 fm) apresenta boa concordância com

a seção de choque elástica para θ < 50◦. Acredita-se que, nessa energia mais elevada,

canais de transferência tenham um papel significativo, mas não estão incluídos nos cálculos

realizados.
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De maneira concisa, assim como nos sistemas em que apenas um dos dois núcleos

apresentava variações no NMDD, observa-se que a sistemática oferece melhor desempenho

— o que também se verifica, de forma consistente, para este sistema em todas as energias

analisadas.
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Figura 21: Comparação entre distribuições angulares de espalhamento elástico experi-
mental e teórica para o sistema 28Si + 27Al. Os dados experimentais foram retirados de
[44].



4 Conclusões

Neste trabalho, realizamos cálculos de canais acoplados para os sistemas 9Be+28Si,
14N+28Si, 13C+28Si, 9Be+27Al, 14N+27Al e 28Si+27Al em energias próximas à barreira

coulombiana (2–3 vezes o valor da barreira), com o objetivo de investigar como modifica-

ções na sistemática da densidade de matéria nuclear dos núcleos 27Al e 28Si influenciam a

descrição das distribuições angulares elásticas.

Nossos resultados demonstraram que, para energias próximas à barreira coulombi-

ana, a sistemática padrão da densidade de matéria nuclear, com am = 0.56 fm, fornece

descrições mais consistentes em comparação com os valores alterados am = 0.62 fm e

am = 0.65 fm. Isso indica que a mudança na densidade de matéria – um efeito estático

– não é adequada para simular efeitos dinâmicos de reação nessa região de energia. Por-

tanto, dentro do formalismo do SPP, o valor sistemático am = 0.56 fm permanece como

o mais apropriado para descrever a dinâmica de reações nucleares envolvendo os núcleos
27Al e 28Si.

Além disso, reforçamos que ajustes na densidade de matéria nuclear devem ser evitados

como forma de incorporar efeitos dinâmicos, uma vez que tais modificações correspondem

a alterações estáticas nas propriedades do núcleo.

Dessa forma, este trabalho consolidou a sistemática tradicional para a densidade de

matéria nuclear para os núcleos estudados.
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APÊNDICE A -- Código Fortran do programa
elemento

1 program elemento

2 implicit none

3 real , parameter :: pi = 3.14159265358979323846

4 integer :: choice , lambda , exit_status , ios , Z, reot

5 real :: B, Bwu , A, Ia, Ib , Bup , M, clebsch , pot , coef , beta , r0, R,

Mn , Def , Rdef , betanorm , Mnreot , Mreot , cgreot , &

6 Rdefreot

7 character(len =100) :: command

8 character(len =100) :: result_line

9

10 ! Primeira escolha: Uso da transicao eletromagnetica ou uso do beta

(raman ou kibedi)

11 print *, ’Escolha 1 para calculo de transicao eletromagnetica e 2

para o uso do beta (raman ou kibedi)’

12 read *, choice

13

14 if (choice == 1) then

15 ! Mudanca de unidade da transicao eletromagnetica

16 print *, ’Digite o lambda referente , a massa atomica do nucleo e

a transicao de Weisskopf (Bwu):’

17 read *, lambda , A, Bwu

18

19 B = Bwu * (1.2) **(2* lambda) / (4.0 * pi) * (3.0 / (lambda +

3.0))**2 * A**(2.0/3.0 * lambda)

20 print *, ’Apos a transformacao de Weisskopf para e2fm , o valor

da transicao e:’, B

21

22 ! Agora ha necessidade dessa transicao ser de subida:

23 print *, ’Informe o estado inicial (Ia) e o estado final (Ib)’

24 read *, Ia , Ib

25 Bup = (2*Ib + 1) * B / (2*Ia + 1)

26 print *, ’Nossa transicao eletromagnetica de subida e:’, Bup
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27

28 ! Calculo de deformacao coulombiana e nuclear

29

30 ! Calculo do elemento de matriz reduzido

31 M = sqrt ((2*Ia + 1)*Bup)

32 print *, ’O elemento de matriz reduzido (M) dado as informacoes

anteriores e:’, M

33

34 ! Precisamos agora do clebsch gordan

35

36 ! Define o comando para chamar o script Python

37 command = ’python3 clebsch_calculator.py’

38

39 ! Executa o script Python e captura a saida

40 exit_status = system(command)

41

42 ! Verificar se o script foi executado com sucesso

43 if (exit_status /= 0) then

44 print *, ’Erro ao executar o script Python ’

45 stop

46 end if

47

48 ! Le a saida do script Python

49 open(unit=10, file =’output.txt’, status=’old’, action=’read’,

iostat=ios)

50 if (ios /= 0) then

51 print *, ’Erro ao abrir arquivo de saida’

52 stop

53 end if

54

55 ! Le resultado do Clebsch -Gordan do arquivo

56 read(10, ’(A)’, iostat=ios) result_line

57 if (ios ==0) then

58 read(result_line , *) clebsch

59 print *, ’Clebsch -Gordan calculado: ’, clebsch

60 else

61 print *, ’Erro ao ler o resultado ’

62 close (10)

63 stop

64 end if

65

66 close (10)

67
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68 ! Calculo para elemento de matriz

69 pot = int(Ib-Ia - abs(Ia-Ib))/2

70 coef = (-1)**pot

71 Mn = M/( clebsch * sqrt (2*Ia + 1) * coef)

72 print *, ’O elemento de matriz (Mn) e:’, Mn

73

74 ! Calculando beta agora

75 print *, ’Informe o r0 e o numero de protons:’

76 read *, r0 , Z

77 R = r0 * A**(1.0/3.0)

78 beta = (4 * pi * Mn) / (3 * Z * (R** lambda))

79 print *, ’O beta e:’, beta

80

81 print *, ’A deformacao nuclear depende desse beta , portanto

podemos acha -lo:’

82

83 Def = beta * R

84 print *, ’A deformacao nuclear e:’, Def

85

86 ! Calculo para a deformacao nuclear reduzida

87 RDef = Def * sqrt (2*Ia + 1) * clebsch * coef

88 print *, ’Agora podemos ter a deformacao nuclear reduzida:’,

RDef

89

90 else if (choice == 2) then

91

92 ! Solicitando os dados de entrada

93 print *, ’Forneca as informacoes seguintes: Z, r0, A, a

multipolaridade e o beta(k), estado inicial e estado final’

94 read *, Z, r0 , A, lambda , beta , Ia, Ib

95

96 ! Calculando betanorm e o raio R

97 betanorm = beta * ((1.2) ** lambda) / ((1.06) ** lambda)

98 R = r0 * (A)**(1.0/3.0)

99

100 ! Exibindo os valores calculados

101 print *, "betanorm =", betanorm

102 print *, "Z =", Z, "r0 =", r0, "A =", A, "R =", R

103

104 ! Calculando Mn

105 Mn = 3 * Z * betanorm * (R** lambda) / (4 * pi)

106 print *, "Mn =", Mn

107
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108 ! Define o comando para chamar o script Python

109 command = ’python3 clebsch_calculator.py’

110

111 ! Executa o script Python e captura a saida

112 exit_status = system(command)

113

114 ! Verifica se o script foi executado com sucesso

115 if (exit_status /= 0) then

116 print *, "Erro ao executar o script Python"

117 stop

118 end if

119

120 ! Le a saida do script Python

121 open(unit=10, file=’output.txt’, status=’old’, action=’read’,

iostat=ios)

122 if (ios /= 0) then

123 print *, "Erro ao abrir o arquivo de saida"

124 stop

125 end if

126

127 ! Le o resultado do Clebsch -Gordan do arquivo

128 read(10, ’(A)’, iostat=ios) result_line

129 if (ios == 0) then

130 read(result_line , *) clebsch

131 print *, "Clebsch -Gordan calculado: ", clebsch

132 else

133 print *, "Erro ao ler o resultado"

134 close (10)

135 stop

136 end if

137

138 close (10)

139

140 ! Calculando o resultado final M

141 M = Mn * clebsch * sqrt (2*Ia + 1) * (-1) ** ((Ia - Ib + abs(Ia -

Ib))/2)

142

143 ! Exibindo o resultado final

144 print *, "M =", M

145

146 ! Calculo deformacao nuclear

147 Def = betanorm * R

148 print *, ’A deformacao nuclear e:’, Def
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149

150 ! Calculo para a deformacao nuclear reduzida

151 pot = int(Ib-Ia - abs(Ia-Ib))/2

152 coef = (-1)**pot

153 RDef = Def * sqrt (2*Ia + 1) * clebsch * coef

154 print *, ’Agora podemos ter a deformacao nuclear reduzida:’,

RDef

155 beta = betanorm

156 end if

157

158 write(*, ’(A)’) repeat(’-’, 80) ! linha com 80 caracteres "-"

159

160 print ’(A, F10.4)’, ’Valor de M:’, M

161 print ’(A, F10.4)’, ’Valor de Mn:’, Mn

162 print ’(A, F10.4)’, ’Valor de beta:’, beta

163 print ’(A, F10.4)’, ’Valor de Def:’, Def

164 print ’(A, F10.4)’, ’Valor de RDef:’, RDef

165

166 ! Reorientacao

167 print *, ’Escolha se quer reorientacao ou nao: S(1) ou N(2):’

168 read *, reot

169

170 if (reot == 1) then

171 print *, beta

172 print *, ’Utilizaremos esse beta para calcular a reorientacao ’

173 Mnreot = (3 * Z * beta * ((1.06) *(A)**(1.0/3.0))** lambda)/(4*pi)

174 print *, ’Informe cg’

175 read *, cgreot

176 Mreot = Mnreot * sqrt (2*Ib + 1) * cgreot

177 print ’(A, F10.4)’, ’Valor de M:’, Mreot

178 Rdefreot = Mreot * (4*pi) / (3*Z*((1.06) *(A)**(1.0/3.0))**(lambda -1)

)

179 print ’(A, F10.4)’, ’Valor de RDef:’, Rdefreot

180 end if

181

182 end program elemento

Listing A.1: Código Fortran completo para cálculo de elementos de matriz
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