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Resumo

Esta tese apresenta um estudo experimental e teórico sobre correlações quânticas em
estados mistos de luz estruturada, com ênfase em modos spin-órbita. Inicialmente, são
exploradas técnicas de classificação da separabilidade de estados tripartites a partir de
tomografia parcial e aprendizado de máquina, demonstrando que é possível identificar a
não-separabilidade mesmo com informações reduzidas do sistema. Em seguida, propõe-se
e implementa-se um circuito óptico para a preparação e caracterização de estados-X,
utilizando os graus de liberdade da luz para preparar estados bipartidos. A partir desses
estados, investigam-se as correlações quânticas, incluindo emaranhamento, discórdia e
coerência, utilizando a abordagem geométrica para quantificá-las. Com o objetivo de
aprimorar a reconstrução experimental dos modos spin-órbita, apresenta-se uma técnica
de tomografia completa baseada em medidas de intensidade e análise de imagens obtidas
com lente astigmática inclinada. Por fim, propõe-se um circuito óptico para a geração
de Modos Spin-Órbita Mistos Maximamente Discordantes (MDMS), contribuindo para a
compreensão de correlações quânticas em sistemas ópticos.

Palavras-chaves: Informação quântica; Modos spin-órbita; Estados mistos; Tomografia
quântica; Correlações quânticas.





Abstract

This thesis presents an experimental and theoretical study of quantum correlations in
mixed states of structured light, with emphasis on spin-orbit modes. Initially, techniques
for classifying the separability of tripartite states using partial tomography and machine
learning are explored, demonstrating that it is possible to identify non-separability even
with reduced information about the system. Next, an optical circuit is proposed and
implemented for the preparation and characterization of X states, using the degrees of
freedom of light to prepare bipartite states. From these states, the quantum correlations,
including entanglement, discord, and coherence, are investigated, using the geometric
approach to quantify them. To improve the experimental reconstruction of spin-orbit
modes, a complete tomography technique based on intensity measurements and image
analysis obtained with a tilted astigmatic lens is presented. Finally, an optical circuit is
proposed for the generation of Maximally Discordant Mixed Spin-Orbit Modes (MDMS),
contributing to the understanding of quantum correlations in optical systems.

Key-words:Quantum information; Spin-orbit modes; Mixed States; Quantum Tomogra-
phy; Quantum Correlations.
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Introdução

A Mecânica Quântica surgiu no início do século XX como uma resposta essencial às
limitações da Física Clássica na descrição de fenômenos em escalas atômicas e subatômicas.
O ponto de partida desse novo paradigma foi a quantização da energia proposta por Max
Planck, ao investigar a radiação do corpo negro (1), seguida pela introdução do conceito de
fóton por Albert Einstein para explicar o efeito fotoelétrico (2). Esses avanços marcaram
uma ruptura com o determinismo clássico, ao introduzirem a ideia de que certos aspectos
da natureza são fundamentalmente probabilísticos.

Na consolidação dessa nova estrutura teórica, Niels Bohr formulou o princípio da
complementaridade, segundo o qual partículas quânticas exibem natureza tanto ondulatória
quanto corpuscular, dependendo do arranjo experimental (3). Pouco depois, Werner
Heisenberg introduziu o princípio da incerteza, estabelecendo limites fundamentais à
precisão com que determinadas propriedades físicas, como posição e momento, podem ser
conhecidas simultaneamente (4).

O amadurecimento da teoria quântica revelou fenômenos genuinamente não clássicos,
como a superposição de estados e, especialmente, o emaranhamento quântico. Este último
descreve correlações não locais entre partículas, que persistem independentemente da
distância que as separa, desafiando os princípios da localidade e do realismo. Tais ideias
foram debatidas no célebre paradoxo EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) (5) e mais tarde
confirmadas pela violação das desigualdades de Bell (6).

Esses fundamentos revolucionários não apenas redefiniram a compreensão da
natureza em sua escala mais elementar, como também impulsionaram o surgimento de
novos domínios científicos, entre os quais se destaca a Teoria da Informação Quântica (7).
Esta área encontra-se hoje na vanguarda do progresso científico, ao integrar os princípios
fundamentais da Mecânica Quântica com conceitos clássicos da teoria da informação,
propondo novos paradigmas para o processamento e a transmissão de dados.

O interesse pela computação e pela informação quântica cresceu de maneira signi-
ficativa após a formulação de algoritmos que demonstraram vantagens substanciais em
relação aos métodos clássicos para determinadas tarefas computacionais. Destacam-se,
entre eles, o algoritmo de Shor para a fatoração eficiente de inteiros em seus fatores
primos (8), o algoritmo de Grover para busca em bases de dados não estruturadas (9),
e o algoritmo de Deutsch-Jozsa para a identificação eficiente de propriedades de funções
booleanas (10). A Teoria da Informação Quântica explora propriedades exclusivamente
quânticas, como superposição, emaranhamento e coerência, para desenvolver tecnologias
com potencial disruptivo.
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Entre suas aplicações mais notáveis estão os protocolos de criptografia quântica
(11, 12) e algoritmos capazes de resolver problemas computacionalmente intratáveis para
computadores clássicos (8, 9, 13, 14). Ao mesmo tempo, essa teoria amplia os limites da
própria noção de informação e abre novos caminhos para o desenvolvimento tecnológico
em áreas como computação, comunicações (15, 16) e metrologia (17, 18).

Entre as diversas plataformas físicas propostas para a implementação da computação
quântica, os sistemas ópticos baseados nos graus de liberdade da luz têm se destacado
como uma alternativa promissora, tanto do ponto de vista teórico quanto experimental. A
luz possui múltiplos graus de liberdade, tais como polarização, modo transverso e caminho,
o que oferece um espaço de Hilbert altamente versátil para a codificação e manipulação de
bits quânticos, os q-bits (19, 20, 21) e q-dits (22, 23).

A utilização combinada dos diferentes graus de liberdade da luz possibilita o acesso
a sistemas multipartidos e de alta dimensão, ampliando as possibilidades para o processa-
mento paralelo de informações e para a simulação de fenômenos quânticos complexos. Entre
essas combinações, destacam-se os modos spin-órbita da luz, que integram o momento
angular de spin (associado à polarização) e o momento angular orbital (relacionado ao
modo transverso) (24, 25, 26). Esse acoplamento permite explorar correlações quânticas
entre diferentes graus de liberdade da luz, incluindo manifestações como emaranhamento,
discórdia e coerência. Tais fenômenos representam recursos fundamentais para proto-
colos avançados de informação quântica, exigindo métodos precisos de caracterização
experimental.

A análise rigorosa dessas correlações requer a reconstrução completa do estado
quântico, o que conduz naturalmente à tomografia quântica como metodologia central.
Esta técnica, baseada em medidas projetivas em múltiplas bases (27), permite determinar a
matriz densidade do sistema com precisão, sendo indispensável para validar implementações
experimentais (28). Contudo, em sistemas de alta dimensionalidade, a tomografia enfrenta
desafios exponenciais no número de medições requeridas (29).

Como alternativa eficaz para investigação de correlações em regimes de alta intensi-
dade, a analogia clássico-quântica emerge como abordagem promissora. Neste paradigma,
feixes intensos de luz feixes intensos de luz podem ser descritos por um conjunto de
ferramentas matemáticas que, sob certas aproximações, coincidem com aquelas utilizadas
na mecânica quântica (30). Esta equivalência formal permite mapear problemas quânticos
em sistemas ópticos também descritos pela teoria clássica (31, 32, 33, 34).

Aplicações demonstraram o poder desta analogia: desde a exploração de coerên-
cia quântica e contextualidade (35, 36) até a observação direta de fases topológicas em
sistemas emaranhados equivalentes (37). Esses avanços consolidam a abordagem como pla-
taforma versátil para emular operações quânticas em ambientes controláveis, contribuindo
significativamente para a compreensão e aplicação dos princípios da informação quântica.
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Nesta tese, propomos investigar estados bipartidos e tripartidos codificados em com-
binações de modos spin-órbita e caminho usando feixes intensos. Através de experimentos
e simulações computacionais, exploraremos correlações quânticas nesses sistemas. Adicio-
nalmente, desenvolveremos uma proposta tomográfica alternativa para modos spin-órbita,
visando simplificação e robustez frente a métodos convencionais.

Para desenvolver sistematicamente esta investigação, a tese estrutura-se em duas
partes interligadas que conduzem o leitor desde os fundamentos teóricos da informação
quântica até contribuições originais deste doutorado.

A primeira parte, correspondente aos Capítulos 1 a 3, tem como objetivo estabelecer
o arcabouço teórico e metodológico que fundamenta os estudos apresentados posteriormente.
No Capítulo 1, introduzimos os princípios básicos da computação quântica, com ênfase
na definição formal do q-bit e em suas formas de manipulação. Em seguida, discutimos
os principais graus de liberdade da luz utilizados na codificação de informação quântica:
iniciamos pela polarização, seguimos com os modos transversos e, por fim, abordamos o
grau de liberdade associado ao caminho. Para cada um deles, detalhamos os conceitos
matemáticos e as técnicas ópticas empregadas em sua manipulação. O capítulo se encerra
com a descrição da codificação de q-bits nesses diferentes graus de liberdade.

No Capítulo 2, apresentamos a técnica de tomografia quântica. Para isso, introdu-
zimos o conceito de matriz densidade para um único q-bit, estendendo-o posteriormente a
sistemas com múltiplos q-bits. Uma vez estabelecido esse conceito fundamental, explicamos
em que consiste a tomografia quântica e por que ela é essencial para a descrição completa de
um sistema quântico. Em seguida, discutimos como essa técnica é aplicada especificamente
no contexto dos graus de liberdade da luz.

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo das correlações quânticas. Nele, introduzimos os
conceitos de emaranhamento, discórdia e coerência, oferecendo uma descrição conceitual
de cada um e apresentando diferentes quantificadores disponíveis na literatura. Além
disso, discutimos como essas correlações podem ser abordadas por meio de uma analogia
clássico-quântica, utilizando feixes de laser estruturados.

A segunda parte da tese, que abrange os Capítulos 4 a 7, apresenta os resultados
originais obtidos ao longo do trabalho de doutorado. No Capítulo 4, investigamos a
classificação da não separabilidade em sistemas de três q-bits codificados nos graus de
liberdade da luz. Para isso, foi implementado algoritmo de aprendizado de máquina capaz
de distinguir estados separáveis com base em medidas tomográficas parciais.

No Capítulo 5, investigamos correlações geométricas de discórdia, coerência e
emaranhamento em estados-X, a partir dos modos spin-órbita. Apresentamos tanto
resultados simulados quanto dados experimentais obtidos a partir de um feixe laser intenso,
evidenciando a consistência entre teoria e experimento.



30 Introdução

O Capítulo 6 apresenta, com resultados experimentais, uma nova técnica de to-
mografia de modos spin-órbita baseada no uso de uma lente inclinada. Essa abordagem
permite a reconstrução de estados puros e mistos com elevado grau de fidelidade a partir
da combinação da tomografia de polarização com uma técnica de análise de modos trans-
versos utilizando lente inclinada. Essa tomografia mostrou-se robusta e mais simples em
comparação com os métodos tradicionalmente empregados na literatura.

Por fim, no Capítulo 7, apresentamos um circuito óptico para a geração de Estados
Mistos Maximamente Discordantes (MDMS) em modos spin-órbita. Propomos um circuito
específico para essa família de estados e apresentamos resultados de simulações que
corroboram e evidenciam características previstas pela teoria.

Encerramos a tese com as conclusões gerais, nas quais discutimos as implicações
desses resultados para futuras aplicações e sugerimos possíveis direções para trabalhos
subsequentes.
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1 Computação quântica e graus de liberdade
da luz

1.1 Computação e Informação quântica

1.1.1 Q-bits

A teoria de informação e computação clássica traz como algo fundamental o conceito
de bit(abreviação do inglês Binary Digit) que representa a menor unidade em que podemos
armazenar uma informação, tendo como propriedade a possibilidade de assumir valores
distintos: 0 ou 1. Na computação quântica, temos um conceito análogo que é de quantum
bits, ou simplesmente q-bits.

O q-bit é entendido como o estado de um sistema quântico de dois níveis, podendo
assumir os valores |0⟩ e |1⟩, sendo |⟩ a notação de Dirac para o estado. Porém, aqui surge
uma das características marcantes da mecânica quântica, o conceito de superposição.
Diferente do seu análogo clássico, o q-bit, além de ter a possibilidade de valor |0⟩ ou |1⟩,
também pode estar em uma combinação linear desses dois estados. De modo geral, o
estado de um q-bit pode ser descrito como (7)

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ , (1.1)

onde α e β são números complexos, sendo |α|2 e |β|2 as probabilidades de se obter,
respectivamente, |0⟩ e |1⟩ numa medição na base computacional, com |α|2 + |β|2 = 1 para
garantir a normalização do estado. |0⟩ e |1⟩ são chamados de vetores da base computacional
e matematicamente são representados por

|0⟩ =
1

0

 , |1⟩ =
0

1

 . (1.2)

Como exemplos de implementação experimental de q-bits, podemos citar:

• Circuito supercondutores, usados em processadores quânticos como os da IBM e
Google (38);

• Íons aprisionados, manipulados por lasers em sistemas como os desenvolvidos pela
IonQ (39);

• Fótons, codificados em polarização ou momento angular orbital, aplicados em
comunicações quânticas (40);
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• Vacância de nitrogênio em diamante, explorada para sensoriamento quântico
(41);

• Pontos quânticos, onde spins eletrônicos são controlados magneticamente (42).

Nesta definição, já conseguimos observar uma das vantagens da computação quântica com
relação à clássica: a possibilidade de superposição.

Uma forma útil de se descrever um q-bit é utilizando a representação geométrica.
A partir da condição de normalização podemos reescrever a eq. (1.1) como (7)

|ψ⟩ = eiγ
[
cos

(
θ

2

)
|0⟩+ eiϕsen

(
θ

2

)
|1⟩

]
, (1.3)

onde θ,γ e ϕ são valores reais. O fator eiγ representa uma fase global, e pode ser ignorado,
então temos que

|ψ⟩ = cos

(
θ

2

)
|0⟩+ eiϕsen

(
θ

2

)
|1⟩ . (1.4)

Os ângulos θ e ϕ definem um ponto em uma esfera de raio unitário. Assim temos a esfera
de Bloch, representada na Figura 1, essa representação geométrica do estado de um q-bit é
muito útil. Podemos notar que os estados |0⟩ e |1⟩ se encontram nos polos da esfera, assim
como os estados com superposição de |0⟩ e |1⟩ com amplitudes iguais se encontram no
equador (7).

Figura 1 – Representação de um q-bit na esfera de Bloch. Fonte: (7)

Uma vez bem definido o q-bit, precisamos agora expandir esse conceito para o caso
de múltiplos q-bits. Comecemos com o caso de dois q-bits. Para o caso clássico temos
quatro possibilidades: 00, 01, 10, 11. Não é muito diferente para o caso quântico, temos
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a base {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩}, lembrando da possibilidade de superposição. Portanto a
equação para dois q-bits será

|ψ⟩ = α00 |00⟩+ α01 |01⟩+ α10 |10⟩+ α11 |11⟩ , (1.5)

sendo | αij |2 a densidade de probabilidade de obtermos |ij⟩ em uma medida na base
computacional. Uma vez visualizado o caso de dois q-bits, podemos generalizar esse
conceito para um número qualquer de q-bits. Supondo o caso de um número n de q-bits, o
vetor de estado será dado por

|ψ⟩ = α1 |0, 0, ..., 0⟩+ α2 |1, 0, ..., 0⟩+ ...+ α2n |1, 1, ..., 1⟩ . (1.6)

Aqui, cada coeficiente αi é um número complexo associado a um dos 2n possíveis estados da
base computacional, enquanto a normalização exige que ∑2n

i=1 | αi |2= 1. Essa generalização
para n q-bits é fundamental para a computação quântica, permitindo a representação de
sistemas complexos e a exploração de fenômenos como o emaranhamento e a superposição
em uma ampla escala (7).

Um caso particular que será explorado nesta tese diz respeito aos estados quânticos
tripartites, que envolvem sistemas compostos por três q-bits. A forma geral desses estados
pode ser expressa como

|ψ⟩ = α1 |000⟩+ α2 |001⟩+ α3 |010⟩+ α4 |011⟩
+ α5 |100⟩+ α6 |101⟩+ α7 |110⟩+ α8 |111⟩ ,

(1.7)

sendo que os coeficientes complexos αi devem satisfazer à condição de normalização∑8
i=1 |αi|2 = 1. Essa representação abrange uma ampla variedade de estados multipartidos.

1.1.2 Portas lógicas

Agora que temos definida a base para codificação da informação na computação
quântica, é essencial entender como é possível manipular e modificar essa informação.
Aqui temos as portas lógicas quânticas, elas serão análogos quânticos das portas lógicas
clássicas. As portas lógicas são responsáveis por levar o estado de um ou mais q-bits a
outro estado. Para que isso fique mais claro, vamos utilizar um exemplo fundamental: a
porta lógica NOT, também conhecida como porta X. Classicamente a porta NOT atua
em um bit invertendo o seu valor, ou seja levando de 0 para 1 e vice versa. A porta NOT
quântica faz algo semelhante, mas atuando nos estados |0⟩ e |1⟩. Matematicamente, a
porta NOT vai ser representada pela matriz

X =
0 1

1 0

 . (1.8)

Quando aplicada a um q-bit no estado |0⟩, a NOT leva para o estado |1⟩ e vice versa. Se
aplicarmos a um estado qualquer, como descrito pela eq. (1.1), temos

X |ψ⟩ = X(α |0⟩+ β |1⟩) = β |0⟩+ α |1⟩ . (1.9)
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Portanto, as amplitudes de probabilidade dos estados são trocadas entre si. A partir da
porta NOT, podemos notar algumas propriedades das portas lógicas quânticas. As portas
lógicas serão matematicamente representadas por matrizes, no caso de um q-bit, uma
matriz 2x2. Outro fator importante é que essa matriz é unitária, isso significa que U †U = I,
sendo U † o adjunto de U(obtido tomando o complexo conjugada da matriz transposta de
U) e I a matriz identidade (7).

Outros dois exemplos de portas lógicas para um q-bit que são fundamentais para a
computação quântica são: a porta de fase e a porta Hadamard. A porta de fase tem sua
representação dada pela matriz

Z =
1 0

0 −1

 , (1.10)

sendo sua atuação descrita da seguinte forma: o estado |0⟩ permanece inalterado, enquanto
o estado |1⟩ é levado para − |1⟩. Aqui compreendemos o motivo do nome dessa porta: ela
atua introduzindo uma fase relativa entre os vetores da base. Note que, diferentemente da
porta X, neste caso não existe análogo clássico para a porta Z.

Já a porta Hadamard vai ter sua representação matricial dada por

H = 1√
2

1 1
1 −1

 , (1.11)

a atuação desta porta resulta em |0⟩ → |0⟩+|1⟩√
2 e |1⟩ → |0⟩−|1⟩√

2 . Portanto a porta Hadamard
vai atuar levando um estado da base computacional para um estado de superposição
equilibrada. Assim como a porta de fase não temos análogo clássico para a porta Hadamard.

Na definição do q-bit, apresentamos uma forma útil de visualizar o estado de um
q-bit por meio da representação na esfera de Bloch, ilustrada na Figura 1. É interessante
estender essa discussão para explorar a atuação de uma porta lógica quântica nessa
representação. Em termos geométricos, a aplicação de uma porta lógica corresponde a
rotações na esfera de Bloch. Por exemplo, a porta Hadamard realiza uma transformação
que pode ser descrita como uma rotação de 90◦ em torno do eixo y, seguida de uma rotação
de 180◦ em torno do eixo x. Na Figura 2, temos a visualização dessa transformação no
estado |0⟩+|1⟩√

2 .

Para finalizar esta seção, vamos abordar uma porta de dois q-bits fundamental
para a computação quântica: a porta C-NOT(do inglês Controlled-NOT ). Nessa porta,
um dos q-bits é denominado de q-bit controle, e o outro de q-bit alvo. O estado do q-bit
controle determina se uma NOT é aplicada ao q-bit alvo. Especificamente:

• Se o q-bit controle estiver no estado |0⟩, o estado do q-bit alvo permanece inalterado.

• Se o q-bit controle estiver no estado |1⟩, uma NOT é aplicada ao q-bit alvo.
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Figura 2 – Representação da atuação da porta Hadamard na esfera de Bloch, atuando no
estado (|0⟩+ |1⟩)/

√
2. Fonte: (7)

Matematicamente, podemos descrever a atuação da porta C-NOT como

|00⟩ → |00⟩ ,
|01⟩ → |01⟩ ,
|10⟩ → |11⟩ ,
|11⟩ → |10⟩ ,

(1.12)

sendo o primeiro q-bit o controle, e o segundo alvo. De maneira geral, a transformação
pode ser expressa como:|A,B⟩ → |A,B ⊕ A⟩, sendo ⊕ é a soma de módulo 2. Sendo a
forma matricial dada por

UCN =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 . (1.13)

As portas aqui apresentadas são particularmente importantes pois são necessárias
para obtenção do conjunto universal de portas lógicas quânticas (7). Esta propriedade é
fundamental para a implementação prática de algoritmos quânticos.

Na implementação física, as portas lógicas quânticas são realizadas através de
diferentes mecanismos, dependendo da plataforma utilizada. Em sistemas ópticos, por
exemplo, as portas quânticas são realizadas por placas de onda, prismas, entre outros
aparatos ópticos(43), compreenderemos melhor como isso é feito mais a frente nessa tese.

1.2 Graus de liberdade da luz
Os graus de liberdade de um sistema referem-se ao número de variáveis indepen-

dentes necessárias para descrever completamente o estado desse sistema. No contexto da



36 Capítulo 1. Computação quântica e graus de liberdade da luz

luz, como estamos tratando de uma onda eletromagnética, estes graus estão intimamente
ligados às restrições impostas pelas equações de Maxwell. Vamos partir das equações de
Maxwell no vácuo na ausência de corrente e cargas livres, utilizando como referencia (44)
e (45). Sendo assim temos:

∇ · E⃗(r⃗, t) = 0, (1.14)
∇ · B⃗(r⃗, t) = 0, (1.15)

∇× E⃗(r⃗, t) + ∂B⃗(r⃗, t)
∂t

= 0, (1.16)

∇× B⃗(r⃗, t)− µ0ϵ0
∂E⃗(r⃗, t)
∂t

= 0. (1.17)

onde ϵ0 e µ0 são, respectivamente, a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética
do vácuo. As equações (1.16) e (1.17) mostram explicitamente o acoplamento entre os
campos E⃗ e B⃗. Para obtermos equações diferenciais independentes que descrevam a
propagação autônoma de cada campo, buscamos eliminá-los mutuamente.

Aplicando o operador rotacional em ambos os lados da equação (1.16), temos

∇× (∇× E⃗) = − ∂

∂t
(∇× B⃗). (1.18)

Utilizando a identidade vetorial ∇× (∇× A⃗) = ∇(∇ · A⃗)−∇2A⃗, e lembrando que
∇ · E⃗ = 0 (eq. (1.14)), a equação (1.18) se torna

−∇2E⃗ = −µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2
. (1.19)

Multiplicando ambos os lados por −1 e utilizando a relação fundamental entre as
constantes do vácuo, c = 1/√µ0ϵ0, obtemos a equação de onda para o campo elétrico

∇2E⃗ = 1
c2
∂2E⃗

∂t2
. (1.20)

O mesmo procedimento pode ser aplicado à equação (1.17) para obter a equação
de onda para o campo magnético

∇2B⃗ = 1
c2
∂2B⃗

∂t2
. (1.21)

As equações (1.20) e (1.21) revelam que, no vácuo, tanto o campo elétrico quanto
o campo magnético satisfazem a equação de onda tridimensional clássica, propagando-se
com velocidade c, a velocidade da luz no vácuo. As soluções mais simples e didaticamente
úteis dessas equações são as ondas planas monocromáticas, descritas por

E⃗(r⃗, t) = E⃗0 e
i(k⃗·r⃗−ωt), (1.22)

B⃗(r⃗, t) = B⃗0 e
i(k⃗·r⃗−ωt), (1.23)
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onde E⃗0 e B⃗0 são vetores constantes (amplitudes), k⃗ é o vetor de onda, e ω é a frequência
angular da onda. A relação de dispersão entre k⃗ e ω é dada por |⃗k| = ω/c.

Substituindo a solução (1.22) na equação de Gauss (1.14), temos

∇ · E⃗ = i⃗k · E⃗0 = 0 ⇒ k⃗ ⊥ E⃗0, (1.24)

portanto o campo elétrico é transversal à direção de propagação da onda. Analogamente,
usando (1.15) com (1.23),

∇ · B⃗ = i⃗k · B⃗0 = 0 ⇒ k⃗ ⊥ B⃗0. (1.25)

o que indica que o campo magnético também é transversal à direção de propagação da onda.
Além disso, ao substituir as soluções nas equações de Maxwell (1.16) e (1.17), podemos
obter a relação entre os vetores de campo

B⃗0 = 1
c
k̂ × E⃗0, (1.26)

sendo assim o campo magnético é perpendicular ao campo elétrico, e ambos são perpendi-
culares à direção de propagação k⃗, caracterizando uma onda eletromagnética transversal.
A Figura 3 apresenta uma ilustração de uma onda eletromagnética se propagando ao longo
do eixo x, destacando que os campos elétrico e magnético são perpendiculares entre si.

Figura 3 – Exemplo gráfico de onda eletromagnética se propagando no eixo x. Os campos
E⃗ e B⃗ oscilam perpendicularmente entre si. Fonte: (43).

O formalismo apresentado evidencia como as equações de Maxwell predizem a
existência de ondas eletromagnéticas, onde variações temporais de E⃗ geram B⃗ e vice-versa.
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Tal estrutura matemática unifica, sob um mesmo arcabouço teórico, os fenômenos de
eletricidade, magnetismo e óptica clássica.

A natureza transversal das ondas eletromagnéticas implica que sua oscilação
pode ser orientada em direções específicas no plano perpendicular à sua direção de
propagação, fenômeno conhecido como polarização. Esse conceito, fundamental em óptica
e telecomunicações, será detalhado na próxima seção.

1.2.1 Polarização da Luz

A polarização é uma das propriedades fundamentais da luz que descreve a orientação
das oscilações do campo elétrico em uma onda eletromagnética. Para essa discussão iremos
usar como referencia (43) e (46).

Partindo das equações de Maxwell para ondas eletromagnéticas, considerando uma
onda plana monocromática propagando-se na direção z, o campo elétrico pode ser escrito
como

E⃗(z, t) = E⃗0e
i(kz−ωt), (1.27)

onde E⃗0 é a amplitude complexa do campo, k = 2π/λ é o número de onda, ω = 2πν é a
frequência angular, λ é o comprimento de onda e ν é a frequência da onda.

Como vimos na seção anterior, o campo elétrico é perpendicular à direção de
propagação, então, supondo que este se propaga na direção z, podemos decompô-lo em
duas componentes ortogonais no plano xy

E⃗(z, t) = (E0xx̂+ E0ye
iδŷ)ei(kz−ωt), (1.28)

onde E0x e E0y são as amplitudes reais das componentes do campo nas direções x e y,
respectivamente, e δ é a diferença de fase entre essas componentes. É precisamente esta
diferença de fase, juntamente com a razão entre as amplitudes, que determina o estado de
polarização da luz. Dependendo dos valores de E0x, E0y e δ, podemos classificar os estados
de polarização em três categorias principais: polarização linear, circular e elíptica.

A polarização linear ocorre quando as componentes do campo elétrico oscilam com
diferença de fase δ = nπ, onde n é um inteiro. Neste caso, o campo elétrico oscila ao longo
de uma linha reta no plano transversal à direção de propagação. Matematicamente, temos

E⃗(z, t) = (E0xx̂± E0yŷ)ei(kz−ωt), (1.29)

onde o sinal + ou − depende da paridade de n. O ângulo θ que esta linha forma com o
eixo x é dado por

tan(θ) = E0y

E0x
. (1.30)

Casos particulares importantes de polarização linear incluem a polarização horizon-
tal (H), que ocorre quando E0y = 0, resultando em oscilações apenas ao longo do eixo x; a
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polarização vertical (V), quando E0x = 0, resultando em oscilações apenas ao longo do eixo
y. A polarização diagonal (D) e anti-diagonal (A), E0x = E0y, resultando em oscilações a
±45◦ em relação ao eixo x. A Figura 4 apresenta uma forma gráfica de representar uma
polarização linear.

Figura 4 – Ilustração de polarização linear, neste caso anti-diagonal. Fonte: (43).

A polarização linear pode ser obtida por dispositivos ópticos, como polarizadores
lineares, que transmitem apenas a componente do campo elétrico paralela ao seu eixo
de transmissão. Historicamente, a descoberta da polarização linear por Malus levou à
formulação da Lei de Malus, que descreve a intensidade da luz transmitida através de um
polarizador: I = I0 cos2(θ), onde I0 é a intensidade da luz incidente e θ é o ângulo entre a
direção de polarização da luz incidente e o eixo de transmissão do polarizador (43).

A polarização circular ocorre quando as amplitudes das componentes são iguais
(E0x = E0y = E0) e a diferença de fase é δ = (2n+ 1)π/2, onde n é um inteiro. Neste caso,
a ponta do vetor campo elétrico descreve uma trajetória circular no plano transversal à
direção de propagação. Matematicamente, temos

E⃗(z, t) = E0(x̂± iŷ)ei(kz−ωt), (1.31)

onde, assim como no caso linear, o sinal ± será definido de acordo com a paridade de
n, sendo que + corresponde à polarização circular à direita e o sinal − corresponde à
polarização circular à esquerda. A Figura 5 apresenta uma forma de visual de compreender
o comportamento do campo elétrico com polarização circular.
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Figura 5 – Ilustração de polarização circular à direita. Fonte: (43).

A polarização circular possui propriedades notáveis, como a invariância rotacional
em torno do eixo de propagação. Além disso, quando uma onda com polarização circular é
refletida por uma superfície metálica, o sentido da polarização é invertido. Este fenômeno
é explorado em diversas aplicações, como em óculos 3D circulares e em comunicações via
satélite, onde a polarização circular é menos suscetível a distorções atmosféricas (47). Do
ponto de vista quântico, a polarização circular está associada ao momento angular de
spin do fóton, que pode assumir valores de ±ℏ ao longo da direção de propagação. Esta
propriedade estabelece uma conexão fundamental entre a óptica clássica e a mecânica
quântica (48).

A polarização elíptica é o caso mais geral, ocorrendo quando as amplitudes são
diferentes (E0x ≠ E0y) e a diferença de fase é múltiplo de π/2. Neste caso, a ponta do
vetor campo elétrico descreve uma trajetória elíptica no plano transversal à direção de
propagação. A forma e a orientação da elipse são determinadas pelas amplitudes relativas
entre as componentes do campo. Os eixos maior e menor da elipse, bem como sua orientação,
podem ser calculados a partir dos parâmetros E0x, E0y e δ (43). A polarização elíptica
é particularmente importante em meios opticamente ativos e birrefringentes, onde a luz
sofre alterações em seu estado de polarização ao se propagar. Fenômenos como dicroísmo
circular e birrefringência circular, fundamentais em espectroscopia e cristalografia, estão
intimamente relacionados à polarização elíptica (47).

Uma maneira elegante e concisa de descrever o estado de polarização da luz é
através do formalismo dos vetores de Jones(47), que apresenta notável semelhança com
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o formalismo de Dirac da mecânica quântica (49). Neste formalismo, o campo elétrico é
representado por um vetor complexo bidimensional

E⃗ =
Ex(t)
Ey(t)

 , (1.32)

onde Ex(t) e Ey(t) são as componentes complexas do campo elétrico em um dado instante
t. Para uma onda monocromática, podemos reescrever a equação anterior como

E⃗ =
 E0x

E0ye
iδ

 . (1.33)

Uma propriedade fundamental deste formalismo é que qualquer estado de pola-
rização pode ser expresso como uma combinação linear de dois estados ortogonais. Por
exemplo, podemos decompor o campo em suas componentes horizontal e vertical

E⃗ = E⃗H + E⃗V = E0x

1
0

+ E0ye
iδ

0
1

 . (1.34)

Em muitas aplicações, especialmente em óptica quântica e informação quântica,
é conveniente trabalhar com vetores de Jones normalizados, que preservam apenas a
informação sobre o estado de polarização, desconsiderando a amplitude total do campo.
Após a normalização, os estados de polarização horizontal e vertical são representados por

E⃗H =
1

0

 , E⃗V =
0

1

 . (1.35)

Outros estados importantes em suas formas normalizadas incluem a polarização
diagonal e anti-diagonal

E⃗D = 1√
2

1
1

 , E⃗A = 1√
2

 1
−1

 . (1.36)

E a polarização circular à direita e à esquerda

E⃗R = 1√
2

1
i

 , E⃗L = 1√
2

 1
−i

 . (1.37)

O formalismo de Jones também permite representar a ação de dispositivos ópticos
como matrizes 2× 2 que atuam sobre os vetores de Jones. Por exemplo, a matriz de Jones
para um polarizador linear com eixo de transmissão formando um ângulo θ com o eixo x é
dada por (50)

P(θ) =
 cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

 . (1.38)
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Outros componentes fundamentais são as placas de onda, que introduzem uma
diferença de fase entre as componentes ortogonais da luz. Um caso importante é a placa
de meia onda (HWP, do inglês Half Wave Plate), que introduz uma defasagem de ϕ = π.
Sua matriz de Jones, para um eixo rápido formando um ângulo θ com o eixo x, é (43, 50)

HWP(θ) =
cos 2θ sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ

 . (1.39)

Note que, ao incidir luz com polarização linear, o resultado será uma rotação no ângulo de
polarização de 2θ. A Figura 6 ilustra graficamente esse efeito.

Figura 6 – Ilustração da atuação de uma placa de meia onda (HWP). Fonte: (43), adaptado
pelo autor.

Um segundo caso de grande interesse é a placa de quarto de onda (QWP, do inglês
Quarter Wave Plate), que gera uma diferença de fase de ϕ = π/2. Sua matriz de Jones é
dada por (43, 50)

QWP
(
θ
)

=

 cos2θ + i sin2θ (1− i) cosθ sinθ

(1− i) cosθ sinθ sin2θ + i cos2θ

 . (1.40)

A incidência de uma polarização linear com θ = 45◦ resultará em uma polarização circular.
A Figura 7 ilustra esse caso.

Um dispositivo com uma função diferente, mas igualmente relevante, é o cubo
divisor de feixe polarizado (PBS, do inglês Polarizing Beam Splitter). Esse dispositivo é
composto por dois prismas triangulares unidos por camadas de filmes dielétricos, formando
uma interface semirrefletora seletiva. Quando um feixe de luz incide sobre o PBS, ele é
separado em duas componentes: a luz com polarização horizontal é transmitida, enquanto
a luz com polarização vertical é refletida. A Figura 8 ilustra seu funcionamento.

Uma representação geométrica dos estados de polarização é fornecida pela esfera
de Poincaré (51). Nesta representação, cada estado de polarização corresponde a um ponto
único na superfície de uma esfera de raio unitário. Na esfera de Poincaré, os polos norte
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Figura 7 – Ilustração da atuação de uma placa de quarto de onda (QWP) em uma
polarização linear com θ = 45◦. Fonte: (43), adaptado pelo autor.

Figura 8 – Ilustração da atuação de um PBS. Fonte: (43).

e sul correspondem às polarizações circulares à direita e à esquerda, respectivamente; o
equador corresponde aos estados de polarização linear, com diferentes pontos representando
diferentes orientações; e todos os outros pontos da esfera correspondem a estados de
polarização elíptica, com a elipticidade aumentando à medida que nos afastamos do
equador em direção aos polos (51). A Figura 9 apresenta a esfera de Poincaré para
polarização.

A posição de um estado de polarização na esfera de Poincaré é determinada pelos
parâmetros de Stokes, que são quantidades mensuráveis experimentalmente. Os parâmetros
de Stokes normalizados (s1, s2, s3) estão relacionados às coordenadas esféricas (θ, ϕ) na
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Figura 9 – Esfera de Poincaré para polarização. Fonte: (52).

esfera de Poincaré por

s1 = cos(2θ), (1.41)
s2 = sin(2θ) cos(2ϕ), (1.42)
s3 = sin(2θ) sin(2ϕ). (1.43)

Os parâmetros de Stokes podem ser determinados experimentalmente medindo-se
as intensidades da luz após passar por diferentes combinações de polarizadores e placas de
onda

S0 = IH + IV , (1.44)
S1 = IH − IV , (1.45)
S2 = ID − IA, (1.46)
S3 = IR − IL. (1.47)

onde IH , IV , ID, IA, IR e IL são as intensidades medidas após a luz passar por polarizadores
que selecionam as polarizações horizontal, vertical, diagonal, anti-diagonal, circular à
direita e circular à esquerda, respectivamente. Os parâmetros normalizados são obtidos
dividindo-se por S0: si = Si/S0 (43).

A esfera de Poincaré não é apenas uma ferramenta de visualização, mas também
um poderoso instrumento matemático para analisar a evolução do estado de polarização
em sistemas ópticos. A ação de dispositivos ópticos como placas de onda e polarizadores
pode ser representada como rotações na esfera de Poincaré. Por exemplo, uma placa de



1.2. Graus de liberdade da luz 45

onda que introduz uma diferença de fase ϕ entre as componentes rápida e lenta corresponde
a uma rotação de ângulo ϕ em torno do eixo que passa pelo centro da esfera e pelos pontos
correspondentes às polarizações lineares paralela e perpendicular ao eixo rápido da placa.
Um rotador de polarização, que rotaciona a direção de polarização linear de um ângulo
α, corresponde a uma rotação de ângulo 2α em torno do eixo que passa pelos polos da
esfera (51). A esfera de Poincaré também está intimamente relacionada à esfera de Bloch
da mecânica quântica.

A polarização da luz é um fenômeno fundamental que conecta a óptica clássica
à mecânica quântica, oferecendo um rico campo de estudo teórico e aplicações práticas.
O entendimento profundo da polarização e sua manipulação são essenciais para o desen-
volvimento de tecnologias ópticas avançadas e para a implementação de protocolos de
informação quântica. No contexto desta tese, a polarização da luz será utilizada como
um dos graus de liberdade para a codificação de q-bits. Outro grau de liberdade que
exploraremos são os modos transversos da luz, tema da próxima seção.

1.2.2 Modos Transversos

Os modos transversos da luz representam soluções específicas da equação de
onda que descrevem a distribuição espacial do campo eletromagnético em um plano
perpendicular à direção de propagação. Para abordar esse conteúdo utilizaremos como
referencias (53, 54, 55).

Para derivar os modos transversos, partimos da equação de onda para o campo
elétrico. Enquanto a solução mais simples é a onda plana, esta é uma idealização que não
descreve adequadamente feixes reais, que possuem extensão finita no plano transversal.
Uma solução mais realista é dada por

E⃗(r⃗, t) = êE0(r⃗)e−ikzeiωt (1.48)

onde ê é o vetor unitário que descreve a polarização, E0(r⃗) é a amplitude complexa que
depende da posição, k = 2π/λ é o número de onda, ω = 2πν é a frequência angular, e
estamos considerando uma onda que se propaga na direção z.

Substituindo esta expressão na equação de onda derivada das equações de Maxwell,
eq.(1.20), e fazendo a derivada temporal, obtemos a equação de Helmholtz

(∇2 + k2)E0(r⃗)e−ikz = 0. (1.49)

Em coordenadas cartesianas, esta equação se torna
∂2E0(x, y, z)

∂x2 + ∂2E0(x, y, z)
∂y2 + ∂2E0(x, y, z)

∂z2 − 2ik∂E0

∂z
= 0. (1.50)

A dependência em z em E0(x, y, z) representa essencialmente o efeito de difração.
Para feixes bem colimados, como os lasers, podemos aplicar a aproximação paraxial,
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que considera que a variação do campo na direção de propagação é lenta comparada ao
comprimento de onda e às variações transversais (55)∣∣∣∣∣∂2E0

∂z2

∣∣∣∣∣≪
∣∣∣∣∣2k∂E0

∂z

∣∣∣∣∣ ou
∣∣∣∣∣∂2E0

∂x2

∣∣∣∣∣ ou
∣∣∣∣∣∂2E0

∂y2

∣∣∣∣∣ . (1.51)

Desprezando a derivada segunda em relação a z, obtemos a equação paraxial de
Helmholtz dada por

∂2E0

∂x2 + ∂2E0

∂y2 − 2ik∂E0

∂z
= 0. (1.52)

Esta equação pode ser reescrita de forma mais compacta. Utilizando operador Laplaciano
transverso, ∇2

t = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 , podemos reescreve-la como

∇2
tE0(s⃗, z)− 2ik∂E0(s⃗, z)

∂z
= 0, (1.53)

onde s⃗ representa as coordenadas transversais, sendo s⃗ = (x, y) em coordenadas cartesianas
ou s⃗ = (r, ϕ) em coordenadas cilíndricas. E0(s⃗, z) é a amplitude complexa no plano
transversal na posição z.

A equação paraxial de Helmholtz admite diferentes famílias de soluções, depen-
dendo do sistema de coordenadas utilizado. As duas famílias de modos mais importantes
e amplamente utilizadas são os modos de Hermite-Gauss (HG), que são soluções em
coordenadas cartesianas, e os modos de Laguerre-Gauss (LG), em coordenadas cilíndricas.

Os modos de Hermite-Gauss são expressos por

Emn(x, y, z) = HGmn(x, y, z) = Cnm
ω(z)Hn

[√
2x

ω(z)

]
Hm

[√
2y

ω(z)

]
exp

[
−x

2 + y2

ω2(z)

]

× exp
[
−ik(x2 + y2)

2R(z)

]
exp [−i(m+ n+ 1)ψ(z)] . (1.54)

onde Hi é o polinômio de Hermite de ordem i, ω(z) é a largura do feixe na posição z, R(z)
é o raio de curvatura da frente de onda, e ψ(z) é a fase de Gouy.

O caso fundamental, quando m = n = 0, corresponde ao feixe gaussiano, cuja
expressão simplificada é

E00 =
√

2√
πW (z) exp

[
−x

2 + y2

W 2(z)

]
exp

[
−ik(x2 + y2)

2R(z) + iψ(z)
]
. (1.55)

Os parâmetros que caracterizam o feixe gaussiano são

W (z) = W0

√
1 +

(
z

zR

)2
, (1.56)

que representa a largura do feixe na posição z, onde W0 é a cintura do feixe (largura
mínima em z = 0) e zR = πW 2

0
λ

é o comprimento de Rayleigh

R(z) = z + z2
R

z
, (1.57)
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que representa o raio de curvatura da frente de onda; e

ψ(z) = tan−1
(
z

zR

)
, (1.58)

que é a fase de Gouy, uma mudança de fase adicional que o feixe gaussiano acumula ao
propagar-se, em comparação com uma onda plana ideal. É importante notar que a solução
do feixe gaussiano é válida principalmente no intervalo (−zR, zR). Fora deste intervalo, o
feixe se comporta aproximadamente como uma onda esférica centrada em W0.

Os modos de Hermite-Gauss de ordem superior apresentam padrões de intensidade
mais complexos, com nodos, regiões de intensidade zero, nas direções x e y. O número de
nodos horizontais é dado por m, enquanto o número de nodos verticais é dado por n. Estes
modos formam um conjunto completo e ortogonal, o que significa que qualquer distribuição
de campo transversal pode ser expressa como uma combinação linear destes modos. A
Figura 10 apresenta a distribuição de intensidade para alguns modos de Hermite-Gauss.

Figura 10 – Distribuição de intensidade de modos de Hermite-Gauss HGmn com índices
m e n variando de 0 a 3. Fonte: Autor.

Quando resolvemos a equação paraxial de Helmholtz em coordenadas cilíndricas,
obtemos os modos de Laguerre-Gauss. A equação em coordenadas cilíndricas é

1
r

∂

∂r

(
r
∂E0

∂r

)
+ 1
r2
∂2E0

∂ϕ2 + 2ik∂E0

∂z
= 0. (1.59)
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A solução desta equação é dada por

Epl(r, z, ϕ) = LGl
p(r, z, ϕ) =

√
2p!

πω2(z)(p+ |l|)!

[√
2r

ω(z)

]|l|

exp
[
− r2

ω2(z)

]
L|l|
p

[
2r2

ω2(z)

]

× exp
[
i

(
kz − (2p+ |l|+ 1)ψ(z) + kr2

2R(z) + lϕ

)]
. (1.60)

onde Llp são os polinômios associados de Laguerre, p é um inteiro não negativo que indica
o número de anéis na distribuição de intensidade, e l é um inteiro que representa a carga
topológica do feixe.

Uma característica dos modos de Laguerre-Gauss com l ̸= 0 é que eles possuem
momento angular orbital (MAO). A frente de onda destes modos se propaga de forma
helicoidal, com o vetor de onda espiralando em torno da direção de propagação. O parâmetro
l determina o número de hélices e o sentido da rotação (horário para l < 0 e anti-horário
para l > 0). Além disso, a intensidade destes modos apresenta um padrão anular com um
núcleo escuro no centro, cuja dimensão aumenta com |l|. A Figura 11 apresenta o perfil de
distribuição de intensidade dos modos Laguerre-Gauss e a Figura 12 apresenta de modo
gráfico a diferença do sentido de rotação da frente de onda, de acordo com o sinal de l,
para o modo de Laguerre de primeira ordem.

Figura 11 – Modos de Laguerre com p e l variando de 0 a 3. Fonte: Autor.

Na área de informação quântica, os modos transversos oferecem um espaço de
Hilbert de alta dimensão para codificação de informação. O momento angular orbital da
luz pode ser explorado para implementar q-dits, sistemas quânticos de dimensão d > 2.
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Figura 12 – Representação do sentido de rotação da frente de onda para o Laguerre de
primeira ordem. Fonte: Autor.

Outra possibilidade, que é o caso dessa tese, é focar no modos de Hermite e Laguerre de
primeira ordem.

Uma propriedade interessante dos modos de Hermite-Gauss de primeira ordem é
que eles podem ser combinados linearmente para formar modos com diferentes orientações.
Por exemplo, podemos definir um modo inclinado por um ângulo θ em relação ao eixo
horizontal como

HGθ
0,1 = cos(θ)HG1,0 + sin(θ)HG0,1. (1.61)

Dois casos particulares importantes são θ = π/4 e θ = −π/4, que resultam em

HGπ/4
0,1 = 1√

2
(HG1,0 + HG0,1), (1.62)

HG−π/4
0,1 = 1√

2
(HG1,0 − HG0,1). (1.63)

A Figura 13, apresenta graficamente essa propriedade. Outra propriedade que é importante

Figura 13 – Representação da combinação linear dos modos de Hermite. Fonte: Autor.

notar é que os modos de Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss não são independentes, mas
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estão relacionados por transformações unitárias. De fato, qualquer modo de Laguerre-
Gauss, de primeira ordem, pode ser expresso como uma combinação linear de modos de
Hermite-Gauss, e vice-versa. Sendo

LG1
0 = 1√

2
(HG1,0 + iHG0,1) (1.64)

e
LG−1

0 = 1√
2

(HG1,0 − iHG0,1). (1.65)

Essa propriedade é apresentada de forma gráfica pela Figura 14. Tendo definido matemati-

Figura 14 – Representação da ligação entre os modos de Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss.
Fonte: Autor.

camente os modos transversos HG e LG, precisamos agora considerar os elementos ópticos
que permitem transformar esses modos. Bem como aconteceu na polarização, a atuação
dos elementos ópticos pode ser descrita utilizando matrizes 2x2.

Um exemplo é o prisma de Dove. Quando inserido em um feixe de luz, ele rotaciona
a imagem transversal por um ângulo que é o dobro do ângulo θ de orientação da base
do prisma em relação à horizontal. A ação do prisma de Dove orientado por θ pode ser
representada pela seguinte matriz

DP
(
θ
)

=
cos(2θ) sin(2θ)

sin(2θ) − cos(2θ)

 . (1.66)

Outro elemento importante é o conversor de modos, tipicamente construído com
duas lentes cilíndricas idênticas de distância focal f , separadas por uma distância d, sua
ação no subespaço de primeira ordem pode ser descrita pela matriz

C
(
θ, ϕ

)
=

 cos2θ + eiϕ sin2θ cos θ sin θ
(
eiϕ − 1

)
cos θ sin θ

(
eiϕ − 1

)
eiϕ cos2θ + sin2θ

 , (1.67)

onde θ é o ângulo de orientação do conversor e ϕ é uma fase relativa que depende da
distância d entre as duas lentes cilíndricas. Duas configurações comuns são d =

√
2 f que

irá introduzir uma fase relativa ϕ = π
2 , e d = 2 f para uma fase ϕ = π.
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Note que, na eq(1.67) se utilizarmos ϕ = π/2 e θ = π/4 ocorre a conversão de HG10

em LG1
0, ou HG01 em LG−1

0 , essa transformação será particularmente util posteriormente
nesta tese. É importante destacar que o funcionamento ótimo do conversor de modos,
especialmente o de π/2, requer que o tamanho e a divergência do feixe incidente sejam
adequadamente ajustados aos parâmetros do conversor. Isso geralmente demanda o uso de
lentes esféricas adicionais antes e depois do conversor para adaptar o feixe.

Para finalizarmos, é interessante definirmos um análogo da esfera de Poincaré
para modo transversos, onde os diferentes ângulos de rotação para os modos de Hermite
ocupam o equador e os modos de Laguerre os polos. Evidentemente essa analogia carrega
consigo toda a estrutura matemática e a possibilidade de descrição do estado utilizando
um análogo dos parâmetros de Stokes.

Figura 15 – Esfera de Poincaré para modos tranversos. Fonte: (52).

Tendo bem definido os modos transversos, na próxima sub-seção abordaremos o
ultimo grau de liberdade da luz utilizado nessa tese. O caminho.

1.2.3 Caminho

O caminho, também conhecido como direção de propagação, constitui um dos graus
de liberdade fundamentais da luz, ao lado da polarização e dos modos transversos. Este
grau de liberdade está relacionado à trajetória espacial percorrida pelo feixe luminoso e
representa uma propriedade física que pode ser manipulada e utilizada para codificação de
informação quântica.
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A partir das equações de Maxwell, temos que as ondas eletromagnéticas são
caracterizadas por campos elétricos e magnéticos que oscilam perpendicularmente entre si
e perpendicularmente à direção de propagação. É justamente esta direção de propagação,
representada por k⃗, que define o caminho do feixe luminoso. Definimos dois caminhos
distintos k0 e k1, ortogonais entre si. Esta codificação permite que o caminho seja utilizado
como um grau de liberdade da luz, que pode ser manipulado e controlado.

Podemos escrever a direção em termos das componentes ortogonais, de modo que
uma direção de propagação qualquer pode ser escrita como

k⃗(θ, ϕ) = cos
(
θ

2

)
k⃗0 + eiϕ sin

(
θ

2

)
k⃗1 (1.68)

onde

k⃗0 =
1
0

 , k⃗1 =
0
1

 . (1.69)

Para a manipulação do grau de caminho podemos citar principalmente o cubo divisor de
feixes(BS, do inglês Beam Splitter) e o PBS.

O BS é um dispositivo óptico que divide a intensidade do feixe luminoso igualmente
entre suas saídas, independentemente do estado de polarização presente no feixe. Esta
propriedade permite que o BS seja utilizado para criar superposições entre diferentes
caminhos de propagação. Matematicamente, a ação de um BS pode ser representada pela
matriz

BS = 1√
2

1 1
1 −1

 . (1.70)

O PBS, assim como vimos na seção de polarização, é um dispositivo que seleciona
o estado de polarização do feixe incidente, separando-o em suas componentes ortogonais.
Transmitindo a componente de polarização horizontal e refletindo a de polarização vertical.
Nesse caso a polarização atua como um controlador do caminho. A Figura 16 apresenta
uma representação gráfica que facilita a compreensão da atuação destes elementos ópticos.

Podemos também utilizar da interferometria para manipular o grau de caminho,
se entrarmos com dois feixes de mesma frequência e coerentes entre si em BS podemos
controlar a intensidade cada saída do cubo utilizando um espelho acoplado a uma cerâmica
piezoelétrica(PZT), que irá se dilatar de acordo com a tensão aplicada ao PZT, modificando
o caminho óptico do braço em que se encontra, resultando numa diferença de fase entre os
caminhos. A Figura 17 representa essa montagem experimental.

Quando a diferença de fase relativa entre os dois feixes é ∆ϕ = 2mπ, sendo m

inteiro, ocorre interferência construtiva em uma das portas de saída do segundo divisor de
feixes (BS) e, simultaneamente, interferência destrutiva na outra. Nessa condição, toda
a intensidade óptica é direcionada para uma única saída, enquanto a outra permanece
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Figura 16 – Representação gráfica da diferença de atuação de um PBS e um BS. Fonte:
Autor.

Figura 17 – Representação do arranjo experimental de um interferômetro. Fonte: Autor.

completamente extinta. Por outro lado, para ∆ϕ = (2m + 1)π, há uma troca entre as
saídas do BS. Esse controle da distribuição de intensidade entre as saídas, mediado pela
fase ∆ϕ introduzida pela dilatação do material piezoelétrico (PZT), permite utilizar o
interferômetro como um controlador de caminho.

É importante notar que o funcionamento de um interferômetro está limitado pela
coerência do feixe utilizado. A observação de efeitos de interferência exige que as parcelas
do campo que se recombinam mantenham correlações de fase ao longo do atraso temporal
introduzido pelo dispositivo. Assim, as manifestações de interferência só são claramente
detectáveis quando a diferença de caminho óptico ∆ℓ entre as trajetórias é compatível
com o comprimento de coerência da fonte (56).

O comprimento de coerência pode ser descrito de forma aproximada como (56)

∆t ∼ 1
∆ν , (1.71)
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onde ∆ν largura de banda da fonte. Assim, o comprimento de coerência pode ser escrito
como

∆ℓ = c∆t ∼ c

∆ν . (1.72)

A condição para que a interferência seja observável a diferença de caminho óptico imposto
pelo interferômetro seja menor que o comprimento de coerência da luz.

Assim, como ocorre com a polarização e os modos transversos, o caminho também
pode ser representado por uma esfera análoga à esfera de Poincaré, esta representação
geométrica permite visualizar os estados e as manipulações de caminho de maneira intuitiva.
A Figura 18 apresenta a esfera de Poincaré para o caminho.

Figura 18 – Esfera de Poincaré para o caminho. Fonte: (52).

Na esfera de Poincaré associada ao grau de liberdade do caminho, cada um dos
círculos representados, denominados aqui como A e B, corresponde a um dos dois trajetos
possíveis que o feixe pode seguir. Quando o feixe propaga-se exclusivamente pelo caminho
A, sua representação no equador da esfera é um círculo completamente preenchido (cinza
escuro), enquanto a ausência do feixe no caminho B é indicada por um círculo vazio
(branco). Já nas extremidades do equador, temos estados em que o feixe se encontra
igualmente distribuído entre os caminhos A e B, estes estados balanceados são representados
por círculos em cinza claro. No entanto, mesmo entre estados com intensidades iguais,
observamos diferenças de fase entre os caminhos. Essa distinção também se manifesta nos
polos da esfera: tanto o polo norte quanto o polo sul correspondem a estados balanceados,
porém com uma diferença de fase relativa entre os trajetos. Especificamente, o polo norte
está associado a um fator de fase i, enquanto o polo sul está associado a um fator −i.
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Tendo bem definido este grau de liberdade, juntamente com a polarização e os
modos transversos, na próxima seção iremos abordar como é feita a codificação dos q-bits
nesses graus de liberdade da luz.

1.3 Codificação de q-bits nos graus de liberdade da luz

Uma vez definidos os graus de liberdade que serão utilizados nesta tese, resta agora
estabelecer uma correspondência clara entre essas grandezas físicas e a codificação de q-bits
em computação quântica. A codificação de q-bits nos graus de liberdade da luz consiste
em associar estados quânticos de dois níveis a propriedades físicas específicas do campo
eletromagnético. Essa associação deve satisfazer os requisitos fundamentais da computação
quântica, incluindo a capacidade de preparar estados em superposição coerente, realizar
operações unitárias reversíveis e efetuar medidas projetivas sobre bases arbitrárias (31).

As estruturas matemáticas discutidas nas seções anteriores, em especial a notação
vetorial de Jones e a representação matricial dos elementos ópticos que atuam nesses
graus de liberdade, já evidenciavam uma forte semelhança com o formalismo de q-bits.
Essa correspondência permite uma transição natural para a computação quântica, onde os
elementos ópticos desempenham o papel de portas lógicas unitárias, e os estados físicos
da luz representam os vetores de estado no espaço de Hilbert. Os exemplos escolhidos
ao longo desta tese foram formulados justamente para evidenciar essa equivalência: ao
mostrar que uma placa de onda, prisma ou Beam Splitter pode implementar a mesma
matriz associada a uma porta lógica padrão (como X, Z ou Hadamard), estabelecemos de
forma concreta o vínculo entre óptica clássica e operações quânticas.

Em cada grau de liberdade analisado existe uma esfera de Poincaré associada, cuja
estrutura geométrica e algébrica é formalmente idêntica à esfera de Bloch da teoria dos
q-bits. Isso significa que qualquer estado puro pode ser representado por um ponto na
superfície dessa esfera, com as coordenadas (θ, φ) correspondendo à amplitude relativa e à
fase entre os estados base. Essa analogia geométrica fornece uma visualização intuitiva dos
estados quânticos e das operações ópticas, além de reforçar a universalidade do modelo de
q-bit.

Na codificação baseada em polarização, definimos a base computacional como
|0Pol⟩, |1Pol⟩ ≡ |H⟩, |V ⟩, onde |H⟩ representa o estado de polarização horizontal e |V ⟩ o
estado de polarização vertical. Estes dois estados formam uma base ortonormal no espaço
de Hilbert bidimensional da polarização e são facilmente preparados e manipulados por
meio de placas HWP e QWP, como discutido anteriormente.

Os modos transversos, particularmente os modos de Hermite–Gauss de primeira
ordem, oferecem uma alternativa igualmente válida para a codificação de q-bits. Nesse
contexto, a base computacional é definida como |h⟩, |v⟩ ≡ |HG1,0⟩ , |HG0,1⟩, com os modos
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ortogonais HG1,0 e HG0,1 representando as direções horizontais e verticais de propagação
da amplitude do campo. A geração e manipulação desses modos podem ser realizadas
por meio de conjuntos de lente e prismas de Dove, que operam analogamente às portas
unitárias.

O caminho, ou direção de propagação, também pode ser explorado como grau
de liberdade para codificação quântica. Nesse caso, a base computacional é dada por
|0C⟩, |1C⟩ ≡ |k0⟩, |k1⟩, onde |k0⟩ e |k1⟩ representam dois caminhos distintos que o feixe
pode seguir. A preparação de estados superpostos e a realização de portas nesse espaço
são efetuadas por BS, PBS, espelhos e arranjos como o interferômetro.

Como sintetizado na Tabela 1, cada grau de liberdade da luz estabelece uma
relação direta e unívoca entre uma grandeza física mensurável e a base computacional da
computação quântica

Tabela 1 – Relação entre bases computacionais e modos transversos da luz.

Base computacional Polarização Modos Transversos Caminho
|0⟩ H HG1,0 k0
|1⟩ V HG0,1 k1

Além disso, podemos utilizar a combinação dessas grandezas para representar
estados de dois ou três q-bits. Os modos spin-órbita(combinação de modo transverso com
polarização), nos permitem codificar estados bipartites utilizando a codificação

E⃗hHG10 → |Hh⟩ = |00⟩ ,
E⃗hHG01 → |Hv⟩ = |01⟩ ,
E⃗vHG10 → |V h⟩ = |10⟩ ,
E⃗vHG01 → |V v⟩ = |11⟩ .

(1.73)

onde E⃗h e E⃗v indicam a polarização horizontal e vertical, respectivamente, e os modos
HG10 e HG01 identificam a estrutura transversal do feixe. De forma análoga, pode-se ainda
estender essa abordagem para a codificação de três q-bits utilizando o grau de liberdade
do caminho como q-bit adicional. Resultando em estados, por exemplo

E⃗hHG10k0 −→ |Hhk0⟩ = |000⟩ ,
E⃗hHG01k0 −→ |Hvk0⟩ = |010⟩ ,
E⃗vHG10k1 −→ |V hk1⟩ = |101⟩ ,
E⃗vHG01k1 −→ |V vk1⟩ = |111⟩ .

(1.74)

Com isso, torna-se possível realizar experimentos envolvendo q-bits múltiplos inteiramente
no regime óptico, utilizando combinações físicas bem definidas de graus de liberdade da
luz.
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2 Tomografia

Neste capítulo, concentraremos nossa atenção na tomografia quântica de estado, o
procedimento experimental e matemático que permite reconstruir completamente a matriz
densidade de um sistema quântico desconhecido a partir de um conjunto adequado de
medições. Trata-se de uma técnica essencial para a caracterização de estados, pois possi-
bilita, entre outras coisas, quantificar grandezas como fidelidade, coerência e correlações
quânticas diretamente dos dados experimentais.

2.1 Matriz densidade
Antes de adentrarmos no processo de tomografia quântica, é fundamental revi-

sitarmos como os estados quânticos são representados matematicamente. No Capítulo
1, apresentamos a representação de estados a partir do formalismo de vetor de estado
de Dirac. Contudo, a descrição puramente vetorial revela-se insuficiente quando lidamos
com sistemas que não estão em estados puros. Isso ocorre, por exemplo, em um ensemble
que contém uma mistura estatística de diferentes estados puros ou quando o sistema de
interesse está emaranhado com outro sistema, que não está sendo observado. A ferramenta
matemática adequada para descrever tanto estados puros quanto mistos é o operador
densidade, ou matriz densidade, comumente denotado por ρ.

Supondo um sistema quântico preparado em um conjunto de estados puros {|ψn⟩}
com pesos estatísticos correspondentes {Pn}, o operador densidade que descreve essa
mistura é dado por

ρ =
∑
n

Pn |ψn⟩ ⟨ψn| . (2.1)

Esta definição carrega consigo a natureza estatística dos estados mistos. Para que ρ

represente um estado físico válido, ele deve satisfazer propriedades fundamentais (7):

• (i) A matriz densidade ρ deve ser um operador Hermitiano, ou seja, ρ = ρ†, garantindo
que os valores esperados de sejam sempre reais (49). Note que essa condição é clara,
dada a definição do operador densidade pela eq. (2.1).

• (ii) ρ deve ser positivo semidefinido, o que significa que, para qualquer vetor de
estado |ϕ⟩ no espaço de Hilbert do sistema, temos que

⟨ϕ| ρ |ϕ⟩ =
∑
n

Pn
∣∣∣⟨ϕ|ψn⟩∣∣∣2 ≥ 0, (2.2)

uma vez que Pn ≥ 0 e |⟨ϕ|ψn⟩|2 ≥ 0. Isso garante que as probabilidades associadas a
resultados de medidas sejam positivas.
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• (iii) Outra propriedade crucial é que o traço de ρ deve ser igual a 1, ou seja, Tr(ρ) = 1,
refletindo a normalização da probabilidade total.

Os elementos diagonais de ρ em uma base {|ϕm⟩}, dados por ρmm = ⟨ϕm| ρ |ϕm⟩,
possuem interpretação direta: representam a probabilidade de encontrar o sistema no
estado |ϕm⟩ após uma medição nessa base (49).

A distinção entre estado puro e estado misto pode ser feita pelo traço do quadrado
de ρ: Tr(ρ2) = 1 se, e somente se, o sistema estiver em estado puro; caso contrário,
Tr(ρ2) < 1. Para que fique claro essa propriedade, partindo da eq. (2.1), ρ2 é dado por

ρ2 = (
∑
n

Pn |ψn⟩ ⟨ψn|)(
∑
m

Pm |ψm⟩ ⟨ψm|) =
∑
n,m

PnPm |ψn⟩ ⟨ψn|ψm⟩ ⟨ψm| (2.3)

Para o caso puro, a eq. (2.3) se reduz a

ρ2 = |ψ⟩ ⟨ψ|ψ⟩ ⟨ψ| = |ψ⟩ ⟨ψ| = ρ (2.4)

Portanto, dada a condição de traço unitário para ρ, Tr(ρ2) = 1 para estados puros e
Tr(ρ2) < 1 para estados mistos.

Analisemos a evolução de um sistema quântico no formalismo de Dirac, supondo
que o sistema inicial esteja no estado |ψi⟩. Sob a ação de um operador unitário U , o estado
final será

|ψf⟩ = U |ψi⟩ . (2.5)

Para o operador densidade, basta substituir |ψi⟩ ⟨ψi| por U |ψi⟩ ⟨ψi|U † em (2.1), resultando
em

ρf =
∑
n

Pn U |ψn⟩ ⟨ψn|U † = U ρU †. (2.6)

A descrição de medições no formalismo de matriz densidade também se mostra direta.
Como mostrado na ref. (7), ao aplicarmos um operador de medição Mm em um estado
inicial |ψi⟩, a probabilidade de obter um valor m é

p(m | i) = ⟨ψi|M †
mMm |ψi⟩ = Tr

(
M †

mMm |ψi⟩ ⟨ψi|
)
. (2.7)

Portanto, a probabilidade total de obter m é

p(m) =
∑
i

Pi p(m | i) =
∑
i

Pi Tr
(
M †

mMm |ψi⟩ ⟨ψi|
)

= Tr
(
M †

mMmρ
)
. (2.8)

Outra aplicação importante do operador densidade é a descrição de subsistemas
em um sistema composto. Considere dois sistemas quânticos A e B, cuja matriz densidade
conjunta seja ρAB. O operador densidade reduzido de A é obtido pelo traço parcial em B

ρA = TrB
(
ρAB

)
, (2.9)
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onde o traço parcial em B é definido, para bases {|ai⟩} e {|bj⟩}, por

TrB
(
|a1⟩ ⟨a2| ⊗ |b1⟩ ⟨b2|

)
= |a1⟩ ⟨a2| Tr

(
|b1⟩ ⟨b2|

)
. (2.10)

Assim realizamos uma redução do sistema composto ao subsistema A. O operador densidade
reduzido ρA contém toda a informação estatística necessária para descrever os resultados
de quaisquer medições realizadas apenas em A, independentemente do estado de B. Em
outras palavras, o traço parcial em B remove as correlações explícitas com esse subsistema,
preservando unicamente a estrutura estatística acessível do subsistema A (7).

O estado de um único q-bit é descrtio por uma matriz 2×2. Na base computacional
{|0⟩ , |1⟩}, a forma geral é

ρ =

ρ00 ρ01

ρ10 ρ11

 =

 A C eiϕ

C e−iϕ B

 , (2.11)

onde A = ρ00 e B = ρ11 são populações (não-negativas e tais que A + B = 1) e ρ01 =
ρ∗

10 = C eiϕ contém as coerências quânticas entre |0⟩ e |1⟩ (com C ≥ 0). A condição de
positividade exige C2 ≤ AB.

Para um sistema composto por n q-bits, o espaço de Hilbert total é H = (C2)⊗n,
de dimensão d = 2n. Dessa forma, a matriz densidade ρ tem dimensão 2n × 2n e pode ser
expressa na base computacional {|i1i2 . . . in⟩} (com ik ∈ {0, 1}) como

ρ =
1∑

i1,...,in=0

1∑
j1,...,jn=0

ρ i1...in, j1...jn |i1 . . . in⟩ ⟨j1 . . . jn| . (2.12)

Essa matriz contém d2 = 4n elementos complexos, dos quais d2−1 = 4n−1 são parâmetros
reais independentes, uma vez que ρ é Hermitiano e Tr(ρ) = 1. Estes parâmetros descrevem
não apenas as populações de cada estado da base computacional, mas contêm, também,
as informações das correlações quânticas entre os q-bits.

Por exemplo, se o estado for separável e puder ser escrito como um produto tensorial
dos estados individuais de cada q-bit, ρ = ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ · · · ⊗ ρn, então seus elementos de
matriz se fatorizam

ρ i1...in, j1...jn = ρ1
i1,j1 ρ

2
i2,j2 · · · ρ

n
in,jn . (2.13)

No entanto, para estados emaranhados ou correlacionados, essa fatorização não é possível.
Elaboraremos melhor esta questão no próximo capítulo, onde abordaremos as correlações
quânticas.

Tendo bem definido o operador densidade para sistemas de um e vários q-bits,
estamos preparados para introduzir o protocolo de tomografia quântica. Na próxima
seção, mostraremos como selecionar um conjunto completo de bases de medição e coletar
estatísticas suficientes em cada uma delas, de modo a reconstruir a matriz densidade.
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2.2 Tomografia de um Q-bit
A tomografia quântica de estados permite a caracterização completa de um estado

quântico desconhecido. De forma análoga à tomografia médica, que reconstrói uma imagem
tridimensional interna a partir de múltiplas projeções bidimensionais, a tomografia quântica
reconstrói a matriz densidade de um sistema quântico através de medidas projetivas em
diferentes bases. Para abordar esse tema usaremos como referencias (57, 58). Iniciaremos
abordando o caso mais simples, um q-bit, e depois generalizaremos para o caso de múltiplos
q-bits.

Conforme discutido na Seção 2.1, a matriz densidade ρ de um único q-bit é um
operador Hermitiano 2×2, semidefinido positivo e com traço unitário. Uma parametrização
completa e conveniente para ρ é definida pela expansão de ρ na base dos operadores de
Pauli

ρ = 1
2

3∑
i=0

Si σ̂i = 1
2
(
S0σ̂0 + S1 σ̂1 + S2 σ̂2 + S3 σ̂3

)
= 1

2
(
Î + S⃗ ·⃗̂σ

)
, (2.14)

onde σ̂i representa as matrizes de Pauli, dadas por

σ̂0 = Î =
1 0

0 1

 , σ̂1 = σ̂x =
0 1

1 0

 ,
σ̂2 = σ̂y =

0 −i
i 0

 , σ̂3 = σ̂z =
1 0

0 −1

 .
(2.15)

Essas quatro matrizes formam uma base completa para o espaço de operadores
Hermitianos 2× 2. Os coeficientes Si são números reais chamados de parâmetros de Stokes
(57), dados por

Si = Tr
(
σ̂i ρ

)
, i = 0, 1, 2, 3. (2.16)

Como Tr(ρ) = 1 e Tr(σ̂0) = Tr
(
Î
)

= 2, segue-se que S0 = Tr(σ̂0 ρ) = 1. Os três parâmetros
restantes (S1, S2, S3) formam o vetor de Bloch S⃗, cujo módulo satisfaz

|S⃗|2 = S2
1 + S2

2 + S2
3 ≤ 1. (2.17)

A igualdade |S⃗|2 = 1 caracteriza estados puros, o vetor aponta um ponto na superfície da
esfera de Bloch, enquanto |S⃗|2 < 1 corresponde a estados mistos, o vetor aponta um ponto
no interior da esfera. O estado completamente misto ρ = Î/2 coincide com S⃗ = (0, 0, 0),
ponto central da esfera.

Fisicamente, a menos de S0, cada parâmetro de Stokes está relacionado à diferença
de probabilidades de projeção em autovetores de σ̂i. Especificamente, se |0⟩ e |1⟩ são os
autoestados de σ̂3 (com autovalores +1 e −1, respectivamente), então

S3 = Tr(σ̂3 ρ) = Tr
[
(|0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨1|) ρ

]
= P0 − P1, (2.18)
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onde P0 = ⟨0| ρ |0⟩ e P1 = ⟨1| ρ |1⟩. Analogamente, os autoestados de σ̂1 podem ser definidos,
por exemplo, como |D/A⟩ = (|0⟩ ± |1⟩)/

√
2, e os de σ̂2 como |R/L⟩ = (|0⟩ ± i |1⟩)/

√
2.

Portanto teremos que

S0 = Tr(σ̂0ρ) = P0 + P1, (2.19)
S1 = Tr(σ̂1ρ) = PD − PA, (2.20)
S2 = Tr(σ̂2ρ) = PR − PL, (2.21)
S3 = Tr(σ̂3ρ) = P0 − P1. (2.22)

Como (P0 + P1) = (PD + PA) = (PR + PL) = 1, podemos reescrever cada parâmetro de
Stokes Sk em função de uma única probabilidade Pk do autoestado com autovalor +1:

Sk = 2Pk − 1, k = 1, 2, 3. (2.23)

A tarefa da tomografia de um q-bit é, portanto, determinar experimentalmente os
três parâmetros de Stokes (S1, S2, S3). Para isso, realizam-se medições projetivas em três
bases mutuamente não enviesadas (MUBs). Duas bases {|ψi⟩} e {|ϕj⟩} são mutuamente
não enviesadas se

|⟨ψi|ϕj⟩|2 = 1
d
, (2.24)

para todo i, j, onde d é a dimensão do espaço de Hilbert, sendo d = 2 para um q-bit. No
caso que nos interessa, as bases de autoestados de σ̂1, σ̂2 e σ̂3 constituem um conjunto
de MUBs. Medindo-se em cada base, obtém-se as probabilidades PD, PA, PR, PL, P0 e
P1, permitindo o cálculo dos parâmetros de Stokes, e a partir disso reconstrói-se a matriz
densidade ρ na forma

ρ = 1
2

S0 + S3 S1 − iS2

S1 + iS2 S0 − S3

 . (2.25)

Uma vez definida a tomografia para o estado de um q-bit, na próxima seção iremos
abordar como esse conceito pode ser estendido para um número maior de q-bits.

2.3 Tomografia de múltiplos q-bits
A extensão da tomografia quântica para sistemas formados por múltiplos q-bits é

conceitualmente direta, mas apresenta desafios experimentais significativamente maiores
devido ao crescimento exponencial da dimensionalidade do espaço de Hilbert. Para um
sistema de n q-bits, o espaço de Hilbert é o produto tensorial dos espaços individuais,
H(n) = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗ Hn, resultando em dimensão d = 2n. A descrição completa desse
sistema, seja em estado puro ou misto, requer uma matriz densidade ρ de dimensão d× d.
Sendo ρ Hermitiana e de traço unitário, ela é especificada por d2 − 1 = (2n)2 − 1 = 4n − 1
parâmetros reais independentes, o que cresce rapidamente com n.



62 Capítulo 2. Tomografia

Assim como a matriz de um q-bit pode ser expandida na base das matrizes de
Pauli, a matriz densidade de n q-bits pode ser expandida na base formada pelos produtos
tensoriais das matrizes de Pauli atuando em cada subespaço de um q-bit. Assim, qualquer
matriz densidade ρ pode ser escrita como

ρ = 1
2n

3∑
i1=0

3∑
i2=0
· · ·

3∑
in=0

Si1i2...in
(
σ̂i1 ⊗ σ̂i2 ⊗ · · · ⊗ σ̂in

)
, (2.26)

onde os coeficientes Si1i2...in são números reais denominados parâmetros de Stokes generali-
zados ou parâmetros de correlação. Esses coeficientes são determinados experimentalmente
por meio dos valores esperados dos operadores da base

Si1i2...in = Tr
[ (
σ̂i1 ⊗ σ̂i2 ⊗ · · · ⊗ σ̂in

)
ρ
]
. (2.27)

Em particular, S00...0 = Tr
(
ρ (Î ⊗ · · · ⊗ Î)

)
= Tr(ρ) = 1 está fixado pela normalização. Os

demais 4n − 1 parâmetros contêm toda a informação sobre o estado, englobando tanto as
propriedades locais de cada q-bit quanto todas as correlações clássicas e quânticas entre
eles.

Experimentalmente, a determinação desses parâmetros requer a realização de
medições projetivas conjuntas sobre os n q-bits. Cada parâmetro Si1i2...in está relacionado
às probabilidades de resultados de medições realizadas nas bases associadas aos operadores
σik para cada q-bit k. Para reconstruir completamente ρ em um sistema de n q-bits,
deve-se determinar todos os 4n− 1 parâmetros Si1i2...in independentes. Em geral, isso exige
medições em 3n configurações de bases de produto distintas.

Utilizando um sistema de dois q-bits como exemplo, ou seja, n = 2, são necessárias
32 = 9 configurações de bases locais para se determinar os 15 parâmetros independentes
do estado quântico. Os parâmetros de Stokes para dois q-bits vão ser dados por

Si1i2 = Tr
[(
σ̂i1 ⊗ σ̂i2)ρ

]
. (2.28)

Usando a relação e Sk = P+
k −P−

k para cada q-bit, com k = {1, 2, 3}. Para i1 ̸= 0 e i2 ̸= 0,
o calculo do parâmetro de Stokes se reduz a

Si1i2 =
∑

a,b=±1
abP ab

i1i2 = P++
i1i2 − P

+−
i1i2 − P

−+
i1i2 + P−−

i1i2 , (2.29)

onde P ab
i1i2 representa a probabilidade de obter o resultado a (autovalor +1 ou −1) na

medição do primeiro q-bit na base i1 e resultado b (autovalor +1 ou −1) na medição do
segundo q-bit na base i2. Para o caso de i = 0, teremos

S0,i2 =
∑
b=±1

bP+b
0i2

Si1,0 =
∑
a=±1

aP a+
i10

(2.30)
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Para ilustrar, escrevemos alguns desses parâmetros explicitamente

S00 = P00 + P01 + P10 + P11,

S03 = P00 + P10 − P01 − P11,

S11 = PDD − PAD − PDA + PAA,

S12 = PDR − PAR − PDL + PAL,

S33 = P00 − P10 − P01 + P11.

(2.31)

Os demais 11 parâmetros seguem o mesmo procedimento, de modo que todos os Si1i2
podem ser obtidos a partir das probabilidades de detecção apropriadas. Dessa forma, é
possível reconstruir a matriz densidade do sistema bipartite.

A reconstrução da matriz densidade ρ fornece uma descrição completa do estado,
incluindo todas as informações sobre as propriedades locais e as correlações entre os q-bits.
Para aprofundar nossa compreensão sobre como os q-bits se relacionam, especialmente
em termos de efeitos puramente quânticos que não possuem análogo clássico, é necessário
introduzir e analisar medidas específicas de correlações. O próximo capítulo se dedicará
justamente a explorar essas correlações quânticas, como o emaranhamento e a discórdia,
investigando como elas se manifestam e podem ser quantificadas a partir da matriz
densidade.

2.4 Fidelidade de estados quânticos
A reconstrução tomográfica de estados quânticos é sensível a ruídos e imperfeições

experimentais, o que pode afetar a proximidade entre o estado reconstruído experimen-
talmente e o estado teórico. Para quantificar essa proximidade emprega-se a fidelidade
quântica, um critério matemático amplamente utilizado para avaliar similaridade entre
estados e validar protocolos em informação quântica (7, 59).

Para estados puros |ψ⟩ e |ϕ⟩, a fidelidade é definida pela probabilidade de transição
entre eles

F (|ϕ⟩ ⟨ϕ| , |ψ⟩ ⟨ψ|) = |⟨ψ|ϕ⟩|2 . (2.32)

Ao comparar um estado misto ρ com um estado puro |ψ⟩, utiliza-se a generalização
conhecida como fidelidade de Schumacher (60)

F (ρ, |ψ⟩ ⟨ψ|) = ⟨ψ| ρ |ψ⟩ . (2.33)

Para o caso geral de dois estados mistos arbitrários, ρ e σ, a generalização mais
amplamente empregada é a fidelidade de Uhlmann–Jozsa (61). Sua forma matemática é
dada por

F (ρ, σ) =
[
Tr
√√

ρ σ
√
ρ
]2
. (2.34)
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No caso da avaliação do resultado da tomografia experimental, teremos ρ como a matriz
densidade reconstruída a partir dos resultados experimentais e σ como a matriz densidade
do estado teórico correspondente.

Qualquer medida de fidelidade robusta deve satisfazer um conjunto de propriedades
conhecidas como axiomas de Jozsa (61):

1. A fidelidade deve assumir valores reais no intervalo [0, 1].

2. F (ρ, σ) = 1 se, e somente se, ρ = σ.

3. F (ρ, σ) = Tr(σρ) se ρ ou σ for um estado puro.

4. A fidelidade deve ser simétrica em relação aos seus argumentos, ou seja, F (ρ, σ) =
F (σ, ρ).

5. A fidelidade deve ser invariante sob transformações unitárias, de modo que F (UρU †, UσU †) =
F (ρ, σ) para qualquer operador unitário U .

Nos capítulos seguintes, a fidelidade será empregada como métrica para comparar
os estados reconstruídos tomograficamente com seus correspondentes teóricos, permitindo
uma avaliação objetiva da realização experimental da tomografia de estados.

2.5 Tomografia dos graus de liberdade da luz

Uma vez apresentados os fundamentos teóricos da tomografia quântica, passamos
agora à sua implementação experimental. Nesta seção iremos abordar como é realizada a
tomografia quântica nos graus de liberdade da luz de polarização, modos transversos e
caminho.

Conforme estabelecido nas seções anteriores, os parâmetros de Stokes relacionam-se
diretamente com as probabilidades de projeção em bases definidas. Em nosso estudo expe-
rimental com feixes laser, tais probabilidades manifestam-se fisicamente como intensidades
normalizadas. Portanto, temos que

Pi = Ii
Itot

, (2.35)

onde Ii corresponde à intensidade detectada na configuração de medida i, associada a uma
projeção específica, e Itot = ∑

i Ii representa a intensidade luminosa total, obtida pela soma
das intensidades medidas em todas as configurações ortogonais. Esta relação operacional
será empregada sistematicamente na reconstrução da matriz densidade, abrangendo todos
os graus de liberdade utilizados nessa tese.
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2.5.1 Polarização

Para a polarização da luz, conforme detalhado na Seção 1.3, a base computacional
é definida pela polarização horizontal |H⟩ = |0⟩ e a polarização vertical |V ⟩ = |1⟩.

O arranjo experimental para a tomografia de polarização é ilustrado na Figura 19.
Um PBS é o componente central, atuando como um projetor na base computacional
ao transmitir a componente horizontal e refletir a vertical. Utilizamos placas de onda
de quarto de onda (QWP) e meia-onda (HWP) para rotacionar a base de medida, as
setas de ponta dupla indicam que essas placas são inseridas ou retiradas de acordo com a
necessidade.

Figura 19 – Esquema experimental da tomografia de polarização. Fonte: Autor.

A primeira etapa da medição envolve a projeção na base computacional {|0⟩ , |1⟩},
sem a inserção de QWP ou HWP. As probabilidades de detecção são obtidas a partir das
intensidades normalizadas são

P|0⟩ = I|0⟩

Itot
,

P|1⟩ = I|1⟩

Itot
,

(2.36)

permitindo a determinação dos parâmetros de Stokes S0 e S3.

Para a medição nas bases diagonal e antidiagonal {|D⟩ , |A⟩}, a HWP é inserida
com seu eixo rápido orientado a 22, 5◦, resultando na rotação das bases de medida. As
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probabilidades correspondentes são calculadas como

P|D⟩ = I|D⟩

Itot
,

P|A⟩ = I|A⟩

Itot
,

(2.37)

a partir das quais o parâmetro S1 é calculado.

Finalmente, para projetar nas bases circular direita e esquerda {|R⟩ , |L⟩}, uma
QWP com eixo rápido a 90◦ é inserida antes da HWP. A ordem de atuação de cada
aparato óptico é fundamental devido à não comutatividade das matrizes de Jones. As
probabilidades medidas são

P|R⟩ = I|R⟩

Itot
,

P|L⟩ = I|L⟩

Itot
,

(2.38)

resultando na obtenção do parâmetro S2.

Com a determinação dos parâmetros de Stokes S0, S1, S2 e S3, é possível reconstruir
integralmente a matriz densidade do q-bit codificado na polarização da luz, caracterizando
seu estado de forma completa.

2.5.2 Modos Transversos

Para a tomografia de modos transversos, a codificação do q-bit segue a representação
apresentada na Seção 1.3, onde |h⟩ ≡ |HG1,0⟩ = |0⟩ e |v⟩ ≡ |HG0,1⟩ = |1⟩. A Figura 20
ilustra o esquema experimental, destacando os dispositivos removíveis: o conjunto de lentes
cilíndricas (LC) e o prisma de Dove (PD).

O componente principal deste arranjo é o interferômetro Mach-Zehnder com espelho
adicional (MZIM) (62), que opera como um seletor de paridade. Um espelho montado
em um elemento PZT (cerâmica piezoelétrica) permite um controle preciso da diferença
de caminho óptico, ajustando a tensão elétrica aplicada. O MZIM direciona os modos
ímpares {|Hv⟩ , |V h⟩} para uma saída e os modos pares {|Hh⟩ , |V v⟩} para outra. Supondo
um feixe com polarização horizontal teremos em uma das saídas do interferômetro o
modo |Hh⟩ e na outra |Hv⟩. Portanto, um feixe com polarização horizontal ou vertical,
o resultado de seleção de paridade pode ser comparado a medida projetiva nas bases de
modos transversos. É importante notar que limitações da visibilidade do interferômetro
produzem erros nas projeções.

Na etapa inicial, sem a inserção de CL ou DP, o MZIM irá projetar nas bases dos
modos transversos. Portanto as probabilidades de detecção vão ser dadas por

P|h⟩ = I|Hh⟩

Itot
,

P|v⟩ = I|Hv⟩

Itot
,

(2.39)
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Figura 20 – Esquema experimental da tomografia de modos transversos.Fonte: Autor.

onde Itot = I|Hh⟩ + I|Hv⟩. A partir dessas probabilidades, os parâmetros de Stokes S0 e S3

são obtidos pela soma e diferença.

Em seguida, para realizar a projeção nas bases diagonal e antidiagonal, utilizamos
o prisma de dove com eixo rápido a 22, 5◦. De modo que o prisma rotaciona a base de
medida dos modos em 45◦, conforme discutido na Seção 1.2. As probabilidades medidas
serão

P|d⟩ = I|Hd⟩

Itot
,

P|a⟩ = I|Ha⟩

Itot
,

(2.40)

permitindo o calculo do parâmetro S1.

Por fim, para a projeção nas bases de modos rotacionais direita e esquerda, adi-
cionamos um conjunto de lentes cilíndricas com ângulo entre lentes de 0◦ e distância
d =
√

2f , uma lente esférica é inserida antes e depois do conjunto de lentes cilíndricas
para controlarmos o tamanho da cintura do feixe. Assim obtemos as probabilidades

P|r⟩ = I|Hr⟩

Itot
,

P|l⟩ = I|Hl⟩

Itot
,

(2.41)

resultando na determinação do parâmetro S2. Com a obtenção de todos os parâmetros
de Stokes, a matriz densidade do q-bit em modos transversais pode ser reconstruída
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integralmente.

2.5.3 Caminho

Para o esquema de tomografia de caminho, utilizaremos a codificação do q-bit nas
bases caminho, conforme apresentado na Seção 1.3, temos

|k0⟩ ≡ |0⟩ , |k1⟩ ≡ |1⟩ , (2.42)

onde |ko⟩ e |k1⟩ representam trajetórias ortogonais do feixe laser. A configuração experi-
mental está ilustrada na Figura 21, onde a seta dupla indica dispositivos móveis, inseridos
apenas quando necessário.

Figura 21 – Esquema experimental para a tomografia de caminho. Fonte: Autor.

Para obter as projeções nas diferentes bases, empregamos um divisor de feixe (BS)
e uma cerâmica piezoelétrica (PZT). A PZT permite ajustar com precisão a fase relativa
∆Φ entre os dois caminhos, enquanto o BS recombina os feixes para gerar interferências.

Para medirmos na base computacional realizamos as medidas diretamente em cada
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caminho, sem o PZT e o BS. As respectivas probabilidades são

P0 = Ik0

Itot
,

P1 = Ik1

Itot
.

(2.43)

A partir dessas probabilidades calculamos os parâmetros de Stokes S0 e S3.

Inserindo o BS e posicionando espelhos, sendo um deles acoplado à PZT, pode-
mos controlar a fase relativa entre os caminhos ∆Φ para projetar nas bases diagonal e
antidiagonal

|d⟩ = |k0⟩+ |k1⟩√
2

,

|a⟩ = |k0⟩ − |k1⟩√
2

,

(∆Φ = 0) (2.44)

ou nas bases circular direita e esquerda

|r⟩ = |k0⟩+ i |k1⟩√
2

,

|l⟩ = |k0⟩ − i |k1⟩√
2

,

(
∆Φ = π

2

)
. (2.45)

De modo que medimos as intensidades que permitem calcular os parâmetros de Stokes S1

e S2.

Dessa forma, combinando medições diretas e interferométricas com controle de fase
pela PZT, é possível reconstruir completamente a matriz densidade do q-bit de caminho.

Para finalizarmos a abordagem de como é feita a tomografia para os diferentes
graus de liberdade da luz de polarização, modos transversos e caminho, sumarizamos na
Tabela 2 os parâmetros de Stokes correspondentes a cada base de medida e os aparatos
ópticos utilizados em cada configuração. Esse resumo facilita a visualização dos elementos
necessários em cada etapa experimental e conclui o panorama completo da tomografia
nesses três graus de liberdade.

Tabela 2 – Bases de medida, parâmetros de Stokes e aparatos ópticos para tomografia de
cada grau de liberdade

Bases Stokes Polarização Modos transversos Caminho
|0⟩ , |1⟩ S0, S3 PBS MZIM, PBS –
|D⟩ , |A⟩ S1 HWP(22.5◦), PBS PD(22.5◦), MZIM, PBS PZT(∆Φ = 0), BS
|R⟩ , |L⟩ S2 QWP(90◦), HWP(22.5◦), PBS LC(0◦), PD(22.5◦), MZIM, PBS PZT(∆Φ = π

2 ), BS

2.5.4 Modos Spin-órbita

Para finalizarmos este capítulo dedicado à tomografia, abordamos agora a recons-
trução experimental de um estado bipartido utilizando graus de liberdade da luz. Nesse
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contexto, apresentamos a tomografia dos modos spin-órbita, resultantes da combinação
entre os graus de liberdade de polarização (spin) e dos modos transversos espaciais (órbita)
da luz.

A Figura 22 apresenta o circuito óptico utilizado para a tomografia dos modos
spin–órbita. Esse arranjo consiste, essencialmente, na combinação dos aparatos empregados
separadamente nas tomografias de polarização, Fig.19, e de modos transversos, Fig. 20.
As medidas são realizadas simultaneamente nesses dois graus de liberdade, por meio de
diferentes combinações dos elementos ópticos que atuam sobre cada subsistema.

Figura 22 – Esquema experimental para a tomografia dos modos spin-orbita. Fonte: Autor.

Para realizar medidas simultâneas nas bases de polarização {H, V } e momento
espacial {h, v}, utilizamos o MZIM com um PBS em cada saída. O MZIM separa os
estados por paridade: os estados de paridade par |Hh〉, |Vv〉 são direcionados para uma
saída, enquanto os estados de paridade ímpar |Hv〉, |Vh〉 são direcionados para outra.
Então, cada feixe de saída é projetado pelo respectivo PBS nas bases de polarização. As
intensidades medidas I|ij⟩ (com i = H,V e j = h, v) nos permite calcular

P|00⟩ = I|Hh⟩

Itot
, P|01⟩ = I|Hv⟩

Itot
,

P|10⟩ = I|V h⟩

Itot
, P|11⟩ = I|V v⟩

Itot
,

(2.46)

para obtenção dos parâmetros S00, S03, S30 e S33, sendo Itot = I|Hh⟩ + I|Hv⟩ + I|V h⟩ + I|V v⟩.
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Inserimos o prisma de Dove (PD) girado em 22,5◦ antes do MZIM, o que cor-
responde a uma rotação de 45◦ na subespaço dos modos transversos. A sequência
PD → MZIM → PBS projeta então nas bases

|Hd⟩ = |Hh⟩+ |Hv⟩√
2

, |Ha⟩ = |Hh⟩ − |Hv⟩√
2

, (2.47)

que nos permite obter as probabilidades

P|0d⟩ = I|Hd⟩

Itot
, P|0a⟩ = I|Ha⟩

Itot
,

P|1d⟩ = I|V d⟩

Itot
, P|1a⟩ = I|V a⟩

Itot
,

(2.48)

calculamos S01 e S31.

Para acessar S02 e S32, adicionamos o conjunto de lentes cilíndricas (LC) com
ângulo relativo de 0◦ antes da PD. A sequência LC → PD → MZIM → PBS implementa
a projeção em

|Hr⟩ = |Hh⟩+ i |Hv⟩√
2

, |Hl⟩ = |Hh⟩ − i |Hv⟩√
2

, (2.49)

sendo as probabilidades
P|0r⟩ = I|Hr⟩

Itot
, P|0l⟩ = I|Hl⟩

Itot
,

P|1r⟩ = I|V r⟩

Itot
, P|1l⟩ = I|V l⟩

Itot
,

(2.50)

De modo análogo, as outras bases são acessadas por combinações de HWP, QWP,
PD e LC. Cada configuração fornece um conjunto de probabilidades de detecção que
permitem extrair os nove parâmetros de Stokes Smn (m,n = 0, 1, 2, 3).

Com todos os parâmetros Smn determinados experimentalmente, a matriz densidade
do estado bipartido spin–órbita é reconstruída. Dessa forma, obtemos uma caracterização
completa do estado híbrido de polarização e modo transverso da luz.

Assim como foi feito para a tomografia individual de cada grau de liberdade da luz,
reunimos na Tabela 3, com o objetivo de facilitar o entendimento do processo tomográfico,
as bases de medição correspondentes aos parâmetros de Stokes, bem como os aparatos
ópticos utilizados em cada medida para a tomografia dos modos spin-órbita da luz.



72 Capítulo 2. Tomografia

Tabela 3 – Bases de medida, parâmetros de Stokes e aparatos ópticos para tomografia dos
modos spin-órbita

Bases de medida Parâmetros de Stokes Aparatos ópticos
|Hh⟩ , |Hv⟩ , |V h⟩ , |V v⟩ S00, S03, S30, S33 MZIM, PBS
|Hd⟩ , |Ha⟩ , |V d⟩ , |V a⟩ S01, S31 PD(22.5◦), MZIM, PBS
|Hr⟩ , |Hl⟩ , |V r⟩ , |V l⟩ S02, S32 LC(0◦), PD(22.5◦), MZIM, PBS
|Dh⟩ , |Dv⟩ , |Ah⟩ , |Av⟩ S10, S13 HWP, MZIM, PBS
|Rh⟩ , |Rv⟩ , |Lh⟩ , |Lv⟩ S20, S23 QWP, HWP, MZIM, PBS
|Dd⟩ , |Da⟩ , |Ad⟩ , |Aa⟩ S11 PD(22.5◦), HWP, MZIM, PBS
|Dr⟩ , |Dl⟩ , |Ar⟩ , |Al⟩ S12 LC(0◦), PD(22.5◦), HWP, MZIM, PBS
|Rd⟩ , |Ra⟩ , |Ld⟩ , |La⟩ S21 PD(22.5◦), QWP, HWP, MZIM, PBS
|Rr⟩ , |Rl⟩ , |Lr⟩ , |Ll⟩ S22 LC(0◦), PD(22.5◦), QWP, HWP, MZIM, PBS
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3 Correlações quânticas, coerência e não-
separabilidade em sistemas ópticos

3.1 Emaranhamento

O emaranhamento representa uma das manifestações mais profundas e distintas da
mecânica quântica, constituindo um fenômeno que desafia nossa intuição clássica sobre a
natureza das correlações físicas. Reconhecido inicialmente por Einstein, Podolsky e Rosen
(EPR) em 1935 como uma "ação fantasmagórica à distância"(5) da teoria quântica, e
posteriormente formalizado por Schrödinger através do conceito de "Verschränkung"(63), o
emaranhamento permaneceu por décadas como uma curiosidade teórica antes de emergir
como um recurso físico fundamental para o processamento de informação quântica. Para
explorar esse conceito fundamental da Mecânica Quântica seguiremos as referencias (64, 65).

O caráter genuinamente quântico do emaranhamento foi formalmente estabelecido
em 1964, quando Bell provou que certas correlações quânticas violam desigualdades
impostas por teorias de variáveis ocultas locais (6). Experimentos subsequentes, em
particular os de Aspect et al. (66) no início dos anos 1980, confirmaram essas violações e
consolidaram o emaranhamento como um fenômeno real e inerente à natureza.

Formalmente, para um sistema bipartido AB descrito pelo operador densidade
ρAB, dizemos que o estado é separável se ele puder ser preparado por meio de operações
locais em A e B acompanhadas de comunicação clássica (LOCC). Isso equivale a escrever

ρsep
AB =

∑
i

pi ρ
i
A ⊗ ρiB, pi ≥ 0,

∑
i

pi = 1, (3.1)

onde cada ρiA e ρiB são estados do subsistema e {pi} define uma distribuição de probabilidade.
Estados que não admitem tal decomposição são chamados de emaranhados, refletindo
a existência de correlações globais que não se reduzem a probabilidades clássicas ou
propriedades individuais dos subsistemas.

No caso de estados puros bipartidos, |ψ⟩AB, a condição de separabilidade reduz-se
à possibilidade de fatoração em um produto de estados locais, portanto |ψ⟩AB é separável
se pudermos decompô-lo como

|ψ⟩AB = |ϕ⟩A ⊗ |χ⟩B. (3.2)

Adicionalmente, como mostrado em (67), a decomposição de Schmidt de um estado puro
carrega consigo informações do emaranhamento deste. Qualquer vetor de estado puro pode
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ser escrito na forma da decomposição de Schmidt dada por

|ψ⟩AB =
r∑
i=1

√
λi |i⟩A ⊗ |i⟩B, (3.3)

onde {λi} são os autovalores das matrizes densidades reduzidas de A e B, e r é o rank de
Schmidt, também chamado de número de Schmidt. A condição r = 1 caracteriza estados
separáveis e para r > 1 temos estados emaranhados.

Além de seu papel no debate sobre os fundamentos da mecânica quântica, o
emaranhamento se tornou um recurso central em informação quântica. Protocolos de
criptografia (11, 12), codificação densa (68, 69) e teleporte quântico (70, 71) demonstram
aplicações práticas dessa correlação quântica.

Dada essa relevância, em muitos casos a simples verificação da separabilidade de
um estado não é suficiente, sendo necessária uma medida quantitativa do emaranhamento.

Um quantificador de emaranhamento é uma função que associa a cada estado
quântico um valor numérico E(ρ). Essa medida deve satisfazer os seguintes axiomas
fundamentais (65):

• (I) Valores nulos apenas para estados separáveis:

E(ρ) = 0 se, e somente se, ρ é separável.

• (II) Monotonicidade média sob LOCC:

E(ρ) ≥
∑
i

piE(σi).

Para qualquer protocolo LOCC que transforme ρ em {σi} com probabilidades {pi}.
Este axioma reflete a impossibilidade de aumentar em média o emaranhamento com
operações locais.

• (III) Invariância a operações unitárias locais:

E(ρ) = E
(
(UA ⊗ UB) ρ (U †

A ⊗ U
†
B)
)
.

Transformações locais (UA ⊗ UB) preservam as correlações quânticas, alterando
apenas as bases locais sem afetar a estrutura de emaranhamento.

É importante mencionar que alguns autores adicionam outras propriedades que um
quantificador de emaranhamento deve ter. Por exemplo, a ref. (64) aponta a convexidade
como uma propriedade conveniente para uma medida de emaranhamento. Convexidade
significa que misturas estatísticas não podem aumentar o emaranhamento, teremos que

E

(∑
i

piρi

)
≤
∑
i

piE(ρi). (3.4)
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Em estados puros, a maioria das medidas convergem para a entropia de emaranha-
mento

E(|ψ⟩) = S(ρA) = S(ρB) = −
∑
i

λi log2 λi. (3.5)

Em estados mistos, o panorama é mais complexo: diferentes medidas podem ordenar
estados de formas distintas. Nesta tese, utilizaremos duas medidas específicas: concorrência
e emaranhamento geométrico; as próximas subseções serão dedicadas à elaboração de cada
uma delas.

3.1.1 Concorrência

A concorrência é uma das medidas de emaranhamento mais importantes e mate-
maticamente tratáveis para sistemas de dois q-bits. Introduzida por Wootters (72), ela
surgiu inicialmente como uma quantidade auxiliar para o cálculo do emaranhamento de
formação, mas posteriormente estabeleceu-se como uma medida de emaranhamento, com
propriedades matemáticas e interpretações físicas notáveis.

Wootters (72) define a a concorrência partindo da transformação de spin flip. Para
um estado puro de um único q-bit, a inversão de spin, denotada por um til, é definida
como

|ψ̃⟩ = σy|ψ∗⟩, (3.6)

onde |ψ∗⟩ é o complexo conjugado de |ψ⟩ quando expresso em uma base fixa, como
{|0⟩, |1⟩}, e σy é a matriz de Pauli. Para um sistema de partícula de spin-1

2 esta é a
operação que inverte a direção do spin. Para realizar o spin flip em n q-bits basta atuar
essa transformação em cada um deles individualmente.

Para um sistema de dois q-bits descrito por uma matriz densidade ρ, o estado com
spin invertido é dado por

ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ∗(σy ⊗ σy), (3.7)

onde o complexo conjugado é tomado na base padrão {|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩}. Esta trans-
formação é equivalente à “conjugação complexa na base mágica” mencionada por Hill e
Wootters (73).

Para um estado puro |ψ⟩ de dois q-bits, a concorrência é definida como

C(|ψ⟩) = |⟨ψ|ψ̃⟩|, (3.8)

ou seja, o módulo do valor esperado do estado com spin invertido no estado original. Esta
definição captura de forma elegante o grau de emaranhamento: para estados separáveis,
C(|ψ⟩) = 0, enquanto para estados maximamente emaranhados, como o estado singleto
|ψ⟩ = 1√

2(|01⟩ − |10⟩), temos C(|ψ⟩) = 1.
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A concorrência está diretamente relacionada ao emaranhamento de formação EF
através da função (74)

EF (|ψ⟩) = h

(
1 +
√

1− C2

2

)
, (3.9)

onde h(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x) é a entropia binária. Esta relação estabelece
uma correspondência entre a concorrência e o emaranhamento de formação para estados
puros de dois q-bits.

A concorrência para estados mistos é dada pelo mínimo da soma do ensemble
de estados puros que formam o estado. Para uma matriz densidade ρ de dois q-bits, a
concorrência é definida como

C(ρ) = min
{pi,|ψi⟩}

∑
i

piC(|ψi⟩), (3.10)

onde a minimização é realizada sobre todas as possíveis decomposições ρ = ∑
i pi|ψi⟩⟨ψi|

do estado misto em termos de estados puros.

O resultado notável obtido por Wootters (72) é que esta minimização pode ser
resolvida analiticamente, resultando na fórmula fechada

C(ρ) = max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (3.11)

onde λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 ≥ 0 são as raízes quadradas dos autovalores da matriz não-
hermitiana ρρ̃, em ordem decrescente. Alternativamente, os λi podem ser vistos como os
autovalores da matriz hermitiana R =

√√
ρρ̃
√
ρ.

Do ponto de vista operacional, a fórmula analítica para a concorrência representa
uma vantagem significativa sobre outras medidas de emaranhamento que requerem otimi-
zações numéricas complexas. Essa tratabilidade matemática, aliada a uma interpretação
física direta, torna a concorrência um instrumento especialmente eficaz para quantificar
o emaranhamento em pares de q-bits. Vale destacar, porém, que sua aplicabilidade se
restringe ao caso de sistemas bipartites, não sendo, portanto, adequada para estados com
mais de dois q-bits.

3.1.2 Emaranhamento Geométrico

Uma abordagem alternativa para quantificar o emaranhamento é a medida geomé-
trica, que se fundamenta na distância entre um estado quântico e o conjunto dos estados
separáveis. Como discutido em (75), essa linha de pesquisa é amplamente explorada na
literatura, contando com diversas definições e métricas propostas para caracterizar essa
distância (76, 77, 78, 79, 80). Nesta tese, abordaremos o tema seguindo principalmente a
abordagem apresentada em (81).

Podemos quantificar o grau de emaranhamento de um estado quântico, representado
por sua matriz densidade ρ, por meio da menor distância entre ele e o conjunto dos estados
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separáveis ρsep. Essa medida é dada por:

E(ρ) = min
ρsep

d(ρ, ρsep), (3.12)

onde d(ρ, ρsep) é uma métrica de distância no espaço dos operadores de densidade. A escolha
da métrica é crucial, pois diferentes métricas podem levar a diferentes quantificações do
emaranhamento geométrico. As métricas de distância mais comumente empregadas nesse
contexto são baseadas nas normas Schatten-p. Duas dessas normas são de particular
interesse:

• Norma de Hilbert-Schmidt (p = 2): Conhecida também como distância euclidiana
no espaço de Hilbert-Schmidt, é definida como

∥A∥2 =
(
TrA†A

)1/2
, (3.13)

levando à distância d2(ρ, σ) = ∥ρ− σ∥2. Esta métrica é computacionalmente conve-
niente devido à sua simplicidade algébrica, sendo análoga à distância euclidiana em
espaços vetoriais. No entanto, Ozawa demonstrou que a norma de Hilbert–Schmidt
nem sempre é contractiva sob operações quânticas trace-preserving (82). A proprie-
dade de contractividade é fundamental para uma métrica de distância, pois assegura
que a distinguibilidade entre dois estados quânticos não aumente sob evolução física,
seguindo o princípio de que a capacidade de discriminar estados não deve crescer
com o tempo.

• Norma Traço (p = 1): Também conhecida como distância de traço, é definida
como

∥A∥1 = Tr
√
A†A, (3.14)

levando à distância d1(ρ, σ) = ∥ρ− σ∥1. A norma traço possui uma interpretação
operacional direta, pois está intimamente relacionada à distinguibilidade estatís-
tica entre estados quânticos. Essa métrica supera o problema de contratividade
apresentado pela norma de Hilbert-Schmidt

Além dessas, outras métricas podem ser utilizadas, como a distância de Bures
(83, 84) e Fubini-Study (85, 86), cada uma com suas próprias propriedades.

Uma das principais vantagens da medida geométrica de emaranhamento reside em
sua interpretabilidade imediata: quanto maior for a distância de um estado quântico ao
conjunto dos estados separáveis, maior será seu grau de emaranhamento. Essa abordagem
permite visualizar a separabilidade como um subespaço bem definido no espaço de Hilbert,
com o emaranhamento quantificado pela menor distância até essa fronteira.

Além disso, o formalismo geométrico pode ser generalizado para sistemas multi-
partites, possibilitando o cálculo de correlações em sistemas mais complexos. Contudo, a
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determinação dessa medida demanda, em geral, um esforço computacional significativo,
sobretudo em espaços de alta dimensão (77).

3.2 Discórdia
Nos estágios iniciais do desenvolvimento da teoria da informação quântica, o

emaranhamento foi amplamente reconhecido como o recurso central responsável pela
vantagem dos sistemas quânticos em relação aos clássicos. Contudo, esse entendimento
foi revisitado, especialmente após a demonstração, por Knill e Laflamme, de um modelo
de computação quântica que apresentava vantagens em eficiência mesmo na ausência de
emaranhamento (87).

Esse resultado estimulou uma reavaliação do papel exclusivo do emaranhamento.
De maneira independente, Henderson e Vedral (88) e Ollivier e Zurek (89) mostraram
que estados separáveis podem exibir correlações de natureza quântica, essa grandeza
é denominada Discórdia Quântica (QD, do inglês Quantum Discord). Essa noção foi
consolidada por avanços teóricos e experimentas (90, 91).

Nesta seção, exploraremos em detalhes este conceito fundamental, com foco particu-
lar em duas abordagens de quantificação: a Discórdia Quântica, que mantém a formulação
original baseada em medidas de informação, e a Discórdia Geométrica, que fornece uma
versão baseada nas distâncias entre estados quânticos. Utilizaremos (92, 93) como principais
referências.

3.2.1 Discórdia Quântica

Na teoria da informação clássica, a entropia de Shannon H(X) quantifica a incerteza
ou ignorância associada a uma variável aleatória X (94, 95). Formalmente, esta entropia é
definida como

H(X) = −
n∑
i=1

p(xi) log2 p(xi), (3.15)

onde n representa o número de possíveis resultados de X, xi denota cada resultado distinto,
e p(xi) corresponde à probabilidade associada à ocorrência de xi.

Este conceito estende-se naturalmente para sistemas de múltiplas variáveis através
da entropia conjunta H(X, Y ), que mede a incerteza total associada ao par de variáveis
aleatórias (X, Y ), dada por

H(X, Y ) = −
n∑
i=1

m∑
j=1

p(xi, yj) log2 p(xi, yj), (3.16)

sendo p(xi, yj) a distribuição conjunta de probabilidades, onde xi (i = 1, . . . , n) e yj

(j = 1, . . . ,m) representam os possíveis valores de X e Y , respectivamente.
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Outra grandeza que podemos calcular é a entropia condicional H(Y |X), que
quantifica a incerteza remanescente sobre Y quando X é conhecida, dada por

H(Y |X) = −
n∑
i=1

m∑
j=1

p(xi, yj) log2 p(yj|xi) = H(X, Y )−H(X), (3.17)

onde p(yj|xi) denota a probabilidade condicional de yj dado xi (96).

Estas quantidades relacionam-se intimamente através da informação mútua I(X :
Y ), que mede a informação compartilhada entre as variáveis, definida por

I(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X, Y ). (3.18)

O Teorema de Bayes estabelece a relação entre probabilidades condicionais que é

p(xi|yj) = p(xi, yj)
p(yj)

. (3.19)

Utilizando este teorema, podemos expressar a informação mútua em uma forma
alternativa, dada por

J(X : Y ) = H(X)−H(X|Y ), (3.20)

onde H(X|Y ) = H(X, Y ) − H(Y ) é a entropia condicional de X dado Y . Esta forma
interpreta a informação mutua como a redução da incerteza de X, uma vez que medimos
Y . Classicamente as eq.(3.18) e (3.20) são equivalentes, porém quando tratamos do cenário
quântico nem sempre isso será verdadeiro.

No contexto quântico, distribuições de probabilidade são substituídas por operadores
densidade, e somatórios por traços (97, 98).Assim teremos a entropia de von Neumann(99),
que é dada por

S(ρ) = −Tr [ρ log2 ρ] . (3.21)

A informação mútua quântica total para estado bipartido ρAB é

I(ρAB) = S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB), (3.22)

onde ρA = TrB[ρAB] e ρB = TrA[ρAB] são estados reduzidos. Esta quantidade quantifica
correlações totais no estado (100, 101).

Para generalizar (3.20), consideramos medições locais no subsistema B. Diferente-
mente do caso clássico, medições quânticas necessariamente perturbam o sistema. Considere
uma medida positiva operator-valued (POVM) {Bk} aplicada a B. O estado pós-medida,
condicionado ao resultado k, é dado por

ρk = 1
pk

(IA ⊗Bk)ρAB(IA ⊗Bk), (3.23)
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com probabilidade pk = Tr [(IA ⊗Bk)ρAB(IA ⊗Bk)]. A partir desse operador densidade
condicional, a entropia condicional quântica é definida como

S(ρAB | {Bk}) =
∑
k

pkS(ρk). (3.24)

A informação mútua condicionada a uma medição específica é então

J(ρAB | {Bk}) = S(ρA)− S(ρAB | {Bk}). (3.25)

Para obter o equivalente quântico de (3.20), generalizamos sobre todos os POVMs
possíveis. Isso define a medida em B que maximiza a informação acessível sobre A,
resultando na correlação clássica

C(ρAB) = sup
{Bk}

J(ρAB | {Bk}). (3.26)

Note que, se substituirmos (3.25) em (3.26), obteremos

C(ρAB) = S(ρA)−min
{Bk}

S(ρAB | {Bk}). (3.27)

Portanto, a correlação clássica é definida pela medida que menos perturba o sistema.

A Discórdia Quântica D(ρAB) é definida como a diferença entre a informação mútua
total I(ρAB), equação (3.22), e esta correlação clássica

D(ρAB) = I(ρAB)− C(ρAB). (3.28)

A Discórdia Quântica possui propriedades fundamentais, conforme demonstrado em (92):

• DB(ρAB) ≥ 0 (não-negatividade).

• DB é invariante sob unitárias locais UA ⊗ UB.

• DB não aumenta, em média, sob operações locais em A (a ação de operações locais
em B é mais complexa devido à minimização sobre as medições em B).

• Assimetria: Em geral, DA(ρAB) ̸= DB(ρAB). A quantidade de correlação quântica
detectada depende de qual subsistema é medido.

O principal desafio do calculo da discórdia é a minimização sobre todos os POVMs, que
nem sempre possibilitar solução analítica. O que nos leva a pensar em outras possibilidades
para quantificar essa grandeza, como é o caso da discórdia geométrica, que discutiremos
na próxima subseção.
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3.2.2 Discórdia Geométrica

Uma abordagem alternativa, que tem ganhado destaque devido à sua interpretabi-
lidade intuitiva e, em alguns casos, maior tratabilidade analítica, é a Discórdia Geométrica
(DG). De modo análogo ao emaranhamento geométrico, a DG quantifica correlações
quânticas pela distância entre um estado ρ e o conjunto dos estados clássicos, isto é, os
estados que apresentam discórdia nula.

Formalmente, a Discórdia Geométrica é definida por

DG(ρ) = min
χ∈ΩCQ

d(ρ, χ), (3.29)

onde ΩCQ representa o conjunto dos estados clássico–quânticos, e d(ρ, χ) é uma medida
de distância no espaço de operadores densidade. Os estados clássico–quânticos são aqueles
que podem ser escritos na forma

χ =
∑
i

piρ
A
i ⊗ |i⟩⟨i|B, (3.30)

onde {|i⟩} é uma base ortonormal para o subsistema B, ρAi são estados quânticos do
subsistema A, e pi é uma distribuição de probabilidade.

Para definir essa distância, é necessário escolher uma métrica, e duas escolhas
bastante utilizadas na literatura são as normas de Schatten-p: a norma de Hilbert–Schmidt,
correspondente ao caso p = 2, e a norma traço, correspondente a p = 1.

A Discórdia Geométrica na métrica da norma de Hilbert–Schmidt é dada por

DHSG (ρ) = min
χ∈ΩCQ

∥ρ− χ∥2
2, (3.31)

onde ∥X∥2 =
√

Tr(X†X) é a norma de Hilbert–Schmidt.

Essa versão da discórdia geométrica permite, diferentemente da discórdia quântica,
a obtenção de expressões analíticas fechadas para estados arbitrários de dois q-bits, a partir
da identificação explícita do estado clássico mais próximo (102). Apesar de sua simplicidade,
essa versão da discórdia apresenta limitações conceituais importantes. Estudos recentes
apontaram que essa medida pode aumentar sob operações locais reversíveis aplicadas
no subsistema não medido, o que contraria o comportamento esperado de uma boa
quantificadora de correlações quânticas (103).

Como apresentado em (104), a métrica que supera esse problema é a norma traço,
definida por

DTrG (ρ) = min
χ∈ΩCQ

∥ρ− χ∥1, (3.32)

onde ∥X∥1 = Tr
√
X†X é a norma traço. Embora essa métrica apresente propriedades

desejáveis, como a monotonicidade sob operações locais, seu cálculo é, na maioria das
vezes, mais complexo do que o da norma de Hilbert–Schmidt.
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3.3 Coerência

A coerência quântica é uma das características mais fundamentais da mecânica
quântica, estando intrinsecamente ligada à capacidade de um sistema existir em uma
superposição de estados. Ela constitui a base de fenômenos como a interferência e o
emaranhamento, sendo reconhecida como um recurso essencial em diversas tarefas de
informação quântica, incluindo computação quântica, criptografia e metrologia (18). Nesta
seção, utilizaremos como principal referência o formalismo desenvolvido em (105), que
propõe uma estrutura rigorosa para a quantificação da coerência em estados quânticos.

O primeiro passo para quantificar a coerência é a definição dos estados incoerentes.
Para isso, fixa-se uma base ortonormal de referência no espaço de Hilbert H do sistema,
denotada por {|i⟩}di=1. Diz-se que um estado é incoerente nessa base se sua matriz densidade
δ for diagonal, ou seja,

δ =
d∑
i=1

δi |i⟩⟨i| , δi ≥ 0,
d∑
i=1

δi = 1. (3.33)

O conjunto de todos os estados incoerentes é denotado por I. Portanto, qualquer estado
ρ que não seja diagonal nessa base apresenta coerência. É importante ressaltar que a
coerência é dependente da escolha de base, de modo que o conjunto I é definido de acordo
com a base. Utilizaremos ρ para denotar a matriz densidade de um estado qualquer e δ
para matriz densidade dos estados incoerentes.

Na ref. (105), é postulado um conjunto de requisitos que qualquer medida de
coerência, C(ρ), deve satisfazer:

• (C1) C(ρ) ≥ 0, e C(δ) = 0 para todo δ ∈ I. Algumas referencias prefere uma versão
mais forte desse requisito, denotado por (C1’), que indica que C(ρ) = 0, se e somente
se, ρ ∈ I.

• (C2) Monotonicidade: a coerência não deve aumentar sob operações incoerentes.

Podemos escrever uma operação CPTP(do inglês Completely Positive and Trace-
Preserving)(7, 105) por sua decomposição nos termos de Kraus {Kn}, sendo∑n K̂

†
nK̂n =

I, temos
Φ(ρ) =

∑
n

KnρK
†
n, (3.34)

sendo as probabilidades pn = Tr
(
KnρK

†
n

)
e os estados após a medida n dados por

ρn = KnρK
†
n/pn. A operação Φ é dita incoerente (ICPTP, do inglês Incoherent

Completely Positive and Trace Preserving)(105) se cada operador de Kraus que a
compõe preserva o conjunto de estados incoerentes, ou seja KnIK†

n ⊆ I, para todo
n.
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Essa propriedade se desdobra em (C2a) não aumento sob mapas ICPTP: C(ρ) ≥
C(ΦICPTP (ρ)) para todo ΦICPTP e (C2b) Monotonicidade em média sob operações
seletivas: C(ρ) ≥ ∑n pnC(ρn)

• (C3) Convexidade: C(∑n pnρn) ≤ ∑n pnC(ρn). Ou seja, a coerência não deve aumen-
tar sob mistura estatística.

Medidas que satisfazem (C2b) e (C3) automaticamente satisfazem (C2a).

Uma classe natural de quantificadores de coerência surge ao medir a “distância” de
um estado ρ ao conjunto I dos estados incoerentes, portanto

CD(ρ) = min
δ∈I

D(ρ, δ), (3.35)

onde D é uma métrica entre operadores de densidade. Duas escolhas proeminentes que
satisfazem todos os axiomas (C1)–(C3) são a entropia relativa, a norma l1(105).

Sendo a entropia quântica relativa dada por

S(ρ∥σ) = Tr(ρ log2 ρ)− Tr(ρ log2 σ), (3.36)

A entropia relativa da coerência vai ser dada pela minimização dessa grandeza

Crel(ρ) = min
δ∈I

S(ρ∥δ) = S(ρdiag)− S(ρ), (3.37)

onde
ρdiag =

∑
i

⟨i| ρ |i⟩ |i⟩⟨i| (3.38)

é o estado obtido zerando-se os elementos fora da diagonal principal de ρ.

A norma l1 da coerência é dada pelos elementos fora da diagonal

Cl1(ρ) =
∑
i ̸=j

∣∣∣ρij∣∣∣ =
∑
i ̸=j

∣∣∣⟨i| ρ |j⟩∣∣∣. (3.39)

Esta medida é relativamente simples de se calcular, se tornando uma boa ferramenta para
o calculo de coerência.

Outra medida particularmente interessante é a medida definida pela norma traço,
nesse caso ela satisfaz os requisitos (C1’), (C2a) e (C3) (105). A coerência dada pela
norma traço é definida como a distância mínima entre o estado ρ e o conjunto de estados
incoerentes, portanto

CTr(ρ) = min
δ∈I
||ρ− δ||1. (3.40)

É importante notar que, em geral, o estado incoerente mais próximo de ρ não é necessari-
amente sua parte diagonal, ρdiag. Isso significa que, diferentemente da entropia relativa,
esta medida não possui uma forma fechada simples e o processo de minimização precisa
ser realizado.



84 Capítulo 3. Correlações quânticas, coerência e não-separabilidade em sistemas ópticos

A coerência quântica, embora seja um recurso fundamental para tecnologias quânti-
cas, é extremamente frágil frente a interações indesejadas com o ambiente. Esse fenômeno,
conhecido como decoerência, descreve o processo pelo qual um sistema quântico inici-
almente em superposição de estados perde sua coerência devido à efeitos do sistema.
Essa fragilidade motiva estudos para compreender a dinâmica de sistemas quânticos sob
decoerência e desenvolver estratégias para evita-la (106, 107, 108, 109).

3.4 Feixes intensos e correlações
No primeiro capítulo, apresentamos os fundamentos da computação e da informação

quântica, além de discutir os graus de liberdade da luz e as formas de codificação de q-bits
nesses diferentes graus. No capítulo atual, tratamos das correlações quânticas, abordamos
o emaranhamento, a discórdia quântica e, por fim, a coerência. Nesta seção, estabelecere-
mos a conexão entre essas propriedades quânticas e os graus de liberdade da luz, mais
especificamente os modos de um feixe óptico intenso. Para isso, discutiremos a quantização
e não separabilidade dos modos spin-órbita da luz, utilizando como referências(30, 31).

Partindo dos modos spin-órbita, ou seja, aqueles definidos a partir da polarização e
do perfil transverso, primeiramente consideramos a polarização, cujos vetores de base são
êH e êV , respectivamente, polarização horizontal e vertical. Quanto aos modos transversos
Hermite-Gauss de primeira ordem, HG10 e HG01, adotamos como vetores de base h(r)
e v(r), respectivamente. Assim, um modo spin-órbita arbitrário, que combina esses dois
graus de liberdade de um feixe laser, pode ser escrito como

E(r) = AH,h h(r) êH + AH,v v(r) êH + AV,h h(r) êV + AV,v v(r) êV , (3.41)

em que Ai,j são as amplitudes complexas. Por uma questão de normalização ∑i,j |Ai,j|2 = 1,
com i = H,V indicando a polarização e j = h, v referindo-se aos modos transversos. No
nosso caso, por lidarmos com feixes ópticos intensos, essas amplitudes vão estar associadas
às intensidades relativas em cada modo.

Se faz interessante avaliarmos a Eq. (3.41) quanto à separabilidade. Uma função
F (x, y) é dita separável se for possível fatorá-la na forma F (x, y) = f(x).g(y), e não
separável caso não seja possível decompô-la em componentes independentes. Desse modo,
o modo spin-órbita será separável se conseguirmos fatorá-lo como um produto entre uma
função da polarização e uma função do modo transverso, tal que

E(r) = (AH êH + AV êV )(Ahh(r) + Avv(r)) (3.42)

onde AH e AV são as amplitudes associadas aos estados de polarização êH e êV , e h(r)
e v(r) são perfis transversos do modo espacial. Afim de quantificar essa separabilidade
podemos definir uma grandeza que se assemelha à concorrência (72), de modo que teremos

C = 2
∣∣∣AH,h, AV,v − AH,v, AV,h∣∣∣ (3.43)
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Nessa formulação, C = 0 indica um modo separável, enquanto 0 < C < 1 indica um modo
não-separável, com o valor máximo C = 1 correspondendo a um modo maximamente não-
separável. Essa grandeza permite uma conexão direta com o conceito de emaranhamento,
sendo um critério para a não-separabilidade de modos spin-órbita de um feixe laser clássico,
análogo à concorrência para estados quânticos emaranhados de dois q-bits.

Para a classe de modos maximamente não-separáveis, definimos o análogo spin-órbita
dos estados de Bell, dados por

EΦ+(r) = 1√
2
[
h(r) êH + v(r) êV

]
, (3.44)

EΦ−(r) = 1√
2
[
h(r) êH − v(r) êV

]
, (3.45)

EΨ+(r) = 1√
2
[
h(r) êV + v(r) êH

]
, (3.46)

EΨ−(r) = 1√
2
[
h(r) êV − v(r) êH

]
. (3.47)

onde EΦ± correspondem aos modos de polarização radial e EΨ± aos modos de polarização
azimutal. A Figura 23 apresenta a estrutura transversal desses modos.

Figura 23 – Modos spin-órbita análogos aos estados de Bell. Fonte: (31).

Passamos agora para a discussão da quantização dos modos spin-órbita. Para
descrever um feixe clássico no formalismo quântico, consideramos o operador de campo
elétrico de Heisenberg. Na base {ψi(r) êj}, escrevemos

Â(+)(r, t) = ei(kz−ωt)∑
i,j

âij ψi(r) êj, (3.48)

onde âij é o operador aniquilação para um fóton no modo transversal ψi(r) com polarização
êj. Podemos definir novos operadores de aniquilação de modo a mudar a base em que o
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operador do campo é descrito. Definindo os operadores de aniquilação nas bases de Bell,
temos (31)

âψ± = 1√
2
(
âHh ± âV v

)
, (3.49)

âϕ± = 1√
2
(
âHv ± âV h

)
. (3.50)

Seus conjugados Hermitianos â†
ψ± e â†

ϕ± são os operadores de criação corresponden-
tes. Portanto, o operador do campo eletrico pode ser reescrito na base de Bell como

Â(+)(r, t) = ei(kz−ωt)∑
±
âψ±ψ± + âϕ±ϕ±, (3.51)

Uma vez definido o operador de aniquilação âp,λ para cada modo, e seu hermitiano
conjugado â†

p,λ, podemos definir o operador número como

n̂p,λ = â†
p,λâp,λ. (3.52)

O produto tensorial dos autoestados do operador número para os quatro modos da
base {Hh,Hv, V h, V v} forma o estado de Fock geral

|{n}⟩ =
⊗
p,λ

|np,λ⟩ , (3.53)

onde {n} representa o conjunto dos números de ocupação {nHh, nHv, nV h, nV v}.

O estado coerente, que pode descrever aproximadamente um feixe laser intenso
como o utilizado nesta tese, pode ser construído a partir da base de Fock e é definido como

|νp,λ⟩ = e−|ν|2/2
∞∑
n=0

(ν â†
p,λ)n√
n!

|0⟩ , (3.54)

onde |0⟩ é o estado de vácuo, ν é um parâmetro complexo que determina a amplitude e a
fase do estado coerente, e |ν|2 representa o número médio de fótons associado a esse modo.
Um feixe de laser intenso caracteriza-se por um número médio macroscópico de fótons.

De forma análoga, para os modos não separáveis associados aos modos de Bell,
podemos definir estados coerentes como, por exemplo, para o modo |Ψ+⟩, temos (30)

∣∣∣νΨ+

〉
= e−|ν|2/2

∞∑
n=0

(ν â†
Ψ+)n
√
n!

|0⟩ . (3.55)

Essa formulação permite descrever a quantização dos modos spin-órbita em termos de
estados coerentes, possibilitando uma analogia direta entre os modos não separáveis e os
estados quânticos emaranhados.
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Para estender essa discussão ao grau de liberdade de caminho, retomamos a
Eq. (3.48) e acrescentamos o índice k, obtendo

Â(+)(r, t) = ei(kz−ωt) ∑
i,j,k

âijk ψi(r) êj ĉk, (3.56)

onde ĉk é o vetor de caminho, com k = 1, 2 representando os dois possíveis caminhos
do feixe laser.Os operadores de aniquilação que combinam os três graus de liberdade
(polarização p, modo transverso λ e caminho k) podem ser definidos de modo análogo ao
caso spin-órbita. Por exemplo, para o modo não-separável que mistura Hh no caminho 0
com V v no caminho 1, escrevemos

â± = 1√
2
(
âHh0 ± âV v1

)
, (3.57)

cujos conjugados Hermitianos são os operadores de criação â†
±. A partir deles, definimos o

operador número associado
n̂± = â†

± â±. (3.58)

O estado de Fock geral em três graus de liberdade, com ocupações {np,λ,k}, é dado
pelo produto tensorial

|{n}⟩ =
⊗
p,λ,k

|np,λ,k⟩ , (3.59)

onde p ∈ {H,V }, λ ∈ {h, v} e k ∈ {0, 1}. Essa construção permite estender a quantização
para modos que envolvem simultaneamente polarização, perfil espacial e caminho do feixe.

Essa descrição quântica dos três graus de liberdade da luz é equivalente a descrição
dos de liberdade de um feixe laser intenso na aproximação paraxial. Com ela, podemos
empregar feixes intensos nos processos de tomografia de estados e no cálculo das principais
correlações quânticas, como discórdia quântica, emaranhamento e coerência óptica. A coe-
rência óptica é fundamental para a caracterização precisa dessas correlações, possibilitando
a extração de informações sobre a natureza dos fenômenos ópticos envolvidos.
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4 Classificação de não-separabilidade de três
q-bits usando graus de liberdade da luz

A classificação de estados emaranhados é um tópico de grande importância. O
critério da Transposta Parcial Positiva (PPT) (110, 111) é comumente empregado para
classificar estados bipartidos como separáveis ou emaranhados. No entanto, para estados de
alta dimensão, o critério PPT pode falhar, exigindo a aplicação de critérios mais robustos
(112, 113). A complexidade inerente à caracterização completa de estados quânticos de alta
dimensão, que geralmente requer um grande número de medições, impulsionou a busca
por métodos mais eficientes.

Nos últimos anos, a Aprendizagem de Máquina (ML, do inglês Machine Learning)
(114) emergiu como uma ferramenta poderosa para abordar problemas complexos em
diversas áreas, incluindo a mecânica quântica (115, 116). No domínio da informação e
computação quântica, a ML tem sido utilizada, por exemplo, para reduzir erros de medição
em computadores quânticos com q-bits baseados em íons aprisionados (117) e aprimorar
a distribuição de chaves quânticas (118). Além disso, técnicas de medição fraca foram
aprimoradas com o auxílio da ML (119). No campo da óptica, a ML tem encontrado
aplicações em comunicação quântica (120), espectroscopia coerente (121), fibras ópticas
(122), sensores (123) e decodificadores de Momento Angular Orbital (124).

O aprendizado de máquina tem sido utilizado para a classificação de emaranhamento
(125, 126, 127, 128, 129). No contexto de estados quânticos, a ML permitiu estimativas
de alta fidelidade utilizando dados de tomografia parcial, evitando a necessidade de 36
medições de coincidência (130). Classificadores baseados em ML foram propostos para
determinar a separabilidade de estados (131), e redes neurais artificiais foram treinadas
experimentalmente para classificar a separabilidade de estados quânticos sem a necessidade
de todas as informações (132). Medidas parciais também foram empregadas para a
estimativa de estados de sistemas de dois q-bits (133, 134).

No contexto da luz estruturada, diversos modos ópticos multidimensionais foram
investigados no cenário de emaranhamento clássico (135, 136, 137). Circuitos ópticos
lineares para modos spin-órbita, associados a feixes de laser intensos, têm sido utilizados
para simular experimentos de fóton único. Por exemplo, fases topológicas previstas na
evolução de um par de q-bits emaranhados foram observadas em um feixe de laser intenso
(37). Desigualdades quânticas para sistemas bipartidos também foram violadas por modos
spin-órbita maximamente não separáveis, como a desigualdade de Bell (138, 30) e a
contextualidade (139, 35). Para sistemas tripartidos, um análogo do estado GHZ foi
proposto adicionando o grau de liberdade de caminho aos modos spin-órbita (140), e a



90 Capítulo 4. Classificação de não-separabilidade de três q-bits usando graus de liberdade da luz

desigualdade de Mermin foi violada (34). Uma discussão geral sobre a analogia clássico-
quântica da não-separabilidade dos graus de liberdade da luz pode ser encontrada na Ref.
(141). Modelos de aprendizagem profunda têm sido aplicada no reconhecimento de estados
não ortogonais (142) e multi-singularidades (143) da luz estruturada.

Neste capítulo, apresentamos um estudo detalhado sobre a classificação da não-
separabilidade em modos mistos combinando tomografia parcial e métodos de aprendizagem
de máquina. Propomos um circuito óptico inovador para gerar estados mistos tripartidos
nos três graus de liberdade da luz (caminho, polarização e modo transverso) e aplicamos
redes neurais treinadas com dados de tomografia parcial para detectar a não-separabilidade
tripartida. Este trabalho integra resultados inéditos desta tese e constitui uma contribuição
original (144).

Inicialmente, descreveremos o esquema experimental de preparo e reconstrução
tomográfica dos estados tripartidos. Em seguida, apresentaremos o critério de separabilidade
adotado para quantificar a não-separabilidade nesses sistemas quânticos. Posteriormente,
faremos um breve panorama sobre o modelo de aprendizagem de máquina empregado. Por
fim, apresentaremos e discutiremos os resultados obtidos.

4.1 Preparo e tomografia dos modos tripartite
Para estender o estudo para sistemas de três q-bits, escolhemos preparar estados

de Werner (145) tripartites, os quais são produzidos pela mistura de um estado tripartido
maximamente emaranhado, estado GHZ (146),com um estado produto completamente
misto. Tal estado pode ser escrito como

ρABC = a |GHZ⟩ ⟨GHZ|+ 1− a
8 I, (4.1)

onde I representa a matriz identidade no espaço de Hilbert de três q-bits, a ∈ [0, 1] é o
parâmetro de mistura, e |GHZ⟩ é o estado tripartido emaranhado, dado por

|GHZ⟩ = 1√
2

(|000⟩+ |111⟩) . (4.2)

Para a = 1, obtemos o estado GHZ puro, que é maximamente emaranhado. Já para a = 0,
o estado é completamente misto e separável. Para valores intermediários de a ∈ (0, 1), o
estado pode apresentar separabilidade ou não separabilidade, o que motiva sua preparação
e análise em nosso estudo.

Antes de abordarmos a preparação do estado ρabc, correspondente ao estado de
Werner tripartite, analisamos inicialmente a preparação do estado |GHZ⟩ de forma isolada.
A Ref. (140) apresenta um circuito óptico linear para gerar o análogo clássico do estado
GHZ, o qual utilizamos como base para a implementação experimental da preparação do
estado.
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A Figura 24 ilustra o circuito óptico empregado na preparação do estado |GHZ⟩.
A preparação dos modos spin-órbita inicia-se com a utilização de uma placa S (SWP, do
inglês S-wave plate) (147), um elemento óptico projetado para converter a polarização
uniforme de um feixe incidente em uma distribuição espacial de polarização não linear,
como os modos radiais e azimutais. A ação da SWP está intimamente relacionada ao
alinhamento entre a polarização do feixe incidente e o eixo óptico da placa. Quando o feixe
verticalmente polarizado incide com sua direção de polarização alinhada ao eixo principal
da SWP (0°), obtém-se o estado de Bell

∣∣∣ϕ+
〉

= 1√
2
(
|Hh⟩+ |V v⟩

)
. (4.3)

Figura 24 – Circuito óptico para preparação do estado GHZ. Fonte: (140).

Em seguida, o feixe passa pelo primeiro cubo divisor de feixe polarizado (PBS1),
que transmite a componente |Hh⟩ e reflete a |V v⟩. A parte |V v⟩ é descartada utilizando
um Beam Block, a parte transmitida |Hh⟩ é então enviada para uma placa de meia-onda
(HWP1) ajustada a 22,5°, produzindo o estado

|ψ⟩ = 1√
2
(
|Hh⟩+ |V h⟩

)
. (4.4)

Esse estado, então, passa pelo segundo cubo divisor de feixe polarizado (PBS2), que
introduz o grau de liberdade de caminho: a componente com polarização horizontal é
transmitida pelo PBS2, seguindo pelo caminho |k1⟩, enquanto a componente vertical é
refletida, seguindo pelo caminho |k0⟩. Dessa forma, pelo caminho |k1⟩ obtemos o estado

1√
2 |k1Hh⟩ = 1√

2 |100⟩, e pelo caminho |k0⟩ obtemos o estado 1√
2 |k0V h⟩ = 1√

2 |010⟩.

A parte do feixe que percorre o caminho |k0⟩ então passa pela HWP3 com ângulo
45◦, e a rotação na polarização gera o estado

1√
2
|000⟩ (4.5)
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Para o caminho |k1⟩, temos também uma placa de meia-onda (HWP2) ajustada a 45◦,
que resulta no estado 1√

2 |110⟩. Ao passar pelo PBS4, essa componente é refletida e, em
seguida, atravessa um prisma de Dove girado em 45◦ (DP45◦), o qual promove uma rotação
no modo transverso e leva ao estado

1√
2
|111⟩ (4.6)

Combinando as duas partes do feixe, obtemos o estado |GHZ⟩.

A preparação do modo análogo ao estado de Werner tripartite pode ser realizada
pelo circuito óptico mostrado na Figura 25.O bloco vermelho rotulado “GHZ States”
representa a preparação do estado GHZ que acabamos de apresentar. O filtro neutro
NFGHZ de transmitância TGHZ é associado ao parâmetro de mistura a, controlando o peso
de GHZ no estado no estado ρABC .

Figura 25 – Circuito óptico para preparação do estado de Werner tripartite. Fonte: (144).

A mistura do modo GHZ com o estado completamente misto I é feita usando um
divisor de feixes (BS) em cada caminho do modo GHZ. No caminho k0, o BS0 mistura
o modo |0 i j⟩, onde i = H, V e j = h, v, representando modos spin-órbita produto.
Esses modos são gerados por quatro lasers independentes e cada um com a mascara
holografica e polarização para o modo desejado, preparando |Hh⟩, |V h⟩, |V v⟩ e |Hv⟩, e
então combinados por PBS1, PBS2 e BSA. No caminho k1, o BS1 faz a mistura do modo
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|1 i j⟩, preparado por mais quatro lasers e unidos por PBS3, PBS4 e BSB. Após BSA e
BSB, utilizam-se os filtros neutros NF0 e NF1, ambos com transmitância

T0 = T1 = 1− a
8 , (4.7)

de modo a controlar o peso dos modos produto na mistura final.

A Figura 26 representa o circuito óptico para a tomografia do modo tripartite.
O quadro Spin-Orbit Tomo, corresponde à tomografia dos modos spin-órbita, conforme
descrito na Seção 2.4.4. Observe que a tomografia do estado tripartite nada mais é do
que a tomografia de caminho, apresentada na Seção 2.4.3, realizada simultaneamente
com a tomografia dos modos spin-órbita, o que implica um acréscimo de complexidade
considerável.

Figura 26 – Circuito óptico para tomografia de três q-bits. Fonte: (144).

Para o estado bipartite, temos a medida de três bases para cada sistema, com 9
combinações dos elementos ópticos, o que gera 36 saídas a serem registradas. No caso
tripartite, teremos 216 saídas a serem registradas, tomadas 8 a 8 para cada configuração
de base, totalizando 27 combinações dos elementos ópticos. Portanto, a complexidade
cresce de 9 para 27 configurações distintas.

Simulamos computacionalmente tanto o circuito de preparação do estado quanto a
tomografia do sistema tripartite, empregando o formalismo de Jones em MATLAB. Para o
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treinamento da rede neural, realizamos a tomografia completa de três q-bits. Para o teste,
consideramos uma tomografia parcial, incluindo o erro experimental, em que as medições
foram restritas a SZ , isto é, à base computacional.

4.2 Classificação de separabilidade via rede neural

4.2.1 Critério de separabilidade utilizado

Para implementar aprendizado supervisionado com rede neural (NN, do inglês Neu-
ral Network), é necessário fornecer rótulos de atributo durante o processo de treinamento.
No nosso caso, devemos atribuir “separável” e “não separável” a cada modo utilizado no
treinamento da NN.

Para sistemas bipartites, o critério de Peres-Horodecki, também conhecido como
Transposição Parcial Positiva (PPT), é uma condição suficiente para determinar a separa-
bilidade ou não separabilidade de um estado misto bipartite.

No entanto, para sistemas de três q-bits, o critério PPT pode falhar, sendo necessário
o uso de outros critérios. Gühne e Seevinck (113) propuseram critérios diretos baseados
em elementos das matrizes densidade.

É importante distinguir dois tipos de separabilidade em sistemas tripartites: o
estado totalmente separável (FS, do inglês Fully Separable) e o estado bisseparável (BS,
do inglês Biseparable).

Um estado tripartite puro totalmente separável pode ser escrito como o produto
tensorial de estados individuais,

∣∣∣ΨA,B,C
FS

〉
= |ψA⟩ ⊗ |ψB⟩ ⊗ |ψC⟩ , (4.8)

enquanto um estado misto tripartite será totalmente separável se sua matriz densidade
puder ser expressa como soma convexa de estados puros totalmente separáveis,

ρABCFS =
∑
k

pk
∣∣∣Ψk

FS

〉 〈
Ψk
FS

∣∣∣ . (4.9)

Um estado puro bisseparável pode ser escrito como
∣∣∣ΨA,B,C

BS

〉
= |ψA⟩ ⊗ |ψBC⟩ , (4.10)

onde a partição bipartite BC pode estar emaranhada. Combinações de diferentes partições
também são consideradas bisseparáveis. Um estado misto bisseparável é dado por

ρBS =
∑
k

pk
∣∣∣Ψk

BS

〉 〈
Ψk
BS

∣∣∣ . (4.11)
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Seguindo, utilizamos dois critérios para classificar separabilidade no processo de
aprendizado supervisionado. Para qualquer estado tripartite bisseparável, vale (113)

ρ1,8 ≤
√
ρ2,2 ρ7,7 +√ρ3,3 ρ6,6 +√ρ4,5 ρ5,5, (4.12)

sendo ρi,j o elemento (i, j) da matriz densidade. Essa desigualdade é condição necessária
e suficiente para estados bisseparáveis, e sua violação implica emaranhamento tripartite
genuíno.

Para um estado tripartite totalmente separável, o critério é (113)

|ρ1,8| ≤
(
ρ2,2 ρ3,3 ρ4,4 ρ5,5 ρ6,6 ρ7,7

)1/6
, (4.13)

que é condição necessária e suficiente para avaliar a separabilidade de estados de Werner.

Com isso, definimos os rótulos para o aprendizado supervisionado: “1” para estados
separáveis e “0” para não separáveis. Em seguida, apresentamos a arquitetura da rede
neural implementada.

4.2.2 Rede Neural para classificação de separabilidade

Não é objetivo desta tese aprofundar-se nas especificidades da técnica de apren-
dizagem de máquina utilizada. Por isso, apresentamos a seguir um breve resumo do seu
funcionamento, suficiente para a compreensão dos resultados obtidos. Para uma descrição
mais detalhada, indica-se a Ref. (144).

A ideia central consiste em treinar a rede neural com um conjunto de dados
simulados, onde as matrizes densidade são calculadas numericamente a partir da simulação
da tomografia total e rotuladas como separáveis ou não-separáveis de acordo com os
critérios de Gühne–Seevinck.

A estrutura da rede neural adotada neste estudo consiste em três camadas principais:

• Camada de entrada: composta por N neurônios correspondentes aos elementos
reais e imaginários da matriz densidade a ser analisada. Para o estado tripartite,
N = 64, referentes à matriz densidade 8× 8.

• Camada oculta: composta por 10 neurônios, cada um com ativação do tipo ReLU
(Rectified Linear Unit) (148), cuja função é dada por

fReLU(x) = max(0, x).

Esta camada é responsável por identificar padrões não-lineares nas correlações entre
os elementos da matriz densidade.
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• Camada de saída: um único neurônio com função de ativação sigmoide (149),

fσ(x) = 1
1 + e−x , (4.14)

cuja saída é um valor no intervalo [0, 1]: valores próximos a 1 indicam que o estado é
separável, e valores próximos a 0 indicam que o estado é emaranhado.

Durante o treinamento, as matrizes densidade simuladas foram associadas a rótulos
binários, seguindo o critério de Gühne–Seevinck, sendo "0" para estados emaranhados e
"1" para estados separáveis. A função custo utilizada na otimização dos pesos da rede foi
a entropia cruzada binária, minimizada por meio do método do gradiente descendente
estocástico, com taxa de aprendizado de 0,3. O processo de treinamento foi realizado por
10.000 épocas, com divisão dos dados em 70% para treinamento e 30% para validação,
garantindo que os estados do conjunto de teste não fossem previamente apresentados à
rede.

No contexto de redes neurais, uma época corresponde a uma varredura completa
por todo o conjunto de dados de treinamento. Ou seja, em cada época, todos os exemplos
de entrada (neste caso, matrizes densidade simuladas) são apresentados à rede uma vez,
com os pesos sendo ajustados iterativamente em busca da minimização do erro entre a
saída predita e o rótulo conhecido. A repetição desse processo por múltiplas épocas permite
à rede aprender os padrões presentes nos dados, refinando progressivamente os pesos das
conexões internas.

4.3 Resultados

Estudamos os estados tripartite considerando o critério de bisseparabilidade
(Eq. (4.12)) e o critério de separabilidade total (Eq. (4.13)).

Em ambos os casos, realizamos, utilizando o formalismo de Jones, simulações da
preparação e da tomografia completa de todos os estados, a fim de obter sua classificação de
separabilidade. Em seguida, efetuamos uma nova simulação envolvendo a preparação e uma
tomografia parcial. Nesse segundo cenário, para o grau de liberdade de caminho, restringimo-
nos à base computacional, sem incluir projeções nas bases diagonal/antidiagonal ou circular
direita/esquerda.

Para bisseparabilidade, os resultados são apresentados na Figura 27(a). O critério
aponta não separabilidade para a > 0,43, delimitada pela região cinza. Os pontos azul-
escuros indicam os estados classificados como não separáveis pela rede neural, e os azul-
claros, bisseparáveis. A classificação pela rede neural mostrou-se muito precisa.
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Para separabilidade total, os resultados são apresentados na Figura 27(b). Nesse
caso, os estados apresentam não-separabilidade para a > 0, 2, o que também foi verificado
pela classificação da rede neural.

Figura 27 – Classificação por rede neural para sistemas tripartite, simulando erros nos
dispositivos ópticos: (a) treinamento e teste usando o critério de bissepara-
bilidade; (b) usando o critério de separabilidade total. A região cinza indica
a região de emaranhamento utilizando o critério de Gühne e Seevinck (113).
Fonte: (144), adaptado pelo autor.

Considerando a dificuldade da tomografia completa de modos, especialmente para
estados de maior dimensão que exigem elementos ópticos astigmáticos e controle de fase,
uma contribuição importante é o estudo da classificação de separabilidade apoiada por
Aprendizado de Máquina. Ao treinar o ML com medidas tomográficas parciais, identificamos
a não-separabilidade com eficiência máxima mesmo medindo apenas na base computacional
para o caminho, o que é notável, pois permite avaliar a separabilidade de modos tripartites
com 72 medidas projetivas em vez das 216 necessárias para uma tomografia completa.
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5 Estudo de correlações quânticas geométri-
cas em modos spin-órbita

Como abordado no Capítulo 3, correlações quânticas são essenciais em diversos
processos, sendo caracterizadas por diferentes quantificadores. A caracterização destas
correlações entre partes de um sistema quântico, bem como a compreensão das relações
entre elas, é um tema central tanto do ponto de vista fundamental quanto aplicado.
Entender e quantificar essas correlações é de extrema importância para compreender
a origem das vantagens quânticas em computação e no processamento de informação
quântica.

O estudo das correlações quânticas, em particular da coerência, do emaranhamento e
da discórdia, tem motivado diversos trabalhos que buscam compreender suas inter-relações
e respectivas implicações físicas. A Ref.(150) apresenta um estudo relevante nesse contexto,
cujo propósito é estabelecer relações analíticas explícitas entre discórdia e coerência, bem
como entre emaranhamento e coerência, considerando duas classes específicas de estados
de dois q-bits: os estados Bell-diagonais e os estados do tipo X(151, 152).

Essas duas classes de estados são especialmente interessantes do ponto de vista
teórico e experimental, pois suas estruturas matemáticas permitem uma descrição sim-
plificada, o que facilita a análise e a quantificação das diferentes formas de correlação
quântica.

A classe de estados-X, por exemplo, recebem esse nome devido à forma da sua
matriz densidade, apresentando elementos não nulos apenas na diagonal principal e na
diagonal secundária (ou antidiagonal), formando visualmente a letra “X”. A estrutura
geral de um estado-X é dada por

ρX =


ρ11 0 0 ρ14

0 ρ22 ρ23 0
0 ρ32 ρ33 0
ρ41 0 0 ρ44

 , (5.1)

Devido a essa estrutura restrita, os estados-X têm sido amplamente utilizados em estudos
de correlações quânticas, não apenas por permitirem expressões analíticas compactas para
medidas como a discórdia quântica e a coerência, mas também por abrangerem, como
casos particulares, estados fisicamente relevantes como os estados de Bell e os estados de
Werner.

Podemos representar uma classe geral de estados-X a partir da expansão em
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operadores de Pauli. Nesse formalismo, o estado é escrito como

ρX = 1
4

I4 + s σ3 ⊗ I + c I ⊗ σ3 +
3∑
j=1

rj σj ⊗ σj

 , (5.2)

onde σj são as matrizes de Pauli (j = 1, 2, 3), e os parâmetros reais r1, r2, r3, s e c

determinam completamente o estado.

Os estados Bell-diagonais são um caso particular de estado-X que possui uma
estrutura ainda mais simples, s = c = 0, assim sendo caracterizados apenas pelos três
parâmetros r1, r2, r3.

A partir da Eq. (5.2), podemos escrever os elementos da matriz densidade do
estado-X como funções dos parâmetros rj, s e c, temos

ρ11 = 1
4(1 + r3 + s+ c), ρ22 = 1

4(1− r3 + s− c),

ρ33 = 1
4(1− r3 − s+ c), ρ44 = 1

4(1 + r3 − s− c),

ρ14 = ρ41 = 1
4(r1 − r2), ρ23 = ρ32 = 1

4(r1 + r2).

(5.3)

Os parâmetros s e c tornam a análise dos estados do tipo X mais complexa,
especialmente no que diz respeito à descrição de sua região de existência. No caso dos
estados Bell-diagonais, essa caracterização é mais direta, pois pode ser visualizada em
um espaço tridimensional restrito aos parâmetros r1, r2 e r3. Já para os estados-X, é
necessário fixar pelo menos dois dos parâmetros para permitir uma visualização geométrica
semelhante.

Para realizar essa análise, utilizamos a condição de positividade da matriz den-
sidade ρ, que, quando expressa em termos dos parâmetros rj, s e c, impõe as seguintes
desigualdades

|r1 − r2| ≤
√

(1 + r3)2 − (s+ c)2, |r1 + r2| ≤
√

(1− r3)2 − (s− c)2. (5.4)

Essas duas desigualdades determinam o volume de estados-X fisicamente permitidos.
Ao variar os valores de s e c,a ref. (150) avalia que a região de existência desses estados se
modifica, alterando tanto o contorno dos estados físicos quanto a geometria do subconjunto
de estados separáveis contido nesse volume.

Para o estudo das relações entre diferentes correlações quânticas, foram escolhidos,
como quantificadores, os medidores geométricos definidos por distâncias mínimas em
relação a conjuntos específicos de estados de referência. Portanto, as correlações são
expressas como

E(ρ) = min
ρsep

d(ρ, ρsep), D(ρ) = min
ρcc

d(ρ, ρcc), C(ρ) = min
ρinc

d(ρ, ρinc), (5.5)
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onde, assim como vimos no capitulo 3, ρsep pertence ao conjunto dos estados separáveis,
ρcc pertence ao conjunto dos estados clássico-quânticos e ρinc ao conjunto dos estados
incoerentes.

A Ref(150), utiliza a norma traço como medida de distância que é, lembremos,
definida por

|A|1 = Tr
[√
A†A

]
. (5.6)

Dessa forma, a distância entre dois estados ρ e σ é

d1(ρ, σ) = |ρ− σ|1. (5.7)

Para o emaranhamento a expressão geral da medida geométrica é dada por

E(ρ) = min
ρsep∈S

1
2 ||ρ− ρsep||1 = min ρsep∈STr |ρ− ρsep| , (5.8)

onde S é o conjunto dos estados separáveis. Para o caso particular dos estados-X, foi
demonstrado (81), que

E = 1
2 max

{
0, |r1 ± r2| −

√
(1± r3)2 − (s± c)2

}
. (5.9)

Para estados-X, a medida geométrica de emaranhamento baseada na norma traço recupera
exatamente a expressão da concorrência.

Para discórdia geométrica, vamos nos basear na expressão fechada (150, 153),
teremos que

D(ρ) =


|r1|, se ∆ > 0,√

r2
1 max(r2

3, r
2
2 + s2)− r2

2 min(r2
3, r

2
1)

max(r2
3, r

2
2 + s2)−min(r2

3, r
2
1) + r2

1 − r2
2
, se ∆ ≤ 0,

(5.10)

sendo ∆ = r2
3 − r2

1 − s2.

Já a coerência geométrica, baseada na norma traço, para os estados do tipo X,
assume uma forma particularmente simples, que é

C(ρ) = max (|r1|, |r2|) . (5.11)

A partir dessas relações, a Ref. (150) estuda o comportamento e a relação dessas
correlações sob a ação de três canais de ruído: Bit Flip, Phase Damping e Depolarizing.

Para os estados Bell-diagonais, o estudo revelou a existência de relações analíticas
entre emaranhamento e coerência, bem como entre discórdia e coerência, sob a ação de
todos os canais de ruído considerados. Em muitos desses casos, tais relações se mostraram
lineares, o que facilita a compreensão das interdependências entre as diferentes formas de
correlação quântica.
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Por outro lado, a análise dos estados do tipo X introduziu uma camada adicional
de complexidade, uma vez que sua descrição completa requer cinco parâmetros. Essa
complexidade se reflete, por exemplo, na modificação da região de existência desses
estados.

No caso dos estados-X, a ref(150) descreve diferentes regiões que determinam a
forma da discórdia geométrica, e para cada uma dessas regiões, investigou-se a possibilidade
de uma relação analítica com a coerência. Foi demonstrado que a discórdia pode exibir três
comportamentos distintos:(i) regiões em que permanece constante, independentemente
da coerência;(ii) regiões em que decai de forma quadrática, sem depender diretamente
da coerência;(iii) regiões onde depende da coerência de maneira mais ou menos trivial,
dependendo do canal de ruído aplicado.

A principal conclusão do estudo apresentado em Ref. (150) é que, entre as três
correlações quânticas consideradas, a coerência, a discórdia e o emaranhamento, apenas a
coerência se mostra essencial para a existência das demais. Em outras palavras, a coerência
é a correlação fundamental, sendo condição necessária para que um estado bipartido
apresente emaranhamento ou discórdia.

Mostrando acordo com trabalhos anteriores. Tan et al.(154) demonstraram que a
coerência correlacionada em sistemas bipartidos é uma condição necessária para a presença
de discórdia. Por outro lado, Streltsov et al.(155) mostraram que a coerência é necessária
para a geração de emaranhamento.

Este resultado reforça a compreensão de que a coerência quântica exerce um papel
central na estrutura das correlações quânticas, funcionando como o recurso primordial
para as demais correlações.

Motivados por esses estudos e pelo fato de que a abordagem geométrica do cálculo
das correções quânticas não foi abordad no cenário de modos spin-órbita, neste capítulo
exploraremos essas grandezas, coerência, discórdia e emaranhamento para outras classes
de estados do tipo X, utilizando para isso a codificação em modos spin-órbita da luz. É
importante ressaltar, portanto, que neste capítulo estamos usando a definição geométrica
das três correlações conforme a referência (150).

5.1 Aplicação para modos spin-órbita tipo X

Conforme discutido no Capítulo 3, existe uma correspondência entre certas correla-
ções quânticas e propriedades de estados de feixes clássicos. Dessa forma, ao utilizarmos
feixes intensos com modos spin-órbita, torna-se possível calcular análogos clássicos dessas
correlações, permitindo a investigação de aspectos estruturais do emaranhamento, da
coerência e da discórdia por meio de óptica clássica.
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Para nós, os estados do tipo-X são particularmente interessantes, uma vez que já
realizamos tanto simulações teóricas (156) quanto implementações experimentais (157)
nesse contexto. A proposta deste trabalho é expandir o estudo apresentado em (150)
utilizando feixes intensos com graus de liberdade spin-órbita, adotando uma abordagem
inicialmente computacional e, posteriormente, experimental.

5.1.1 Resultados de simulação de circuitos ópticos

Apresentaremos aqui o resultado da simulação de circuitos ópticos de preparação e
de tomografia para modos spin-órbita tipo X. São apresentadas três classes de estados.

A primeira classe de estados considerada corresponde a uma mistura entre o estado
de Bell |ϕ+⟩ e o estado produto |V v⟩, descrita por

ρ1 = a
∣∣∣ϕ+

〉 〈
ϕ+
∣∣∣+ (1− a) |V v⟩ ⟨V v| , (5.12)

em que a ∈ [0, 1] é o parâmetro de mistura. Essa família de estados é particularmente inte-
ressante para análise, pois permite investigar a transição contínua de um estado puramente
separável (a = 0) para um estado maximamente emaranhado (a = 1), possibilitando o
acompanhamento do comportamento das correlações quânticas ao longo dessa interpolação.

A Figura 28 apresenta a montagem experimental utilizada para a preparação dessa
classe de estados. O laser 1, inicialmente polarizado verticalmente, ao atravessar a S-Plate
ajustada em 0◦ (SWP0◦), gera o estado de Bell |ϕ+⟩. Por sua vez, o laser 2, também
verticalmente polarizado, ao incidir sobre a máscara holográfica (M01), é convertido para
o modo transverso HG01, produzindo assim o estado produto |V v⟩. Os dois feixes são
combinados em um cubo divisor de feixes (BS), sendo que a transmitância dos filtros
neutros (NF1 e NF2) posicionados em cada caminho é responsável pelo controle dos pesos
estatísticos na mistura final. O estado preparado é então conduzido ao circuito óptico de
tomografia dos modos spin-órbita, conforme descrito na Seção 2.4.4. A tomografia permite
a reconstrução da matriz densidade do estado, a partir da qual é possível calcular os
parâmetros ri, s e c. Com esses valores, determinamos as correlações quânticas de interesse
e a coerência geométrica por meio das Equações (5.9), (5.10) e (5.11).

Estes circuitos são simulados utilizando o formalismo de Jones, conforme descrito
no Capítulo 1. O estado spin-órbita é representado de forma vetorial, enquanto os aparatos
ópticos que atuam sobre ele durante o processo são modelados por matrizes. A partir dessa
representação, é possível reconstruir a matriz densidade de cada estado e, a partir dela,
calculamos discórdia, emaranhamento e coerência geométricos.

A Figura 29 apresenta os resultados dos cálculos das correlações para o estado
ρ1. As linhas representam os valores teóricos, enquanto os pontos correspondem aos
valores da simulação do preparo e tomografia. As diferentes grandezas calculadas estão
representadas por cores distintas: a discórdia geométrica em vermelho, a coerência em
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Figura 28 – Circuito óptico para preparação do estado de ρ1. Fonte: Autor.

verde e o emaranhamento geométrico em cinza. A simulação foi implementada em Python,
utilizando o formalismo de Jones para modelar tanto a preparação quanto a tomografia
dos estados.

Figura 29 – Evolução das correlações para simulação de ρ1. Fonte: Autor.

Simulamos as medidas para os valores de mistura a = 0, ; 0,25, ; 0,5, ; 0,75, ; 1.
Nesse caso, todas as grandezas analisadas exibiram um crescimento aproximadamente
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linear, o que é consistente com a transição linear de um estado puro separável para um
estado maximamente emaranhado. É interessante notar que o comportamento da discórdia
geométrica difere daquele da discórdia quântica, apresentado na ref. (156).

O segundo estado que estudamos corresponde à mistura de estados de Bell com
paridades distintas, definida por

ρ2 = a
∣∣∣ϕ+

〉 〈
ϕ+
∣∣∣+ (1− a)

∣∣∣ψ−
〉 〈
ψ−
∣∣∣ . (5.13)

Lembramos que os estados de Bell envolvidos são dados por
∣∣∣ϕ+

〉
= 1√

2
(|Hh⟩+ |V v⟩), (5.14)

e ∣∣∣ψ−
〉

= 1√
2

(|Hv⟩ − |V h⟩). (5.15)

Essa mistura é particularmente interessante, pois combina dois estados com correla-
ções máximas, mas com paridades distintas. A Figura 30 apresenta o esquema experimental
utilizado para o preparo e a medição desses estados. O laser 1, assim como no preparo do
estado anterior, ao passar pela S-Plate ajustada em 0◦ (SWP0◦) com polarização vertical,
gera o estado de Bell |ϕ+⟩. Já o laser 2, também com polarização vertical, produz o estado
|ψ−⟩ ao atravessar a S-Plate ajustada em 90◦ (SWP90◦). A mistura entre os dois feixes é
realizada no cubo divisor de feixes, e os filtros neutros (NF) posicionados nos caminhos
ópticos controlam o peso estatístico de cada componente na mistura. As simulações foram

Figura 30 – Circuito óptico para preparação do estado de ρ2. Fonte: Autor.

realizadas para os mesmos valores de a. A Figura 31 apresenta os resultados obtidos
para as correlações quânticas do estado ρ2. Observa-se que, à medida que a mistura se



106 Capítulo 5. Estudo de correlações quânticas geométricas em modos spin-órbita

aproxima da condição de pesos balanceados (a = 0,5), as correlações decrescem de forma
aproximadamente linear, enquanto a coerência se mantém no valor máximo. Nesse ponto,
tanto a discórdia geométrica quanto o emaranhamento geométrico se anulam, embora
a coerência permaneça diferente de zero. Esse comportamento ilustra um dos aspectos
discutidos em (150): discórdia e emaranhamento dependem da coerência, mas a coerência
não depende diretamente desses correlações. Por fim estudamos o estado de Werner, uma

Figura 31 – Evolução das correlações para simulação de ρ2. Fonte: Autor.

classe de estados bipartidos que desempenha um papel fundamental em diversos cenários
da informação quântica. Esse estado é definido como uma combinação entre um estado
maximamente emaranhado de Bell e um estado incoerente (145). Vai ser dado por

ρW = a|ϕ+⟩⟨ϕ+|+ (1− a)
4 I (5.16)

onde |ψBell⟩ é o estado de Bell par, I é a matriz identidade de dimensão 4× 4, e a ∈ [0, 1]
quantifica o peso da contribuição do estado puro emaranhado na mistura. O estado de
Werner é particularmente interessante por apresentar uma transição entre regimes separável
e emaranhado: ele é separável para a ≤ 1

3 e torna-se emaranhado quando a > 1
3 . Essa

propriedade o torna um modelo relevante para investigar a fronteira entre correlações em
sistemas bipartidos.

A Figura 32 mostra o circuito óptico proposto para a preparação do estado de
Werner. O estado incoerente, I, é gerado por meio de quatro lasers independentes, cada
um preparando um dos estados produto |Hh⟩, |V v⟩, |Hv⟩ e |V h⟩. Para isso, empregamos
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polarizadores para definir as polarizações horizontal (H) e vertical (V ), e máscaras
holográficas para gerar os modos transversos h e v. Filtros neutros (NF) são utilizados para
controlar a transmissão de cada feixe, esse parâmetro está associado ao peso estatístico no
estado final.

Figura 32 – Circuito óptico para preparação do estado de Werner. Fonte: (144).

Os pares de modos {|Hh⟩ , |V v⟩} são combinados no primeiro cubo separador
de polarização (PBS1), enquanto os ímpares {|Hv⟩ , |V h⟩} se sobrepõem no segundo
PBS (PBS2). Em seguida, ambas as saídas são reunidas em um divisor de feixes (BS),
que alimenta um interferômetro de Mach–Zehnder com espelho adicional (MZIM). Como
mencionado, o MZIM atua como seletor de paridade: os modos pares emergem por uma das
saídas, enquanto os ímpares saem pela outra. No entanto, por entrarem em portas distintas,
tanto os modos pares quanto os ímpares emergem pela mesma saída do interferômetro,
garantindo assim a mistura uniforme necessária para simular o estado completamente
misto.

O estado de Bell é produzido por outro laser independente, ao passar pela S-Plate.
Utilizando um feixe polarizado verticalmente, e a S-Plate à 0◦, temos |ϕ+⟩. Esse feixe
então passa por um filtro neutro (NF), de modo que sua transmitância é controlada. Por
fim, ambos os feixes são combinados em um divisor de feixes (BS), produzindo o estado
de Werner ρw. Esse estado então é enviado para a tomografia de modos spin-órbita.

A Figura 33 apresenta os resultados obtidos para as correlações do estado de
Werner. Conforme discutido anteriormente, para a ≤ 1

3 o estado é separável, embora ainda
apresente valores não nulos de discórdia e coerência. Esse comportamento evidencia a
independência entre essas grandezas e o emaranhamento, reforçando que tanto a discórdia
quanto a coerência podem estar presentes mesmo na ausência de emaranhamento.

Os resultados de nossas simulações corroboram as conclusões apresentadas em (150)
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Figura 33 – Evolução das correlações para simulação de ρw. Fonte: Autor.

e reforçam a importância da coerência como um componente fundamental para o surgimento
de correlações quânticas. Na subseção seguinte, apresentamos os resultados experimentais
obtidos a partir da reconstrução da matriz densidade dos estados preparados em laboratório.

5.1.2 Resultados experimentais

Apresentaremos agora os resultados experimentais, obtidos a partir da preparação
e realização da tomografia de modos spin-órbita. O estado de Werner, devido à necessi-
dade de pelo menos cinco fontes laser independentes, torna-se extremamente complexo
de ser implementado laboratório. Por outro lado, os estados ρ1 e ρ2 são mais viáveis
experimentalmente, sendo justamente esses os estados que foram efetivamente medidos.

Para o estado ρ1 utilizamos a montagem experimental apresentada na Figura 28.
Foram utilizados dois lasers independentes Saphire da Coherent, de mesmo modelo e
ajustados para operar com intensidades equivalentes, de modo a minimizar variações
espectrais e reduzir erros associados às diferenças entre as fontes.

A Figura 34 apresenta os resultados dos cálculos das correlações para ρ1 a partir da
matriz de densidade experimental. As curvas cheias são os valores esperados teoricamente.
Assim como nas simulações, fizemos para a = 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1, utilizando os filtros
NF para controle da intensidade relativa entre os lasers.

Observa-se que a discrepância em relação à curva teórica aumenta com o valor
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Figura 34 – Evolução das correlações para o resultado experimental de ρ1. Fonte: Autor.

de a, o que indica que efeitos sistemáticos, como imperfeições nos elementos ópticos e
desalinhamentos, tornam-se mais significativos à medida que o estado se aproxima do
estado de Bell |ϕ+⟩. Esses desvios podem ser atribuídos a limitações experimentais, tais
como imprecisões no ajuste dos ângulos das placas de onda e do prisma de Dove, redução
da visibilidade interferométrica e, de forma particularmente relevante, aos erros associados
ao astigmatismo introduzido pelo conjunto de lentes cilíndricas.

Para o estado ρ2 foi empregada a montagem experimental ilustrada na Figura 30.
Os resultados obtidos a partir da reconstrução experimental desse estado são apresentados
na Figura 35, onde são exibidos os valores das correlações calculadas. Observa-se que os
desvios em relação aos valores teóricos tornam-se mais pronunciados na vizinhança dos
estados de Bell, indicando maior sensibilidade desses pontos a imperfeições experimentais.
Além disso, verifica-se que a coerência é particularmente afetada pelos erros presentes no
processo experimental, refletindo a sua natureza mais suscetível a ruídos e imprecisões de
medida.

Em ambos os casos, os resultados experimentais apresentaram boa concordância
com as previsões teóricas, embora acompanhados de desvios que evidenciam a sensibilidade
das grandezas analisadas. Tais discrepâncias ressaltam a complexidade inerente à medição
de correlações quânticas, mesmo em implementações ópticas baseadas em luz clássica. Con-
firmamos que o uso de lasers intensos se mostra eficaz na emulação de correlações quânticas,
reforçando a validade da analogia clássico-quântica para investigar esses fenômenos.
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Figura 35 – Evolução das correlações para o resultado experimental de ρ2. Fonte: Autor.

5.1.3 Resultados de simulação com modelo de ruído

Na Ref. (157) foi proposto um modelo simplificado de ruído branco com o obje-
tivo de descrever os desvios observados entre os resultados experimentais e as previsões
teóricas. Esse modelo consiste na mistura estatística entre o estado teórico ρ e o estado
completamente misto I, resultando no estado efetivo

ρ′ = (1− α)ρ+ α
(1

4I
)
, (5.17)

onde α ∈ [0, 1] quantifica a intensidade do ruído.

A Ref. (157) apresenta uma análise desse modelo para diferentes valores de α,
de modo a investigar o comportamento do estado conforme a intensidade do ruído é
aumentada. Com isso, é possível ajustar a curva teórica de forma a aproximá-la dos
resultados experimentais, permitindo compreender melhor a contribuição dos efeitos de
ruído na preparação e medição dos estados.

Com o intuito de aproximar os resultados de nossas simulações daqueles reportados
experimentalmente, repetimos as simulações para os três estados propostos, desta vez
incorporando o modelo de ruído aos estados simulados numericamente. Para essa análise,
fixamos o parâmetro em α = 0.15, valor que representa uma intensidade moderada de
ruído.

Iniciamos pela análise do estado ρ1, cujos resultados são apresentados na Figura 36.
Observa-se que, apesar da simplicidade do modelo adotado, este é capaz de reproduzir de
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forma satisfatória as principais tendências dos resultados experimentais. Entretanto, suas
limitações também se tornam evidentes, em especial para a = 0, caso em que o sistema se
encontra no estado produto |V v⟩ e o modelo não é capaz de capturar adequadamente os
erros associados à medição desse estado.

Figura 36 – Evolução das correlações para simulação de ρ1. Fonte: Autor.

O próximo estado analisado é ρ2, cujos resultados são apresentados na Figura 37.
Observa-se novamente que o modelo empregado é capaz de reproduzir de forma satisfa-
tória a tendência geral do comportamento experimental, sendo os desvios em relação à
previsão teórica mais pronunciados na vizinhança dos estados de Bell. Neste caso, a maior
discrepância entre os resultados simulados e os dados experimentais ocorre na medida
da coerência, o que é consistente com a construção do modelo, que se baseia na mistura
linear do estado teórico com um estado completamente incoerente. Portanto, a redução da
coerência será proporcional à intensidade do ruído, observando-se uma queda linear no
valor da coerência.

A partir deste modelo, podemos também aplicá-lo à simulação do estado de Werner
(ρw), de modo a prever o comportamento médio de uma possível realização experimental
futura. Os resultados dessa simulação são apresentados na Figura 38.

Em particular, a comparação entre dos estados simulados com acréscimo de ruido
em relação aos resultados experimentais revela que a principal limitação do modelo está
relacionada à sua incapacidade de capturar efeitos mais sutis de imperfeições ópticas
específicas, como desalinhamentos, problemas polarização, ruído de fase introduzido por
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Figura 37 – Evolução das correlações para simulação de ρ2. Fonte: Autor.

elementos ópticos e os efeitos de astigmatismo. Apesar disso, o modelo ainda se mostra
útil para fornecer uma estimativa inicial do impacto do ruído, permitindo uma análise
comparativa entre diferentes configurações experimentais.

Dessa forma, os resultados obtidos a partir da inclusão do modelo de ruído de-
monstram que, embora simplificado, ele é capaz de capturar a tendencia do efeito dos
erros observados experimentalmente, fornecendo um ponto de partida relevante para o
desenvolvimento de modelos mais sofisticados.
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Figura 38 – Evolução das correlações para simulação de ρw. Fonte: Autor.
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6 Tomografia de modos spin-órbita utilizando
lente inclinada

A utilização de luz estruturada tem se mostrado promissora tanto para comunicações
clássicas quanto para aplicações quânticas. Temos aplicações, por exemplo, em protocolos de
criptografia e distribuição de chave quântica QKD (158) e BB84 (159). De modo similar, há
esquemas de criptografia quântica de alta dimensão baseados em luz estruturada (160, 161).
Na comunicação óptica, a utilização dos graus de liberdade orbital e de polarização traz
benefícios (162, 163), mostrando que essa mesma plataforma experimental é aplicável em
contextos diversos.

A luz estruturada também é uma ferramenta poderosa para codificar informação
tanto em esquemas clássicos (164) quanto quânticos (165). Essa versatilidade tem permitido
investigar várias tarefas quânticas emuladas ou implementadas com modos spin-órbita
clássicos não separáveis. Por exemplo, o emaranhamento induzido pelo ambiente foi
explorado em feixes intensos para estudar efeitos de decoerência (166). Caminhadas
quânticas foram implementadas utilizando o Momento Angular Orbital (OAM) de um
feixe clássico (167), e a transição entre caminhadas quânticas e clássicas puderam ser
investigadas utilizando luz estruturada (168). A simulação de processos Markovianos e
não-Markovianos também se beneficia dessa plataforma (109, 106).

Além disso, conceitos termodinâmicos quânticos podem ser explorados de forma
análoga, foi apresentado uma simulação de maquina térmica quântica utilizando graus de
liberdade de um feixe intenso (169). Também com aplicações em portas lógicas quânti-
cas (170, 171, 172), outro exemplo interessante de aplicabilidade dos modos spin-órbita
para um análogo clássico do teleporte quântico (173). A caracterização de canais quânticos
simulados com luz estruturada também é viabilizada (174). Mesmo em contextos de jogos
quânticos, modos não separáveis viabilizam a implementação experimental de estratégias
e medições que simulam cenários com recursos quânticos (175, 176).

Para explorarmos o máximo dessas funcionalidades, a caracterização completa do
estado via tomografia quântica adaptada aos graus de liberdade spin-órbita é essencial.
A tomografia quântica se apresenta como ferramenta indispensável para experimentos
com luz estruturada, garantindo a possibilidade de realizações experimentais e abrindo
caminho para aplicações cada vez mais sofisticadas.

Tradicionalmente, a tomografia de modos transversais tem sido realizada através
do uso de conversores de modo e prismas de Dove, conforme apresentamos no capítulo 2.
Contudo, a implementação experimental desses métodos pode ser desafiadora, especial-
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mente quando se lida com elementos ópticos astigmáticos que podem introduzir erros e
dificultar a obtenção de resultados precisos, como observado em estudos sobre o cálculo de
discórdia em estados X utilizando modos spin-órbita (157). A necessidade de um método
simplificado e robusto para a tomografia dos modos spin-órbita é evidente.

Neste capítulo, apresentaremos a realização experimental de um método simplificado
para a tomografia de dois q-bits, utilizando os graus de liberdade de polarização e modos
transversos. Através da combinação da tomografia regular da polarização e análise de
imagem de modos que passam por uma lente inclinada, é possível obter a matriz densidade
com alta fidelidade em relação ao estado quântico correspondente. Este método oferece
uma alternativa eficiente e precisa para a caracterização de modos spin-órbita, superando
as dificuldades associadas às técnicas convencionais.

6.1 Análise de modo transverso

O reconhecimento da estrutura espacial da luz pode ser formulado como um
problema de tomografia de estado quântico. A probabilidade de se realizar uma detecção
em um detector que cobre uma região R do plano transversal é dada por

p(R) =
∫

R
I(r)dr, (6.1)

onde I(r) é a intensidade normalizada no plano de detecção. Ela é definida como I(r) =〈
|u(r)|2

〉
, onde u(r) é a função de campo.

A conexão com a tomografia de estado quântico é feita a partir da interpretação
física de que a probabilidade é a representação da posição de um estado quântico ρ

no espaço de Hilbert com funções de quadrado-integráveis (177, 178, 179). Definimos os
operadores ρ e Π(R) em termos dos autovalores de posição |r⟩ como ⟨r′|ρ|r⟩ = ⟨u∗(r′)u(r)⟩
e Π(R) =

∫
R |r⟩ ⟨r| dr. A probabilidade de detecção pode, então, ser escrita como

p(R) = Tr [Π(R)ρ] . (6.2)

Se realizarmos detecções sobre várias regiões disjuntas {Rm} que cobrem todo
o plano transversal (o que é uma boa aproximação para a medição realizada por uma
câmera), temos ∑m Π(Rm) = I. Importante notar que, embora os projetores pontuais
|r⟩ ⟨r| constituam, no limite contínuo, uma resolução projetiva, os operadores Π(Rm)
correspondem a projeções, que em geral não são mutualmente ortogonais, sobre um
número de pixels finito. Por essa razão, o conjunto finito {Π(Rm)} deve ser tratado como
um conjunto de operadores positivos cuja soma aproxima a identidade, uma medida de
POVM ( do inglês positive operator-valued measure). Em termos experimentais, cada pixel
da câmera corresponde a um elemento desse POVM.
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A inovação central deste método é a utilização de uma lente inclinada que atuará
como um conversor de modo. A ação dessa lente pode ser representada por um operador
unitário Uθ que atua sobre a base de modos de Hermite–Gauss (HG) da seguinte forma
(180)

Uθ =
∞∑

m,n=0
ei(m−n)θ |HGmn⟩ ⟨HGmn| . (6.3)

O parâmetro θ pode ser ajustado experimentalmente através da inclinação da lente e
da distância de propagação e representa a diferença de fase relativa introduzida entre
componentes modais com índices distintos. A aplicação de Uθ antes da medição produz
um POVM aumentado {Π(R)/2, U †

θΠ(R)Uθ/2}, que, na prática, corresponde a registrar
duas imagens: uma direta e outra convertida, que sofre alteração ao passar pela lente
inclinada. Cada pixel em cada uma das duas imagens passa, assim, a representar um
elemento experimental do POVM aumentado.

Intuitivamente, a medição de intensidade registra principalmente as componentes
diagonais da matriz densidade na base modal. Escrevendo u(r) = ∑

j ajϕj(r) e ρjk = ⟨a†
kaj⟩,

obtemos

I(r) = ⟨|u(r)|2⟩ =
∑
j,k

ρjk ϕ
∗
j(r)ϕk(r). (6.4)

Nessa expressão, as intensidades carregam informação apenas das combinações que sobrevi-
vem à soma espacial, de modo que uma única imagem direta não distingue completamente
as fases relativas entre os coeficientes de modo. Em particular, certas combinações envol-
vendo as partes imaginárias dos elementos fora da diagonal de ρ não são acessíveis.

A introdução da lente inclinada, descrita pelo operador Uθ, altera as fases relativas
das componentes de modo, fazendo com que os elementos da matriz densidade fora da
diagonal principal adquiram fatores ei(k−j)θ. Assim, as probabilidades medidas após o
conversor contêm combinações lineares diferentes das que aparecem na imagem direta e
passam a ser sensíveis justamente às componentes de fase antes inacessíveis, sempre que
sen[(k − j)θ] ̸= 0. A combinação das duas imagens fornece, portanto, equações indepen-
dentes suficientes para recuperar tanto amplitudes quanto fases relativas, restaurando o
rank necessário da matriz tomográfica no subespaço considerado. Para o caso do modo
de ordem N = 1, gerado por |HG10⟩ e |HG01⟩, a escolha prática θ = π/2 é suficiente
para garantir que o POVM aumentado seja informacionalmente completo (IC), conforme
demonstrado na ref. (177).

A extensão para modos spin-órbita é direta: esses estados pertencem a HSO = HP⊗
HTS, onde HP descreve a polarização e HTS a estrutura transversa. Se uma configuração
das placas de onda projeta a polarização em |ψ⟩, a medida de imagem direta em um pixel
tem probabilidade

p(R, ψ) = Tr
[

(Π(R)⊗ |ψ⟩ ⟨ψ|) ρ
]
, (6.5)
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e análogos são válidos para as imagens obtidas após o conversor. Na prática, alterna-se entre
um conjunto de projeções de polarização que formam um conjunto informacionalmente
completo em HP e as duas imagens que garantem a IC em HTS. A combinação das duas
técnicas fornece, portanto, um POVM experimental que é IC em HSO, permitindo a
reconstrução de ρ por métodos estabelecidos de tomografia de estado quântico. Neste
trabalho utilizamos o algoritmo de máxima verossimilhança descrito em (181).

6.2 Realização experimental e resultados

Para entendermos o experimento proposto para a tomografia dos modos spin-órbita
utilizando lente inclinada vamos dividir a explicação em duas etapas principais: preparo
e medição. O preparo visa gerar o tipo de estado que desejamos caracterizar, incluindo
estados puros e mistos. A medição, por sua vez, envolve um processo de tomografia de
polarização e a análise da estrutura transversa dos modos após passarem por uma lente
inclinada.

A Fig. 39 mostra o esquema experimental para o preparo dos estados que serão
submetidos à tomografia. Para gerar estados mistos, empregamos dois lasers. Para estados
puros, utilizamos apenas o Laser 1. O bloqueador de feixes (BB, do inglês Beam Blocker)
permite inserir ou retirar o segundo laser conforme necessário. As setas indicam quais
componentes móveis são colocados ou removidos em cada configuração. Partindo do cenário

Figura 39 – Esquema experimental para preparo dos estados ρi. Fonte: Autor.
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em que todos os elementos removíveis estão fora do caminho do feixe, exceto o bloqueador
de feixe (BB), consideramos apenas o Laser 1, que emite um feixe verticalmente polarizado
(|V ⟩). Ao incidir sobre a S-plate orientada a 0◦, esse feixe é transformado no estado

|V ⟩ SP0◦−−−→
∣∣∣ϕ+

〉
= 1√

2
(|H, h⟩+ |V, v⟩) . (6.6)

Esse é o primeiro estado que desejamos gerar. Esse estado é particularmente interessante,
por ser análogo ao estado maximamente emaranhado.

Se inserirmos um PBS após a S-plate, lembrando que ele transmite a polarização
horizontal e reflete a vertical, temos

∣∣∣ϕ+
〉 PBS−−→ |H, h⟩ , (6.7)

que corresponde ao segundo estado desejado.

Agora, inserindo uma Quarter-Wave Plate (QWP) com eixo rápido orientado a 0◦

antes a S-plate em 0◦, e retirando o PBS, geramos o estadp

|LG+⟩ = 1√
2
(
|H⟩+ |V ⟩

)
⊗ 1√

2
(
|h⟩+ i |v⟩

)
. (6.8)

Se, em vez disso, girarmos a QWP para 90◦ aplicada à S-plate em 0◦, ela produz o
modo

|LG−⟩ = 1√
2
(
|H⟩+ |V ⟩

)
⊗ 1√

2
(
|h⟩ − i |v⟩

)
, (6.9)

O último estado puro que desejamos preparar é o estado |V, v⟩. Para isso utilizamos
a S-plate em 90◦, produzindo o estado |ψ−⟩. Em seguida, colocamos o PBS e selecionamos
apenas o feixe transmitido, correspondente ao componente |H, v⟩, a menos de uma fase
global. Por fim, posicionamos uma HWP a 45◦ após o PBS, que realiza

|H, v⟩ HWP45◦−−−−−→ |V, v⟩ . (6.10)

Dessa forma, obtemos os cinco estados puros

ρ1 =
∣∣∣ϕ+

〉 〈
ϕ+
∣∣∣ , ρ2 = |H, h⟩ ⟨H, h| ,

ρ3 = |LG+⟩ ⟨LG+| , ρ4 = |LG−⟩ ⟨LG−| ,

ρ5 = |V, v⟩ ⟨V, v| .

(6.11)

Ao remover o bloqueador de feixe (BB) e explorando as mesmas configurações para o Laser
2, após combinarmos os dois laser em um BS, preparamos os seguintes estados mistos

ρ6 = 1
2

(∣∣∣ϕ+
〉 〈
ϕ+
∣∣∣+ |V, v⟩ ⟨V, v|), ρ7 = 1

2

(
|H, h⟩ ⟨H, h|+ |V, v⟩ ⟨V, v|

)
,

ρ8 = 1
2

(
|LG+⟩ ⟨LG+|+ |V, v⟩ ⟨V, v|

)
, ρ9 = 1

2

(
|LG−⟩ ⟨LG−|+ |V, v⟩ ⟨V, v|

)
.

(6.12)
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Uma vez preparados os estados desejados, eles seguem para o circuito de tomografia
ilustrado na Fig. 40. Primeiro, um PBS projeta cada estado na base de polarização,
separando-o em feixe transmitido (|H⟩) e feixe refletido (|V ⟩). Em seguida, ambos os feixes
passam por um cubo divisor de feixes (BS), então o feixe transmitido incide diretamente
no CCD, onde sua intensidade é registrada, enquanto o feixe refletido atravessa uma lente
inclinada, responsável por introduzir a variação de fase espacial necessária, antes de chegar
ao CCD.

Figura 40 – Esquema experimental da tomografia com lente inclinada. Fonte: Autor.

Sabemos que para θ = π/2 na Eq. (6.3), a transformação do modo transverso é tal
que

LG+ ←→ HG45◦

0,1 , LG− ←→ HG135◦

0,1 , (6.13)

onde os modos HG45◦

0,1 e HG135◦

0,1 correspondem aos modos HG01 rotacionados de 45◦ e
135◦, respectivamente. Utilizamos essa transformação para otimizar o ângulo de inclinação
da lente, utilizamos uma lente de foco f = 50cm. Utilizando o modo transmitido como
referência e o modo que passou pela lente inclinada, é possível caracterizar o modo
transverso.
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Em seguida, inserimos uma Half–wave plate (HWP) ajustada a 22.5◦ antes do PBS,
o que promove uma rotação de 45◦ na base de polarização, permitindo que realizemos
medições nas bases diagonal e antidiagonal

|D⟩ = |H⟩+ |V ⟩√
2

, |A⟩ = |H⟩ − |V ⟩√
2

. (6.14)

Posteriormente, colocamos uma quarter–wave plate (QWP) a 90◦ e medimos na base
circular direita e esquerda

|R⟩ = |H⟩+ i |V ⟩√
2

, |L⟩ = |H⟩ − i |V ⟩√
2

. (6.15)

Com isso, completamos a tomografia de polarização. A combinação dessas projeções de
polarização com a análise de imagem do modo transverso fornece a tomografia completa
dos modos spin–órbita.

Vamos agora discutir alguns dos resultados obtidos. Na Figura 41, apresentamos
o resultado para o estado de Bell ρ1, utilizamos o filtro de false color para destacar as
intensidades. Em A temos as imagens teóricas, enquanto em B mostramos os dados
experimentais. As colunas representam as diferentes bases de projeção da polarização, e
as duas linhas correspondem, respectivamente, ao feixe transmitido pelo BS, que incide
diretamente (DIR) sobre a CCD, e ao feixe refletido, que atravessa a lente inclinada antes
de alcançar a CCD, apresentando uma transformação astigmática (AST).

Na Fig. 41, conseguimos notar efeitos de distorção dos modos ao compararmos as
imagens experimentais com o esperado teoricamente. Esses efeitos são decorrentes das
imperfeições dos aparatos ópticos, principalmente a lente astigmática que produz pequenas
deformações no modo. O efeito é mais destacado nas medidas de A e R.

A Figura 42 apresenta uma comparação entre a matriz densidade teórica e a matriz
reconstruída experimentalmente a partir dos resultados da tomografia. A diferença de fase
entre as partes real e imaginária dos elementos da matriz é representada pelo mapa de
cores. Para esse estado, obtivemos uma fidelidade de F = 99,4%, indicando uma melhora
considerável em relação ao resultado obtido com a tomografia convencional (157).

Apresentamos na Figura 43 as imagens correspondentes ao estado produto ρ2 =
|Hh⟩ ⟨Hh|. Novamente conseguimos notar distorções nos resultados experimentais, causa-
dos principalmente pela lente astigmática.

A comparação entre a matriz densidade teórica e a reconstruída, mostrada na
Figura 44, revela alta fidelidade de F = 98,3%, evidenciando a eficácia da técnica de
tomografia spin–órbita empregada. Este gráfico permite visualizar mais claramente os
erros da medida. Ao compará-lo com a previsão teórica, que apresenta apenas uma barra,
observamos no resultado experimental a presença de barras adicionais em outras bases.
Esse desvio é atribuído à imprecisão nos ângulos das placas responsáveis por rotacionar a
base de medida, bem como a pequenas imperfeições no PBS.
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Figura 41 – Imagens teóricas (A) e experimentais (B) para o modo puro ρ1 = |Φ+⟩ ⟨Φ+|. As
colunas apresentam as imagens nas diferentes bases de polarização. As linhas
apresentam as imagens diretas (DIR), correspondentes ao feixe transmitido
pelo BS direto para CCD, e as imagens astigmáticas (AST), obtidas com o
feixe passando pela lente inclinada.

Figura 42 – Comparação da matriz teórica para obtida experimentalmente para o estado
ρ1 = |Φ+⟩ ⟨Φ+| e a fidelidade.

O ultimo estado puro que apresentaremos é ρ3 = |LG+⟩ ⟨LG+|, as imagens associ-
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Figura 43 – Resultado teórico (A) e experimental (B) para ρ2 = |Hh⟩ ⟨Hh|. Colunas: bases
de polarização; linhas: DIR (transmissão pelo BS) e AST (reflexão com lente
inclinada).

Figura 44 – Comparação da matriz teórica para obtida experimentalmente para o estado
ρ2 = |Hh⟩ ⟨Hh| e a fidelidade.

adas as esse estado são apresentadas na Fig. 45. Neste caso, os efeitos de distorção são
um pouco mais pronunciados, especialmente na medida em L, onde teoricamente não
deveríamos observar intensidade. No entanto, experimentalmente, ainda registramos um
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pequeno sinal. Destacando os erros presentes nas placas de onda e PBS, que citamos
anteriormente.

Figura 45 – Imagens teóricas (A) e experimentais (B) para o modo puro ρ3 = |LG+⟩ ⟨LG+|.
As colunas apresentam as imagens nas diferentes bases de polarização. As linhas
apresentam as imagens diretas (DIR), correspondentes ao feixe transmitido
pelo BS direto para CCD, e as imagens astigmáticas (AST), obtidas com o
feixe passando pela lente inclinada.

A comparação entre as matrizes densidade teórica e reconstruída, mostrada na
Figura 46, revela uma fidelidade de F = 97,84%, valor ligeiramente inferior aos demais,
mas ainda indicativo de ótima qualidade na reconstrução.

Para os estados mistos, apresentamos ρ6, o resultado referente à mistura entre
o estado de Bell |ϕ+⟩ e o estado produto |V v⟩, o resultado esta ilustrado na Figura 47.
Observa-se uma estrutura semelhante àquela apresentada pelo estado de Bell puro, embora
com diferenças nas intensidades, atribuídas à contribuição do estado produto na composição
da mistura. A Figura 48 apresenta a comparação entre a matriz densidade teórica e a
reconstruída experimentalmente. Embora a fidelidade tenha apresentado uma leve redução
em relação aos estados puros, o resultado ainda é bastante satisfatório, com F = 94,56%.

Por fim apresentemos o resulto referente a ρ8 = 1
2

(
|LG+⟩ ⟨LG+| + |V, v⟩ ⟨V, v|

)
,

apresentado na Figura 49. Temos a comparação entre a matriz teórica e a experimental
apresentada pela Figura 50, nesse caso tivemos a Fidelidade F = 92.0%. Mostrando
que mesmo nesses casos de estados mais complexos ainda conseguimos obter uma boa
fidelidade, mostrando precisão do método.
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Figura 46 – Comparação da matriz teórica para obtida experimentalmente para o estado
ρ3 = |LG+⟩ ⟨LG+| e a fidelidade.

Figura 47 – Imagens teóricas (A) e experimentais (B) para o modo puro ρ6 = 1
2

(
|ϕ+⟩ ⟨ϕ+|+

|V, v⟩ ⟨V, v|
)
. As colunas apresentam as imagens nas diferentes bases de pola-

rização. As linhas apresentam as imagens diretas (DIR), correspondentes ao
feixe transmitido pelo BS direto para CCD, e as imagens astigmáticas (AST),
obtidas com o feixe passando pela lente inclinada.
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Figura 48 – Comparação da matriz teórica para obtida experimentalmente para o estado
ρ6 = 1

2

(
|ϕ+⟩ ⟨ϕ+|+ |V, v⟩ ⟨V, v|

)
e a fidelidade.

Figura 49 – Imagens teóricas (A) e experimentais (B) para o modo puro ρ8 =
1
2

(
|LG+⟩ ⟨LG+| + |V, v⟩ ⟨V, v|

)
. As colunas apresentam as imagens nas di-

ferentes bases de polarização. As linhas apresentam as imagens diretas (DIR),
correspondentes ao feixe transmitido pelo BS direto para CCD, e as imagens
astigmáticas (AST), obtidas com o feixe passando pela lente inclinada.
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Figura 50 – Comparação da matriz teórica para obtida experimentalmente para o estado
ρ8 = 1

2

(
|LG+⟩ ⟨LG+|+ |V, v⟩ ⟨V, v|

)
e a fidelidade.

A Figura 51 apresenta um gráfico com as fidelidades dos estados reconstruídos
experimentalmente. Foram investigados tanto modos puros quanto modos mistos, abran-
gendo uma ampla gama de estados. Para os modos puros, obtivemos excelentes resultados,
com fidelidades superiores a F > 96,0%. Mesmo nos casos de estados mistos, nos quais a
fidelidade foi ligeiramente inferior, ainda alcançamos valores elevados, com F > 91,0%.

Essa diferença é justificável, uma vez que a preparação dos estados mistos envolve
a utilização simultânea de dois feixes laser, o que exige um controle mais rigoroso do
alinhamento e da correspondência entre as divergências de ambos.

Concluindo, demonstramos experimentalmente uma abordagem alternativa para a
tomografia de dois q-bits em modos spin-órbita. Ao combinarmos a análise de imagens
do modo transverso de primeira ordem, obtida por meio de uma lente inclinada, com a
tomografia de polarização, foi possível reconstruir a matriz densidade completa do estado
spin-órbita.

A principal vantagem do método de tomografia com lente inclinada é a simplificação
do aparato experimental e do procedimento de medição. Ao evitar a necessidade do converso
de modo com lentes cilíndricas e prisma de Dove, esse método reduz significativamente a
complexidade do arranjo óptico e minimiza fontes de erro experimental. Além disso, sua
capacidade de caracterizar estados mistos com alta fidelidade amplia as possibilidades para
a investigação de correlações quânticas e o desenvolvimento de protocolos de informação
quântica baseados em luz estruturada.
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Figura 51 – Gráfico ilustrativo mostrando a fidelidade dos estados reconstruídos expe-
rimentalmente. Os estados considerados são apresentados nas Eqs. (6.11)
e (6.12).

Esse avanço é especialmente relevante em contextos que exigem a reconstrução
precisa da matriz densidade, como nas medidas de correlação e na validação de estados
quânticos. A superação das limitações que tradicionalmente comprometem a fidelidade
da tomografia representa um progresso significativo para a implementação e a verificação
experimental de fenômenos quânticos complexos em sistemas ópticos.
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7 Modos spin-órbita mistos maximamente dis-
cordantes

Neste capítulo, apresentamos uma contribuição original desta tese. Nele, propomos
e simulamos computacionalmente uma implementação de estados mistos maximamente
discordantes (MDMS, do inglês Maximally Discordant Mixed States) utilizando modos
spin-órbita da luz (182).

7.1 Estados mistos maximamente discordantes

Para compreender este trabalho, primeiramente, devemos entender com o que
estamos lidando quando falamos de estados mistos maximamente discordantes. Conforme
discutido no Capítulo 3, a discórdia quântica é uma medida de correlação quântica além
do emaranhamento, sendo de particular interesse, pois existem estados separáveis que
apresentam discórdia quântica. Além disso, como demonstrado em (183), mesmo na
presença de ruído de decoerência do ambiente, para certas famílias de estados iniciais, a
discórdia pode se manter robusta ao longo de um intervalo de tempo. Com esse contexto,
a ref. (184) propõe famílias de estados mistos que visam maximizar essa grandeza em
relação às correlações clássicas.

Para estados puros, aqueles que apresentam o maior valor de discórdia quântica
coincidem com os estados maximamente emaranhados, como os estados de Bell. Dessa
forma, essa classe de estados constitui um ponto de partida natural na busca por estados
mistos maximamente discordantes (MDMS). No entanto, ao considerarmos misturas de
dois estados de Bell, observamos uma redução nas correlações quânticas. Uma alternativa
promissora consiste na mistura entre um estado de Bell e um estado produto de paridade
trocada, como, por exemplo

ρ = ϵ
∣∣∣Φ+

〉 〈
Φ+
∣∣∣+ (1− ϵ) |01⟩ ⟨10| , (7.1)

em que |Φ+⟩ = (|00⟩+ |11⟩)/
√

2 e ϵ representa o fator de mistura estatística. Nesse caso,
temos uma combinação entre um estado de Bell par e uma base produto ímpar. Com o
objetivo de maximizar a discórdia quântica, propõe-se uma nova forma de mistura, uma
quebra maior de simetria, em que parte do emaranhamento é sacrificada para favorecer o
aumento das correlações quânticas, como discutido em (184). Esse procedimento leva ao
ansatz para estados de rank 2, dado por

ρ(R2) = ϵ
∣∣∣Φ̃+

〉 〈
Φ̃+
∣∣∣+ (1− ϵ) |01⟩ ⟨01| , (7.2)
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onde
∣∣∣Φ̃+

〉
= √p |00⟩+

√
1− p |11⟩ é um estado de Bell desbalanceado. A otimização da

discórdia com relação as correlações clássicas é feita utilizando o método dos multiplicadores
de Lagrange.

A busca pelo estados que maximizam a discórdia mostra que é necessário o uso de
estados de rank 3, neste caso, a assimetrização do componente do estado de Bell não se
mostra vantajosa. A melhor escolha é uma combinação de um estado de Bell com dois
componentes de paridade oposta da base computacional, o que nos leva a uma família de
estados de rank ρ(R3), dadas por

ρ(R3) = ϵ|Φ+⟩⟨Φ+|+ (1− ϵ)
[
m |01⟩⟨01|+ (1−m) |10⟩⟨10|

]
, (7.3)

Por fim temos que a família de estados mistos maximamente discordantes será (184)

ρMDMS = ϵ
∣∣∣Φ̃+

〉 〈
Φ̃+
∣∣∣+ (1− ϵ)

[
m |01⟩ ⟨01|+ (1−m) |10⟩ ⟨10|

]
. (7.4)

Na sequencia, apresentaremos uma proposta de circuito óptico para o preparo e
estudo dos estados MDMS com os modos spin-órbita.

7.2 Proposta experimental e simulação do circuito óptico
A proposta do nosso trabalho (182) foi preparar, por meio dos modos spin-órbita, a

família de estados apresentados na eq.(7.4). Dada a base de polarização linear {êH , êV } e os
modos de Hermite–Gauss de primeira ordem {HG01(x, y), HG10(x, y)}, o modo spin-órbita
mais geral pode ser escrito como

ẼSO(r) = c1 HG10(x, y) êH + c2 HG10(x, y) êV + c3 HG01(x, y) êH + c4 HG01(x, y) êV , (7.5)

onde ci ∈ C. Esta base serve para a quantização do campo eletromagnético. Definindo
êH ≡ H, êV ≡ V, HG01(r) ≡ h, HG10(r) ≡ v o estado quântico geral de um único fóton
pode ser escrito como

|ψSO⟩ = aHh |Hh⟩+ aHv |Hv⟩+ aV h |V h⟩+ aV v |V v⟩, (7.6)

onde aij são amplitudes de probabilidade normalizadas com i ∈ {H,V } e j ∈ {h, v}.
As bases computacionais nos respectivos subespaços são |0⟩P = |H⟩, |1⟩P = |V ⟩, |0⟩M =
|h⟩, |1⟩M = |v⟩. Para aHh = aV v = 1/

√
2 e aHv = aV h = 0, obtemos o estado de Bell

spin-órbita
|Φ+

SO⟩ = 1√
2
(
|Hh⟩+ |V v⟩

)
, (7.7)

com emaranhamento máximo entre polarização e modo transverso de um único fóton
(37). Os estados produto de base ímpar correspondem aos modos |Hv⟩ e |V h⟩. Para obter
o estado misto ρMDMS, é necessário realizar uma superposição incoerente desses modos,
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controlando-se a proporção de cada contribuição. Essa superposição pode ser implementada
utilizando três fontes independentes de fótons.

Para a geração dos estados spin–órbita pertencentes à família MDMS, propomos o
circuito óptico apresentado na Figura 52.

Figura 52 – Circuito óptico para preparação dos MDMS com modos spin-órbita. Fonte:
(182).

Comecemos a explicação do arranjo experimental pelo lado esquerdo. Uma fonte
de fótons individuais (SPS1, do inglês Single Photon Source), com probabilidade pI ,
prepara um fóton no estado de polarização horizontal, representado por |H⟩. Em seguida,
um modulador espacial de luz (SLM, do inglês Spatial Light Modulator) converte o
modo transverso de Hermite–Gaussianas no estado |h⟩, resultando no estado composto
|Ψin⟩ = |Hh⟩. Um SLM consiste em um dispositivo com uma tela de cristal líquido
(LCD) em que o índice de refração de cada pixel é controlado individualmente, permitindo
implementar, por exemplo, modulação de fase na frente de onda incidente (185).

Esse fóton, então, passa por uma placa de meia-onda (HWP1) orientada com ângulo
θ em relação ao eixo horizontal, gerando a superposição

|Φ̃(θ)⟩ = cos(2θ)|Hh⟩+ sin(2θ)|V h⟩. (7.8)

A seguir, a superposição entra em um interferômetro do tipo Mach–Zehnder,
composto por dois cubos de feixe polarizado (PBS1 e PBS2) e dois espelhos(M, do inglês
Mirror). No braço refletido pelo PBS1, correspondente à polarização vertical, colocamos
um prisma de Dove (DP) girado em 45◦, que rotaciona o modo |h⟩ para |v⟩. Um dos
espelhos desse braço está montado em uma cerâmica piezoelétrica (PZT), permitindo o
ajuste fino da diferença de fase ϕ entre os dois caminhos.
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Após a recombinação no PBS2, o estado de saída do interferômetro é descrito por

|Φ̃(θ, ϕ)⟩ = cos(2θ)|Hh⟩+ eiϕ sin(2θ)|V v⟩. (7.9)

Assim, ao ajustarmos ϕ = 2nπ, sendo n um inteiro, e definirmos √p = cos(2θ), preparamos
o estado de Bell desbalanceado. Em particular, para p = 1

2 , ou seja θ = 22,5◦, obtemos o
estado de Bell padrão.

Após a saída do interferômetro, o feixe incide em um filtro neutro (NF1, do inglês
Neutral Filter), cujo coeficiente de amplitude de transmissão é dado por t1 =

√
ϵ. Esse

elemento permite controlar o peso estatístico do estado de Bell na mistura final. Em seguida,
o fóton incide em um divisor de feixes BSMIX, que o combina com o estado preparado
no braço direito do arranjo. O BSMIX reflete ou transmite o fóton com probabilidade
igual a 1/2; a parte transmitida é bloqueada, enquanto a parte refletida contribui para a
mistura do estado final. Assim, com probabilidade pI/2, obtemos o elemento de densidade
ϵ
∣∣∣Φ̃(θ)

〉 〈
Φ̃(θ)

∣∣∣.
Vamos agora abordar o lado direito do arranjo experimental, a fonte de fótons

individuais SPS2 gera fótons polarizados horizontalmente |H⟩ com probabilidade pII, que
ao passar pela máscara holográfica M2 converte-se no modo transverso |v⟩, resultando no
estado produto |H v⟩; em seguida, esse fóton atravessa o filtro neutro NF2 cujo coeficiente
de amplitude de transmissão é t2 =

√
m e é transmitido pelo PBS3.

De forma análoga, a fonte SPS3 produz, com probabilidade pIII, um fóton polarizado
verticalmente |V ⟩ que, ao passar pela máscara holográfica M3, converte-se no modo
transverso |h⟩, formando o estado produto |V h⟩. Esse fóton então incide no PBS3, é
refletido e se junta ao fóton proveniente de SPS2, compondo a mistura de estados produto
ímpares.

Em seguida, ambos os fótons atravessam o filtro neutro NF4, cujo coeficiente
de amplitude de transmissão é dado por t4 =

√
1− ϵ .Após o NF4, esses fótons são

encaminhados ao divisor de feixes BSMIX, sendo transmitidos com probabilidade 1/2 cada
um. A partir da contribuição combinada das três fontes SPS, o elemento de densidade
resultante é

ρMDMS
SO = ϵ

∣∣∣Φ̃(θ)
〉 〈

Φ̃(θ)
∣∣∣+ (1− ϵ)

[
m |H v⟩ ⟨H v|+ (1−m) |V h⟩ ⟨V h|

]
(7.10)

com probabilidade (pIpII pIII)/8. Enfim, obtemos o estado misto maximamente discordante
geral produzido a partir de modos spin-órbita.

Para preparar especificamente o estado ρR2, ajustamos os filtros neutros de modo
que t2 = 1 e t3 = 0, obtendo

ρR2
SO = ϵ

∣∣∣Φ̃(θ)
〉 〈

Φ̃(θ)
∣∣∣+ (1− ϵ) |H v⟩ ⟨H v| . (7.11)
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E, para ρR3, ajustamos o ângulo da HWP para θ = 22.5◦, resultando em

ρR3
SO = ϵ |Φ(θ)⟩ ⟨Φ(θ)|+ (1− ϵ)

[
m |H v⟩ ⟨H v|+ (1−m) |V h⟩ ⟨V h|

]
. (7.12)

Como discutido no Capítulo 1, os estados de polarização e os modos transversais
podem ser representados por vetores de Jones, enquanto o grau de liberdade spin–órbita é
descrito pelo produto tensorial desses vetores. Utilizamos esse formalismo para simular, no
MATLAB®, o circuito óptico mostrado na Fig. 52 e o circuito de tomografia dos modos
spin-órbita, como descrito no capítulo 2. Para a preparação cada matriz de Jones associada
a um elemento óptico atua diretamente sobre o estado spin–órbita do fóton. O estado
final é então caracterizado por meio da tomografia, o que permite reconstruir a matriz
densidade ρ. A partir de ρ, calculamos a concorrência C ′, conforme definida na seção 3.1.1,
para quantificar o emaranhamento, bem como as correlações clássicas C e a discórdia
quântica Q, de acordo com o procedimento descrito na seção 3.2.1.

Lembremos que a discórdia quântica é definida por

Q(ρAB) = I(ρAB)− C(ρAB) , (7.13)

sendo C(ρAB) as correlações clássicas, dadas por

C(ρAB) = S(ρA)−min
{Bk}

S
(
ρAB | {Bk}

)
, (7.14)

o que implica uma minimização sobre as possíveis medidas locais {Bk}. Para isso, definimos

Bk = V Πk V
† , Πk = |k⟩ ⟨k| (k = 0, 1) , V ∈ SU(2) . (7.15)

Para calcular explicitamente Q(ρ), parametrizamos o operador V como

V = |Ψ⟩ ⟨Ψ| , (7.16)

onde |Ψ⟩ = cos
(
θ
2

)
|0⟩+sin

(
θ
2

)
eiϕ |1⟩. A discórdia quântica Q(ρ) então se obtém realizando

a otimização numérica sobre os ângulos θ ∈ [0, π] e ϕ ∈ [0, 2π](186).

Para a concorrência, fizemos o cálculo conforme descrito no Capítulo 3, sendo

C ′(ρ) = max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} , (7.17)

onde λi são as raízes quadradas dos autovalores da matriz R =
√√

ρρ̃
√
ρ, em ordem

decrescente.

De modo a avaliar o comportamento das correlações com a variação do parâmetro
de mistura ϵ, simulamos o estado R2 com o parâmetro p fixado em 0.5. O resultado
está apresentado na Fig. 53. Os pontos circulares vermelhos correspondem aos valores da
simulação experimental para a correlação clássica C, enquanto a linha tracejada vermelha



134 Capítulo 7. Modos spin-órbita mistos maximamente discordantes

representa a previsão teórica de C(ϵ). Os quadrados verdes indicam os valores simulados
de concorrência C ′, sendo a linha pontilhada verde a curva teórica correspondente. Por
fim, os triângulos azuis representam os valores de discórdia quântica Q da simulação,
com a linha contínua azul mostrando a previsão teórica de Q(ϵ). As barras de erro foram
determinadas a partir de simulações numéricas que consideram fontes realistas de ruído
nos circuitos ópticos, como variações angulares de ±1◦ em placas de meia-onda e incertezas
nos coeficientes de transmissão e reflexão dos cubos divisores de feixe (R = 48%, T = 49%).
Essas perturbações foram implementadas estatisticamente em múltiplas execuções dos
circuitos simulados, permitindo estimar a dispersão dos resultados.

Figura 53 – Correlações em função do fator de mistura para o estado R2 com p = 0.5:
discórdia quântica (azul), correlação clássica (vermelho) e concorrência (verde).
Fonte: (182).

De modo análogo, simulamos o estado R3 com o parâmetro de mistura m = 0.5.
O resultado dessa simulação está apresentado na Fig. 54. O esquema gráfico segue o
mesmo padrão do caso anterior, incluindo a modelagem das barras de erro para os pontos
simulados. Observa-se que, para ϵ > 0,5, temos estados separáveis, mas que apresentam
discórdia quântica não nula. Além disso, no intervalo 1

3 ≤ ϵ ≤ 0,385 nota-se uma redução
das correlações clássicas concomitante a um aumento da discórdia, conforme discutido em
(184).

Por fim, estendemos a análise a todos os estados MDMS, variando os parâmetros
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Figura 54 – Correlações em função do fator de mistura para o estado R3 com m = 0.5:
discórdia quântica (azul), correlação clássica (vermelho) e concorrência (verde).
Fonte: (182).

ϵ, m e p em incrementos de 0,01. Calculamos a discórdia quântica em função da corre-
lação clássica, e apresentamos o resultado na Fig. 55. Os estados de Rank 2 (R2) estão
representados pelos pontos cinza, enquanto os círculos pretos correspondem aos estados
de Rank 3 (R3). Vale ressaltar que os estados puros se localizam sobre a reta x = y;
portanto, excetuando-se os pontos extremos, os estados MDMS exibem valores de discórdia
superiores aos estados puros. Os resultados obtidos mostram excelente concordância com
a teoria desenvolvida em (184).

O resultado está em acordo com a ref. (184), pois gera três curvas: duas para estados
de rank 3 e uma para estados de rank 2. A primeira curva de rank 3 vai de discórdia zero
até um ponto de cúspide, restrita ao domínio m ∈ [0, 1], ϵ ∈

[
0, 1

3

]
. A segunda ramificação

de MDMS é obtida para ρ(R3) com m = 1
2 , ν ∈

[
1
3 , 0.385

]
. Ambas as curvas de rank 3

correspondem a estados separáveis. A curva restante de MDMS é a família de rank 2 com
ϵ ≈ [0.408, 1].

Conforme apresentado, a simulação da proposta experimental demonstra que o
circuito óptico é eficaz na geração dos estados desejados, evidenciando seu potencial para
ampliar o leque de aplicações envolvendo modos spin-órbita da luz.
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Figura 55 – Discórdia quântica em função da correlação clássica para estados MDMS.
Pontos cinza: estados R2; círculos pretos: estados R3. Fonte: (182).
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Para concluirmos, apresentaremos um panorama geral desta tese, destacando seus
principais contribuições. Apresentamos uma síntese dos resultados obtidos ao longo do
trabalho, evidenciando os avanços teóricos e experimentais alcançados. Por fim, discuti-
mos possíveis direções para pesquisas futuras, sugerindo desdobramentos das propostas
desenvolvidas e caminhos promissores para a continuidade e aplicação dos conceitos
explorados.

Nesta tese, exploramos de forma abrangente os graus de liberdade da luz, incluindo
polarização, modos transversos e caminho, e conduzimos um estudo sistemático da carac-
terização de estados quânticos bipartites e tripartites. Para isso, desenvolvemos modelos
teóricos e implementamos simulações computacionais que emulam sistemas e esquemas
ópticos experimentais, possibilitando o preparo de uma ampla variedade de estados e a
análise de suas correlações por meio de diferentes quantificadores.

As simulações realizadas não apenas apresentam resultados de acordo com as
teorias quânticas vigentes, como também pavimentam o caminho para investigações
futuras em. Embora apresentem limitações inerentes, as simulações desempenham um
papel fundamental ao pavimentar o caminho para futuras realizações experimentais, ofere-
cendo um referencial teórico sólido e orientando o desenvolvimento de novas arquiteturas
experimentais.

A possibilidade de classificar da não-separabilidade de modos mistos de graus de
liberdade da luz, mesmo com medições tomográficas parciais, demonstra a potencialidade
do uso de métodos de Aprendizado de Máquina. Representando um avanço crucial ao
reduzir a complexidade necessária para caracterizar estados multipartidos. Nesse con-
texto é importante explorarmos as limitações desse método, bem como buscarmos novas
possibilidades de uso.

A quantificação de correlações geométricas via modos spin-órbita aprofunda a
compreensão de correlações quânticas e expande suas aplicações potenciais. Ao integrarmos
resultados simulados e experimentais, estabelecemos uma ponte robusta entre teoria e
prática, validando modelos teóricos e demonstrando a viabilidade de controle dessas
correlações em sistemas reais.

A tomografia utilizando lente inclinada oferece uma solução simplificada para a
tomografia de dois qubits em modos spin-órbita, utilizando uma combinação de análise de
imagem e polarimetria. A alta fidelidade alcançada com este método, que dispensa o uso
de conversores de modo astigmáticos, ressalta a importância de abordagens mais diretas e
robustas. A simplificação do alinhamento experimental e sua robustez são contribuições
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práticas notáveis, facilitando a investigação de correlações quânticas em laboratório. Sua
possibilidade de expansão é ainda maior uma vez que essa técnica não se limita a feixes
intensos, podendo ser aplicada em regimes de fóton único.

Ao propor um circuito óptico para gerar estados mistos maximamente discordantes
(MDMS), aprofundamos a compreensão das correlações quânticas e as possibilidades
para modos spin-órbita. Este trabalho é fundamental para explorar a otimização das
correlações quânticas, mesmo na ausência de emaranhamento. A simulação realista do
circuito e a excelente concordância com as previsões teóricas abrem perspectivas para
futuras implementações experimentais.

Uma expansão natural e promissora dos trabalhos aqui apresentados é a investigação
mais aprofundada de sistemas tripartidos. Nesse contexto, destacam-se as correlações
geométricas, que já contam com diversos estudos teóricos aplicados a sistemas com três
q-bits. Do ponto de vista experimental, surge como uma possibilidade relevante a realização
da tomografia de estados compostos por três q-bits. Para isso, o processo baseado no uso de
lentes inclinadas pode se mostrar especialmente vantajoso, uma vez que, em sistemas com
muitos q-bits, não apenas o número de medidas necessárias cresce exponencialmente, como
também os erros experimentais tendem a se acumular e escalar com o tamanho do sistema.
Assim, métodos alternativos e mais eficientes de reconstrução da matriz densidade, como
esse, tornam-se essenciais para viabilizar estudos experimentais em regimes multipartidos
mais complexos.

Para além da proposta e simulação experimental apresentada neste trabalho, os
estados maximamente discordantes mistos (MDMS) se destacam como ferramentas relevan-
tes para a compreensão e aplicação de correlações quânticas além do emaranhamento. A
possibilidade de preparar, de forma controlada, estados que maximizam a discórdia quân-
tica para um dado valor de correlação clássica amplia o leque de recursos disponíveis para
protocolos de informação quântica, especialmente em regimes nos quais o emaranhamento
não é facilmente preservado. Outra abordagem que pode se mostrar interessante no futuro
é explorar a família de estados mistos que são construídos no intuito de maximização do
emaranhamento (187).
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“O correr da vida embrulha tudo,
a vida é assim: esquenta e esfria,

aperta e daí afrouxa,
sossega e depois desinquieta.

O que ela quer da gente é coragem.”

– Guimarães Rosa, Grande Sertão: Veredas
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