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Resumo

Informacao quantica pode ser processada por meio de sistemas 6pticos que dependem
de graus de liberdade de luz, como a polarizagao da luz, modos transversos e o caminho
de propagacao do feixe — aproveitados para o presente trabalho. Essa viabilidade surge
por meio da transformacao de cada um desses graus de liberdade por dispositivos 6pticos
especificos — placas de onda, prismas e divisores de feixe — resultando em uma configuracao
que incorpora trés g-bits em um tnico feixe de luz. Dentro dessa estrutura, uma proposta
de circuito 6ptico para a Transformada Quantica de Fourier é desenvolvida. Para a
implementacao da Transformada Quantica de Fourier, as portas de fase sdo essenciais e
solucoes para esses desafios sao estudadas. Nossos resultados de simulacdo computacional
obtidos por este estudo podem oferecer insights valiosos sobre a eficacia da integracao
de graus de liberdade de luz para processamento de informacoes quanticas em circuitos

opticos.

Palavras-chaves: Transformada quéntica de Fourier; Circuitos 6pticos; Graus de liberdade

da luz.






Abstract

Quantum information can be processed through optical systems relying on light degrees of
freedom, such as the polarization of light, transverse modes and the beam propagation
path — harnessed for the present work. This feasibility arises through the transformation
of each of these degrees of freedom by specific optical devices — wave-plates, prisms, and
beam splitters — resulting in a configuration that embeds three g-bits within a single
light beam. Within this framework, an optical circuit proposal for the Quantum Fourier
Transform is developed. For the implementation of Quantum Fourier Transform, phase
gates are essentials and solutions for these challenges are studied. Our computational
simulation results obtained by this study may offer valuable insights on the effectiveness of
the integration of light degrees of freedom for quantum information processing in optical
circuits.

Key-words: Quantum Fourier Transform; Optical circuits; Degrees of freedom of light.
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Introducao

No inicio século XX, o matematico Alan Turing, pai da computacao, introduziu
o conceito das Méquinas de Turing [1], um modelo abstrato de computagao capaz de
simular qualquer algoritmo, o que se tornou a base teérica para os primeiros computadores
modernos, como o ENIAC [2] e o Colossus [3], desenvolvidos na década de 1940. Essas
maquinas, embora gigantescas e limitadas, motivadas marjoritariamente por questoes
geoestratégicas da segunda guerra mundial, marcaram o inicio da era da computagao
digital. A invencao do transistor na década de 1950 revolucionou a tecnologia, permitindo
a miniaturizagdo dos componentes e o surgimento dos computadores pessoais [4]. Em 1965,
Gordon Moore formulou a Lei de Moore [5], prevendo que o niimero de transistores em
um circuito integrado dobraria a cada dois anos, uma tendéncia que se manteve valida
por décadas e impulsionou avangos exponenciais no poder de processamento. No entanto,
essa tendéncia estd proxima de atingir seu limite fisico de reducao, com transistores atuais
medindo apenas 2 nandmetros, o que levou a comunidade cientifica a buscar alternativas

tecnologicas.

Na perspectiva da comunidade cientifica, a proposta de Paul Benioff, que consiste
na concepc¢ao de um modelo andlogo ao das maquinas de Turing, porém embasado em
principios da mecénica quantica [6], em unido com as observagoes de Richard Feynman
sobre simulagbes computacionais quéanticas durante uma conferéncia [7], contribuiram
para direcionar uma alternativa para o problema da expansao de poder computacional,
conhecida como computacdo quantica. Em meados da década de 80, o fisico inglés David
Deutsch foi responsavel pela tese encarregada da declaragao de que um dispositivo de
computagao universal poderial simular qualquer processo fisico [8], o principio de Church-

Turing-Deutsch.

A informacao quantica é fundamentada em principios da mecanica quantica,
como a superposicao e o emaranhamento, que permitem que sistemas quanticos processem
e armazenem dados de maneiras radicalmente diferentes dos sistemas classicos. Enquanto
os computadores tradicionais operam com bits que assumem valores binarios (0 ou 1), os
computadores quanticos utilizam gbits (os bits quanticos) [9], que podem existir em uma
superposicao de estados, permitindo a execucao de operagoes paralelas em grande escala.
Além disso, o emaranhamento quéntico que abre portas para protocolos de comunicagao e

processamento de informagoes impossiveis de serem realizados classicamente [10].

Naturalmente, para realizar computagao quantica é obrigatorio a existéncia de
um dispositivo de arquitetura embasada nos postulados da mecanica quantica. Ainda nos

paralelos com a arquitetura de computadores classicos, outra alternativa para escalonar



o poder de processamento da informagao é a computagao optica. Utilizando fétons em
vez de elétrons para processar informagoes, ela promete maior velocidade e eficiéncia
energética, especialmente em aplicagoes como processamento de sinais e comunicagao
de dados [11]. No entanto, essa abordagem ainda enfrenta desafios significativos, como
a dificuldade de integracao com a eletronica convencional e a falta de componentes
dpticos escaldveis e economicamente vidveis [12]. Em contraste, os computadores quanticos
fotonicos buscam combinar as vantagens da 6ptica com os principios da informagao quantica.
Nessa arquitetura, os fotons sao utilizados como qubits, explorando sua capacidade
de superposicao e emaranhamento para realizar operagoes quanticas. Essa abordagem
é particularmente atraente devido a baixa taxa de decoeréncia dos fétons, o que os
torna candidatos ideais para a transmissao e processamento de informacoes quanticas
em longas distancias [13]. No entanto, a construgao de computadores quanticos fotdnicos
também enfrenta desafios técnicos, como a geragao eficiente de estados emaranhados e a

implementacao de portas logicas quanticas robustas.

A implementacao de protocolos e algoritmos quanticos em circuitos épticos
lineares classicos tem se mostrado uma abordagem promissora para explorar as vantagens
da computagao quantica experimentalmente sem a necessidade de sistemas quanticos
completos [14]. Também é particularmente util para testar e validar algoritmos quanticos
em ambiente controlado, além de servir como ponte para a computagao classica e quantica.
Uma das possibilidades decorrentes disso, é a codificagdo da informagao nos graus de
liberdade da luz, como a polarizagao, os modos transversos e a dire¢ao de propagacao
(caminho). Essa versatilidade permite a implementacao de protocolos quanticos complexos
em sistemas 6pticos, utilizando componentes épticos relativamente simples em um tnico

feixe luminoso [15, 16].

Com isso, na presente dissertacao, o objetivo principal é o desenvolvimento uma
proposta de circuito 6ptico linear (classico) tripartite que reproduza a Transformada de
Fourier quantica [17, 18] com os graus de liberdade da luz. A transformada quéntica de
Fourier é uma componente essencial para algoritmos focados em problemas de periodicidade,
como, por exemplo, o algoritmo de Shor para fatoracdo de ntimeros primos [19], que é

uma ameaca para alguns modelos de distribuicao de chaves criptograficas.

Portanto, essa dissertacao esta organizada em cinco capitulos, cada um dedicado
a explorar aspectos fundamentais e aplicagoes praticas da computagao quantica em
sistemas 6pticos, com foco na implementagao da Transformada Quéntica de Fourier (QFT)
utilizando graus de liberdade da luz. A seguir, apresentamos uma visao geral da estrutura

e dos temas abordados em cada capitulo.

No Capitulo 1, sdo apresentados os fundamentos da informacao quantica, esta-
belecendo uma base tedrica para a compreensao dos conceitos que serao explorados ao

longo do trabalho. Iniciamos com uma revisao dos principios da computagao classica e



entao avancamos para os fundamentos de informacao quantica, dando énfase ao principio

de superposicao e ao emaranhamento quantico.

O Capitulo 2 é dedicado a exploracao dos graus de liberdade da luz como recursos
para a codificagao de informacao quantica. Inicialmente, sdo apresentados os principais
graus de liberdade da luz: polarizagdo, modos transversos (Hermite-Gauss e Laguerre-
Gauss) e caminho de propagacao. Cada um desses graus de liberdade é detalhado, com
énfase em suas propriedades fisicas e como podem ser manipulados por dispositivos 6pticos,
como placas de onda, prismas e divisores de feixe. Em seguida, discutimos a codificacao
da informagao quantica nesses graus de liberdade, estabelecendo uma analogia entre os

estados quanticos e as propriedades da luz.

No Capitulo 3, o foco é base tedrica da Transformada Quantica de Fourier
(QFT), um componente central em muitos algoritmos quéanticos. Iniciamos revisando
as propriedades da transformada de Fourier classica e entao, definimos a quantica. O
capitulo também aborda a aplicacao da QFT em algoritmos quénticos, como o algoritmo

de estimativa de fase (QPE) e o algoritmo de Shor.

O Capitulo 4 apresenta a proposta de um circuito Optico tripartite para a
implementacao da QFT, utilizando os graus de liberdade da luz: polarizacdo, modos
transversos e caminho de propagacao. Detalhamos a estrutura do circuito, incluindo a
preparacao do estado inicial, a realizacdo das transformacgoes quénticas e a tomografia
dos estados resultantes. Discutimos os desafios técnicos envolvidos na implementacao
experimental e apresentamos solugoes para superar esses obstaculos. O capitulo também
inclui uma descricao da simulagao computacional desenvolvida para validar a proposta,
utilizando o formalismo de Jones para modelar os dispositivos épticos e as transformagoes

quanticas.

Por fim, o Capitulo 5 é dedicado a apresentacao e anélise dos resultados obtidos
com a simulagao computacional do circuito 6ptico proposto. Sdo discutidos os perfis
de intensidade e fase dos estados transformados pela QFT, tanto para estados da base
computacional quanto para estados maximamente emaranhados. Através de tomogra-
fias quanticas, analisamos a distribui¢do de intensidade e as fases relativas dos estados,

comparando os resultados com as previsoes tedricas.






1 Fundamentos de informacao quantica

O objetivo de iniciar a presente dissertacdo com uma apresentacao concisa dos
conceitos que regem a teoria da informacdo quantica, bem como sua intrinseca conexao
com os postulados da mecéanica quantica, concentra-se em construir uma ponte direta com
a codificacdo em sistemas 6pticos. Entretanto, antes de prosseguir com a analogia direta
entre a Optica e a computacao quantica, devemos contemplar os conceitos fundamentais

da computacao classica.

1.1 Computacao classica

Dos primeiros prototipos inspirados pelas maquinas de Turing [1] até os super-
computadores com placas de video integradas, o que sustenta o processamento da informgao
¢ a existéncia de uma unidade bésica de informacgao, bit, essencialmente correspondente a
légica binaria.

Na mecanica estatistica, a férmula da entropia de Boltzmann é usada para
calcular a entropia e o nimero de microestados de um determinado sistema microcanénico
[20]. De forma anéloga, na teoria da informagao, para um conjunto finito de probabilidades

{p1,...,pn} e uma base logaritma b arbitraria, porém fixa, a funcao

H(pla'-'apn) ::_Zpilogbpia (11)

i=1
¢ denominada entropia de Shannon [21]. Note que quando a entropia for maxima, isto é,
no caso de probabilidades equiprovaveis, H = logn assume o formato da proposta original

de Boltzmann.

Na presente discussao, o caso de maior relevancia é quando temos a base 2 do

logaritmo,

H(p) = —plogp — (1 —p)log (1 —p). (1.2)

Além de ser um caso particular valioso para generalizacao do comportamento concavo
da funcao entropia, a entropia de Shannon bindria também estabelece um limite tedrico
inferior para a compressao de dados sem perda de informacéo, facilitando o processamento
e armazenamento eficientes de informagoes. Em resumo, significa que por simbolo, ha
somente dois valores possiveis [22], definindo assim, o que é conhecido por unidade bdsica

de informacgdo bindria.



6 Capitulo 1. Fundamentos de informag¢ao quantica

Consequentemente, as operagoes em um computador classico sao executadas por
circuitos 16gicos booleanos [23, 24]. Em outras palavras, os processadores sdo capazes de
traduzir ao usuario dois tnicos valores: 0 ou 1, respectivamente, falso ou verdadeiro. Os

componentes desses circuitos sao conhecidos como portas l6gicas.

Algumas das portas logicas fundamentais sao representadas pelas fun¢oes boole-
anas expressas na Tabela 1. Note que as operagoes dessas fungoes sao realizadas através

da aritmética modular.

Porta Légica | Fungao Booleana
AND A-B
OR A+ B
XOR Ae@ B
NOT A

Tabela 1 — Fungoes booleanas de algumas portas légicas fundamentais.

A porta AND realiza uma operagao de multiplicagdo booleana, retornando verdade (1)
somente quando ambas as entradas sao verdadeiras. A porta OR executa uma operagao
de soma booleana, retornando 1 quando pelo menos uma das entradas for 1. A porta
XOR, no que lhe concerne, gera um resultado verdadeiro sempre quando o ntimero de
entradas 1 for impar. A porta NOT inverte o valor da entrada, retornando o oposto
do valor fornecido. E essas sao as operagoes base para a construgao de circuitos digitais

complexos e sao amplamente aplicadas em processadores para realizar calculos.

Elas também podem ser representadas através de tabelas-verdades, como na
Tabela 2.

A/ B/ AANDB|AORB|AXORB | NOTA
010 0 0 0 1
011 0 1 1 1
11{0 0 1 1 0
1|1 1 1 0 0

Tabela 2 — Tabela-verdade para portas légicas conhecidas na computagao.

E imediatamente observavel que as portas logicas AND, OR e XOR, dependem de dois
valores de entradas em sua atuacdo, que consiste em, respectivamente, retornar "ver-
dadeiro"quando sao iguais, diferentes de zero e exclusivamente diferentes entre si. As

representacoes logicas dessas estaos dispostas na Figura 1.
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A ] A A
B — A AND B AORB AXORB
B B

Figura 1 — Exemplos de portas logicas classicas. Da esquerda para a direita, estdo posicionadas
as portas AND, OR e XOR. Fonte: [25].

Uma computacao é definida como uma sequéncia finita de operagoes elementares,
denominadas circuitos, aplicada a alguma string de bits (sequéncia de bits) de entrada
cujo resultado é a transformagao final dessa a¢ao. Por consequéncia, existe um conjunto
de portas légicas capazes de formar qualquer funcao de entrada e saida finita, denomindas

portas logicas universais.

Nesse contexto, a simbologia é particularmente lil para circuitos logicos, que sdo constitui-
dos por esse conjunto de operagoes universais e, portanto, na maioria dos casos, realizam

tarefas mais complexas. Na Figura 2 esta ilustrada uma alternativa a porta XOR.

Figura 2 — Circuito 1égico para a porta légica XOR, reproduzido por duas AND e uma tnica

OR. Fonte: [25].

pp—
)

Concebida dessa forma, a XOR recebe dois valores iniciais que passam simultaneamente
por duas portas AND e entdao se encontram em uma porta OR, garantindo a mesma

aritmética exibida na tabela 2.

Para finalizar, é evidente que os circuitos logicos inevitavelmente tendem a
dissipar energia, gradualmente causando a perda de informagao do sistema [26]. Isto é,
conforme a densidade do circuito aumenta, sua entropia também. Entretanto, no caso dos
circuitos logicos reversiveis, isto €, operagoes do qual pode-se recuperar perfeitamente os

dados de entrada através da saida, a entropia é conservada.

No modelo de computacao classica, a inica porta logica reversivel é a porta
NOT. Como explicitado na tabela-verdade, seu papel é inverter o valor booleano. A Figura

3 ilustra sua representacao logica.
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P

Figura 3 — A porta légica NOT é a tnica porta logica cléssica reversivel. Fonte: [25].

Logo, ao considerar um automéato logicamente reversivel, também conceitua-se
um modelo de computagao reversivel [27]. Esse conceito é essencial no processamento de
informagao quéntica, dado que as operagoes sao inerentemente reversiveis. A reversibilidade
dos operadores quanticos garante a conservagao da entropia do sistema [28], algo crucial
para preservacao da informacao e para eficiéncia energética, além de colaborar para reducao

significativa da complexidade de problemas computacionais.

1.2 Unidade basica de informacao quantica binaria: gbit

No geral, um estado quantico de dimensao n é uma combinacgao linear de n bases
ortonormais pertencentes ao espago de Hilbert H,. Logo, um sistema de dois niveis ¢é
constituido por duas bases ortonormais pertencens ao espaco de Hilbert bidimensional Ho,

em notacao de Dirac [29],

1 0
0) = e =11, (1.3)
0 1

que formam a base computacional quantica.

Portanto, a unidade basica de informacao quéantica binéria, gbit, é definida como
um estado quantico puro, isto ¢, uma superposicao da base computacional, representada

por

) =al0) +51), (1.4)

com coeficientes complexos «, f € C, que diretamente relacionados com o conceito de
potencial probabilistico [30], sdo as amplitudes de probabilidades dos estados basicos para

previsao dos resultados finais. Por consequéncia, considera-se o principio de normalizacao,

o + 18° =1, (1.5)

com
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sendo €' o fator de fase relativa.

Logo, substituindo as coordenadas polares (1.6) na equagao (1.4),

[y) = e <COSZ |0) 4 € sing |1>> (1.7)

onde e é o fator de fase global. Entretanto, como esse fator nao tem efeito observavel,

segue que

0 ’ 0
|v)) = cos 3 |0) + €™ sin B 1) . (1.8)

Portanto, sendo os angulos 6 e ¢, respectivamente, polar e azimutal, a determi-
nacao arbitraria desses definem um ponto qualquer na esfera tridimensional denominada
esfera de Bloch. Os extremos longitudinais sao referentes a base computacional e os la-
titudinais, os estados de superposicao. Na Figura 4, estd disposta uma ilustracao desse

artificio geométrico.

10)

_______

)

Figura 4 — Representacao de um qubit arbitrario |¢) na esfera de Bloch. Fonte: [9].

Além disso, em um sistema composto por n gbits, os 2" estados individuais
associados a cada gbit nao representam todos os estados possiveis do sistema. Em vez disso,
eles formam uma nova base computacional, conhecida como base de produto tensorial,
que permite descrever estados mais complexos, como superposi¢oes e emaranhamentos,

fundamentais para o processamento de informacgao quantica [31].

|¢O¢n> = |¢0>|7v/}n> = |¢O>®"'®|¢n>a (1'9)

que sempre é um produto tensorial de ordem n da base bidimensional. Entao, considerando
o conjunto finito B" = {0, 1}",
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)= D Corn |71, ) (1.10)

(%1500 ) EB™

descreve o estado quantico para n gbits. Naturalmente,

St =1 (1.11)

rEBn
com ¢, € C as amplitudes de cada elemento da nova base. Nota-se que, uma vez que

a dimensao da base computacional da composicao de gbits é 2", havera também 2"

coeficientes complexos.

Em conjunto, essas defini¢des constituem os fundamentos do processamento da
informacao quantica: o gbit, a superposicao e a composicao de estados multiplos. Enquanto
o estado nao é colapsado (medido), as possiveis operagoes nao sao restritas a binariedade
por causa da superposicao, possibilitando assim, o paralelismo quantico. Esse é um conceito
base para uma diversidade de algoritmos quanticos para resolu¢ao de problemas complexos

conhecidos. No geral, sao processados por intermédio de um circuito quantico.

1.3 Circuitos quanticos

A evolucao temporal de um sistema quéntico, como afirma o sexto postulado da

mecénica quantica [32], é governada pela equagao de Schrodinger dependente do tempo,

(1) = A0 [0(0), (112)

onde |t(t)) é um estado quantico arbitréario, 2 (t) é o autovalor do observavel hamiltoniano
H , que define os niveis de energia do estado quantico, e t é a variavel temporal. Além disso,

para um instante de tempo inicial y, considera-se o seguinte problema de autovalores,

(1)) = U |4 (o)), (1.13)

logo, para o problema da equacao (1.12) e um avango infinitesimal no tempo dt,

17Cdt
h

é denominado operador de evolugdo temporal. Como o hamiltoniano . é um observavel e,

U (to + dt, t)) = 1 — (1.14)

portanto, um operador hermitiano, consequentemente a evolucao no tempo também sera,

isto é,

U (t,to)U (t, 1) = 1. (1.15)
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A unitariedade é uma propriedade fundamental, pois preserva a norma dos
estados quanticos, assegurando a conservacao da probabilidade total do sistema conforme

sua evolucao temporal, ou seja,

> lew(to) = lew (DI, (1.16)

comportamento que é diretamente explicitado através da expansao da equagao (1.10) para

0s instantes t e t.

Com essa exposicao, define-se que para um operador hermitiano arbitrario €2, a

evolugao temporal desse é igualmente hermitiana, além de unitaria, descrita por [33]:

Q)
Uty +dt,ty) =1 — " hdt. (1.17)

Na computacao quantica, as portas légicas sdo definidas como operadores unita-
rios que agem sobre os estados quanticos. Em virtude disso, da unitariedade do operador
de evolucao temporal, o estado inicial pode ser recuperado a partir do estado transformado,
invertendo a operagao. Portanto, toda porta logica quantica ¢é intrinsecamente reversivel,

em contraste com o modelo de computagao classico [34].

Assim como na computagao cldssica, um circuito quantico é composto de multiplas
portas quéanticas universais [31], [8], interconectadas e, portanto, executa determinado
algoritmo ou protocolo de informacao quantica. Na Figura 5, estd uma representacao
grafica de um circuito quantico. Cada linha horizontal representa um gbit do circuito.
Nesse, ha uma operagao controlada no circuito, onde uma linha vertical conecta os gbits

alvo (a operagao U) e controle (o circulo preto). Apds essa transformacio, o segundo gbit

[th0) T
M

o) —— U — A=

é medido.

Figura 5 — Circuito quantico para uma operagao controlled-U. Fonte: [9].

1.3.1 Portas logicas quanticas

A superposicao é uma propriedade essencial para a computacao quantica, dado
que possibilita o uso do paralelismo quantico em determinados algoritmos [35]. Por esse

motivo, a primeira porta logica quantica a ser apresentada, é a porta Hadamard,
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H

(1.18)

do qual a aplicac¢do na base computacional transforma os estados |0) e |1), respectivamente,

em superposicoes equilibradas

1 1
+) = ﬁ(|0> +) e o= ﬁ(l()) — ). (1.19)

Ou ainda, generalizando a transformada de Hadamard para n gbits,

ﬂ—nz 1) (1.20)

processa a informagao de todo o circuito silmultaneamente. E notavel que, diferente do
paralelismo na computacao classica, somente um circuito é o suficiente para o processamento

paralelo.

Com base nas matrizes de Pauli o,, 0, e 0, da mecania quantica, além da

identidade omitida por sua trivialidade, as matrizes

01 0 — 1 0
X = , Y= e Z= , (1.21)
10 v 0 0 -1

representam as portas de Pauli.

Além disso, ha também as portas de fase,

1 0

0 e

P= , (1.22)

que, resumidamente, adicionam determinada fase relativa na base computacional |1).
Dessas, as mais amplamente utilizadas sao para os dngulos ¢ = 7/2 e ¢ = 7/4, respectiva-

mente,

10 1 0
S = e T= ' : (1.23)
0 i 0 em/t

As portas de rotagdo, por sua vez, provocam uma rotagado completa do vetor na
esfera de Bloch, em torno dos eixos x, y ou z, alterando as bases computacionais como um

todo. As representagoes matriciais para essas rotagoes sao:
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cos (§)  —isin(9) |
s (2) s (9

para a porta R,(f), que realiza uma rotagao de # radianos em torno do eixo z, transfor-

R.(0)

(1.24)

mando a amplitude da base computacional e a posi¢ao do estado na direcao desse eixo.

De modo analogo,

(1.25)

representa a rotacao no estado quantico em torno do eixo y. Agora, a transformacao

roy= | 0 (1.26)
S 0 cit/2|’ ’

denominada porta R,(6), rotaciona em torno do eixo z, sem alterar a amplitude dos
estados da base, assim aplicando uma fase relativa. Logo, consiste em uma porta logica
crucial em muitos algoritmos quanticos, pois permite a manipulacao da fase sem alterar as

probabilidades de medida.

As portas controladas, por sua vez, sao operacoes essenciais para implementar
interagoes entre os gbits, possibilitando o emaranhamento. Normalmente possuem uma
condicional centrada na transformacao de um alvo do circuito, caso o estado do controle
atenda aos critérios especificos. Sao, justamente, o tipo de circuito quantico exposto na

Figura 5.

A porta controlled-not, do inglés, "nao-controlada', aplica uma inversao, equi-
valente a uma soma na aritmética modular de base 2, no gbit alvo quando o estado do
controle é |1). Supondo um circuito de dois gbits, sendo o primeiro o controle e o segundo

o alvo, a matriz que representa essa operagao ¢é

CNOT = (1.27)

o o O =
o O = O
_ o O O
S = O O

Por intermédio de uma composicao sequencial dessa porta, como na Figura 6, produz-se
a porta légica conhecida como SWAP. Sua funcao ¢é realizar a troca dos estados de dois

gbits de forma bidirecional, sem afetar o restante do circuito.



14 Capitulo 1. Fundamentos de informag¢ao quantica

NN

Figura 6 — Porta SWAP (direita) constituida da sequéncia de portas CNOT (esquerda). Fonte:
[9].

Ela também é essencial em algoritmos quanticos para reordenar ou reorganizar gbits em
estados intermediarios ou finais, especialmente em aplicagoes de otimizacao e simulagao. E

representada matricialmente como

1000
0010
SWAP = (1.28)
0100
000 1
Para n gbits, a generalizacdo pode ser expressa como
CNOT(,y = I*" D @ X, (1.29)

onde X representa a operacao de inversao aplicada ao alvo e I®(»=1 ¢ a identidade para
os gbits nao afetados por ela. O caso particular para trés gbits é conhecido como porta de
Toffoli [36], de modo que a generalizagdo de ordem superior também pode ser nomeada

assim. Composigoes derivadas também podem ser generalizadas.

A porta de controlled-Z, por conseguinte, transforma o estado base |1) de acordo

com a porta Z. Possui representacao matricial como

100 0
010 0
c7 = (1.30)
001 0
000 -1

Sob outra perspectiva, a porta Z pode ser interpretada como uma ocorréncia particular da
porta P, da equagao (1.22), quando o dngulo ¢ = w. Consequentemente, isso também vale

para a porta controlada, generalizada como

1 0
CP(¢) =I1°"V g . (1.31)
0 e
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1.3.2 Estados emaranhados

O emaranhamento quantico é um fendmeno quantico que descreve a correlacao
nao local entre particulas, isto é, a medida de uma particula quantica emaranhada com
outra fornece, simultaneamente, informagao sobre ambas [37]. Inicialmente explorado no
famoso paradoxo EPR, somente com a formalizacdo das desigualdades de Bell que as
investigacoes para a nao-localidade comecaram a ser densenvolvidas experimentalmente.
No geral, a violacao da desigualdade de Bell, demonstrada em experimentos subsequentes
[38], [39], ndo apenas fundamentou a existéncia de correla¢oes quanticas, como também

pavimentou o caminho para um recurso essencial para computacao e criptografia quantica.

Logo, definidas as portas Hadamard e a CNOT, unificadas como na Figura 1.33,

elas produzem um estado emaranhado de Bell.

Wo) 1H

1) N

Figura 7 — Circuito quantico para producio de estados maximamente emaranhados de Bell.
Fonte: Autoria prépria.

O primeiro gbit é representado por [¢g), enquanto que o segunto por |iy). Nisso,
supondo um estado inicial |¢) = |11), o circuito ao ser iniciado pela porta de superposicao,
serd transformado como [¢)) = %(|0) —|1))®]1). Como o controle da porta controlada esta
no primeiro gbit, entdo, resulta em |¢) = %(|Ol> —|10)). De modo anélogo, o procedimento
pode ser repetido para todos os estados base [00), |01) e [10), com os respectivos, além do

proprio |11), resultados expostos na equacao (1.32).

1

|Boo) = E(IO(D +[11))
1
Bor) = ——(|01) + 10))
\? (1.32)
|B10) = ﬁ(|00> — [11))
1Bu) = —(01) — [10))

Sl

2

Ou ainda, compactando,

|Brm) = : (1.33)
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onde (—1)™ introduz uma fase dependendo do valor de m, 1til para controlar a simetria e
a coeréncia entre os estados durante manipulagoes experimentais, e @ = 1 — n representa

a soma de mddulo 2.

Observe a impossibilidade de escrever = ® |11) para os estados ema-
0
ranhados, uma vez que as portas quanticas envolvidas os correlacionam de modo que a

independéncia entre eles ¢ inviavel.

Para além disso, os estados GHZ (estados de Greenberger—Horne—Zeilinger),
extendem o conceito para sistemas compostos por trés ou mais componentes [40], [41],
[42]. Nao se restringe como uma generalizacao do entrelagamento bipartido para n gbits,
ou seja, diretamente das equagoes (1.32) e (1.33), como também permite emaranhamento
multipartido. Sistema compostos por multiplas particulas demonstram a estrutura nao-
separavel em diferentes camadas [43]. Retornando ao caso bipartido |5yo) e incluindo um
novo qbit, inicializado inicialmente como |15) = |0), que é o alvo de uma outra porta

nao-controlada, resulta em

1
|Boo) ® 10) = ﬁﬂom +11))®10) —
1 (1.34)
— ® |0) = —(|000) + [111)).
|Boo) ® [0) \/5(! )+ [111))
Portanto, o estado emaranhado tripartite proveniente desse cenario é dado por:
1
|GHZ) 0o = —=(]000) + |111)). (1.35)

V2

O procedimento também pode ser repetido de modo analogo para obtencao do

estado:
1
|GHZ) 3,0 = ﬁ(|010> +1]101)). (1.36)
Esse processo pode ser generalizado para n gbits. Para n = 3 gbits, o estado esta

representado enquanto circuito quantico na Figura 8. A realizacao do circuito quantico
depende somente da inser¢do de uma porta Hadamard no primeiro gbit e duas CNOT
consecutivas interligando controle e alvo em sequéncia nos outros dois gbits. Para um
circuito generalizado, basta dar continuidade ao processo das portas controladas até chegar

no ultimo qgbit.
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<
=

|%2) N

Figura 8 — Circuito quéantico para producio de estados maximamente emaranhados tripartites
GHZ. Fonte: Autoria propria.

Anteriormente, foi apresentado o conceito de universalidade quantico. Em resumo,
é uma constatacao de que existem conjuntos de portas quanticas basicas, que em deter-
minada sequéncia constituem outras portas quanticas. Frequentemente, sao considerados
conjuntos formados pela porta nao-controlada e as outras portas basicas de um gbit [44],
[45], selecionadas de acordo com as exigéncias do problema. Entretanto, na computagao
quantica, a transicao de um conjunto para o outro nao possui um custo computacional
elevado (complexidade de ordem logaritmica). Com isso, o conjunto mais simples possivel
¢ uma composicao como {Toffoli, H, T'} [46]. A partir dela, qualquer computagao quantica
pode ser aproximada por via do Teorema de Solovay-Kitaev [47]. Caracterizando, portanto,
que os elementos essenciais para a universalidade sao a superposi¢ao, o emaranhamento e

amplitudes complexas.

A exploracao dos fundamentos da informacao quantica, desde os conceitos basicos
da computacao classica até a introducao dos gbits e dos circuitos quanticos, estabelece uma
base sélida para compreender as potencialidades e os desafios da computacao quantica.
A transicao da logica bindaria classica para a superposicao quantica e o emaranhamento
evidencia uma mudanca paradigmatica no processamento de informacao, onde a reversibili-
dade e a manipulacao de estados quanticos abrem caminho para algoritmos e protocolos que
superam as limitagoes dos sistemas classicos. Neste capitulo, foram apresentados os pilares
tedricos que sustentam a teoria da informacgao quantica, desde a definicdo da unidade
bésica de informagao classica até os estados emaranhados. Esses conceitos ndo apenas
fundamentam a teoria da computacao quantica, mas também conectam-se diretamente
com aplicagOes praticas, como a codificacdo em sistemas Opticos, que serd explorada nos
capitulos subsequentes. A partir dessa base tedrica, é possivel avancar para a discussao
de algoritmos quanticos, protocolos de comunicagao e simulagoes quanticas, que serao
abordados ao longo desta dissertacao, consolidando a ponte entre a teoria e a pratica na

era da informacao quantica.
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2 Graus de liberade a luz como recurso para

informacao quantica

Dos modelos de arquiteturas vigentes e promissores para os computadores quan-
ticos, destace-se os computadores fotonicos, particularmente no contexto de pesquisas de
fronteira [48]. Nesse sentido, uma das propostas para realizagoes experimentais é por meio
da codificagdo da informacao quéantica nos graus de liberdade da luz: a polarizacao, os

modos transversos e o caminho.

Com isso, também considerando a possibilidade de analogia entre circuitos
6pticos classicos e quanticos [49], esse capitulo é dedicado a codificagdo e manipulagdo da

informacgao com os graus de liberdade da luz.

2.1 Os graus de liberdade da luz

Os graus de liberdade da luz referem-se aos diferentes parametros que podem ser
manipulados para descrever o comportamento da luz em um sistema fisico. Os principais
incluem a polarizagao, referente a orientagao das oscilagoes do campo elétrico, os modos
transversos, sobre a distribuig¢ao espacial do campo eletromagnético, e o caminho, que

indica a dire¢do de deslocamento da onda no espaco.

As principais referéncias consultadas para essa discussao foram [50], [51] e [52].

2.1.1 Polarizacao

Além do angulo reto entre seus campos elétrico e magnético, as ondas eletromag-
néticas possuem suas vibragoes transversais concentradas perpendicularmente em relagao a
direcao de propagacao no espaco. A polarizacao da luz é caracterizada pelo comportamento
dessas oscilagoes, ou seja, pela orientacao que os campos vetoriais oscilam. Quando o
campo elétrico oscila em uma tunica dire¢ao, diz-se que a luz é polarizada. Entretanto,
0 mais comum de encontrar na natureza ¢ a situacao em que as componentes vetoriais
oscilam dispersamente em dire¢oes distintas, equivalendo dizer que a luz natural é "nao

polarizada', ou aleatoriamente polarizada [53].

Com a solucao trivial para uma onda plana monocromatica que se propaga na

direcao z,

E(r,t) = Ege'Fr—et), (2.1)
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que quando perfeitamente monocromatica é polarizada, descreve-se as oscilagoes em

modulo, dire¢ao e sentido do campo elétrico,

E(z,t) = (Eopdt 4 € Egyg)e!®=b, (2.2)

Comparando brevemente as duas equagoes para a onda plana, observa-se que, além de
considerar as componentes do plano z e y, respectivamente, as amplitudes Ey, e Ey,, agora

hé o fator exponencial de diferenca de fase 6 = d,, — 6.

Dependendo da diferenca entre as fases e as amplitudes, a polarizagdo assumira
propriedades condizentes com um dos casos: polarizacao linear, circular ou eliptica, embora

as duas primeiras classificagoes sejam casos particulares da tdltima [50].

A polarizagdo linear ocorre quando a diferenca de fase é do tipo 6 = nm com n
inteiro positivo ou negativo. Deste modo, a parte imaginaria do fator de fase relativa na

componente do plano y sera anulada,

E(z,t) = Ey(2,t) + Ey(z,t) = (RE, £ §E,)e'F*+t) (2.3)

Esta claro que o angulo 0 entre as componentes do campo elétrico, definindo,

portanto, a orientagao da polarizacao, é descrito como

Ey,

tan(f) = o (2.4)

E também evidente que para determinados angulos a componente do plano z
permanecerd enquanto a do plano y é anulada, configurando assim a polarizacao horizontal.
Caso contrario, tem-se a polarizacao vertical. Em especial, destaca-se quando as duas
componentes sao idénticas F, = F,, isto ¢, quando o angulo entre elas ¢ 6 = 45 e o vetor
resultante esta na diagonal do plano. Isso forma o estado de polarizacio a £45 e equivale a
uma operacao de superposicao. Frequentemente, utiliza-se essa angulagao para reproduzir

uma porta Hadamard utilizando a polarizacao como grau de liberdade.

Na polarizacdo circular, por sua vez, a diferenca de fase sera fracionaria e dada
por 0 = nm + 7, para n inteiro positivo ou negativo. Nota-se que a soma do tltimo fator
indica um deslocamento de fase e também que as componentes de amplitude do campo

elétrico sdo idénticas £, = E, = E (vetor resultante diagonal). Logo,

E(z,t) = Eo(2 + if)e'*=D). (2.5)

Importante a observagao do sinal na equagao (2.5). Para sinal positivo, assim como no
caso linear, n ¢é par e entao ha uma polarizacio circular a direita. Para sinal negativo, n é

impar e ha uma polarizacao circular a esquerda.



2.1. Os graus de liberdade da luz 21

Quando as amplitudes do campo elétrico diferem, Ey, # Ey,, € a fase relativa do

plano y permanece, é o caso da polarizacao eliptica,

E(z,t) = (B ol & iEg,))ette), (2.6)

A equagao (2.6) explicita perfeitamente o porqué dos outros casos serem particularidades
dela. Com amplitudes iguais, a polarizacao é circular, sem deslocamento de fase, é linear.
Sem esforgo, o sinal continua a determinar a paridade de n: quando positivo, polarizacao

eliptica a direita, e quando negativo, polarizacao eliptica d esquerda [54].

Na Figura (9), estao desenhados os vetores campo elétrico de cada respectivo
estado polarizagao no plano transverso. Da esquerda para a direita, a polarizacao linear,

circular e eliptica.

v y y
A 4 'Y
__________ Ey
E ! /J E / E
= X = X »~ X
” Ky C/U
* Eqy
Polarizacdo linear Polarizagao circular Polarizacao eliptica

Figura 9 — Da esquerda para a direita, polarizagao linear, circular e eliptica. Fonte: Autoria
prépria.

Agora, para definir a polarizacao a partir da intensidade, primeiramente, considere

as bases de polarizacao

& =& [polarizagao horizontal]

ey =17 [polarizagao vertical
T 41y

é3 = \—;iy [polarizacao circular a direita] (2.7)
i — i

é4 Y [polarizagao circular & esquerda]

e, também, as amplitudes complexas,
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E1 = alei‘;l,
E2 = a26i62,
E, =a,e®,
E_=a_e"-.

Com isso, o campo elétrico & pode ser descrito em termos das componentes associadas as
bases lineares (&1, é;) e, por sua vez, o campo F, _ com relagdo a base circular (é,,é_),

respectivamente,

31,2 = Fié; + Eqéy, (2.8)
é/\a_h_ — E+é+ + E_é_. (29)

Logo, os parametros de Stokes na base linear sao definidos como [55]:

Sy =6y & +6y- & =a+d, (2.10)
F=ley- & — ey & = a2 — a2 (2.11)
S =2Re ((él &) (e - éA”)*) = 2ajay cos (09 — d7), (2.12)
Sy =2Im ((é1- &) (é2- 6)") = 2ara55in (3 — 01) (2.13)

O parametro .7 é a intensidade total da onda eletromagnética; .#] representa a diferenca
de intensidade entre as polarizagdes horizontal e vertical; .%5 esta associado a intensidade
das polarizagoes inclinadas (+45 e —45); .3 descreve a intensidade correspondente as
polarizacoes circulares direita (é+) e esquerda (é—). Analogamente, para a base circular,

0s parametros sao:

So=a; +a’,
A =ai —a’,
Sy =2aya_cos(0_ —dy),
Sy =2ara_sin (d_ — d4).

Observa-se que os parametros %, e .#3 carregam informacoes de fase, tanto para a base

linear, quanto para a circular.

Os parametros de Stokes descrevem completamente o estado de polarizacao de

uma onda eletromagnética, quantificando a intensidade total e sua distribuicdo entre as
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componentes de polarizagdo. Os parametros .% e .3 carregam informacoes sobre a fase

relativa entre as componentes do campo elétrico, essenciais para caracterizar polarizacoes

circulares e elipticas. A relacdo entre os parametros de Stokes é dada por

=S+ S+ S (2.18)

que é a equacao da esfera de Poincaré, exposta na Figura 10.

Figura 10 — Esfera de Poincaré para a polarizacao. Fonte: [51].

A esfera de Poincaré demonstra a correspodéncia entre os estados de polarizacao e
os pontos na sua superficie. Estados de polarizacao completamente linear estao localizados
nos pontos da circunferéncia equatorial, nos extremos se localizam os estados diagonais, nos
pontos intermediarios os estados horizontal e vertical. Os estados de polarizagdo circular
estao localizados nos polos. Em qualquer ponto arbitrario da esfera, estao os estados

elipticamente polarizados, com intensidade proporcional & distancia do centro da esfera
[56].

Um artificio crucial para codificagdo da polarizacao da luz como informacao
quéntica, é o formalismo dos vetores e das matrizes de Jones [57], [58]. Com esse, a luz

polarizada pode ser escrita como:

- E.(t Ey e 1 10
E = ( ) = ° . = EO:Eewsz + EOyel(z)y ) (219)
E,t)| | Eoyei 0 1

onde Fy, e Ey, sao as amplitudes das componentes x e y, respectivamente. Reescrevendo
como combinacao linear, nota-se a evidente semelhanca com a base computacional. Agora,

pode-se representar um feixe luminoso paralelizado como um vetor de Jones Ej, que
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ird incidir em determinado dispositivo 6ptico &/ (uma matriz de Jones) e, emergindo
dessa interacao, um novo vetor transformado E. Com essas consideragoes, todo o processo

percorrido pelo feixe luminoso se resume a um problema de autovalores:

E = @ E,. (2.20)

O dispositivo 6ptico responsaveis pelas transformagcoes na polarizacao sao co-
nhecidos como placas de onda. Sao materiais birrefrigentes, possuem indices de refracao
distintos entre os eixos perpendiculares e, por consequéncia, a velocidade de propagacao
nos meios sera diferente também. Os eixos sao denominados eizo rdpido e eizo lento. Além
disso, eles possuem alguma espessura d. H4 uma representagao grafica do dispositivo na

Figura 11.

Eixo lento

y

)

Eixo rapido - x
X

0

Figura 11 — Placa de onda. Fonte: [51]

A placa de meia-onda (HWP), do inglés, half-wave plate, possui diferenga de
caminho 6ptico A/2. Sendo # é o angulo que o eixo rapido faz com a horizontal. A

representacao dessa placa em formalismo de Jones é

cos(20)  sen(26)
HWP = . (2.21)
sen(20) —cos(20)
A placa de quarto de onda (QWP), do inglés, quarter-wave plate, possui diferenca
de caminho 6ptico \/4 e o angulo entre o eixo rapido e a horizontal continua sendo 6. Sua

representacao matricial é

OWP — cos*(0) + isen*(0) cos(0)sen(0)(1 — i) | (2.22)
cos(0)sen(0)(1 —14) icos*(0) + sen?(0)
A SWP, do inglés S wave plate, é uma placa de onda superestrutura que converte

polarizacao linear incidente em polarizacao radial ou azimutal dependendo da sua configu-

racao angular. Ela também pode ser utilizada para converter polarizagao circular em um
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feixe que carrega momento angular orbital (OAM) [59], aplicando uma fase que varia de
acordo com a posi¢ao transversal no feixe, o que modifica a distribuicao de intensidade
e fase da luz. No geral, sao dispositivos valiosos para a manipulagao transversal da luz,
permitindo a geracao de feixes complexos com propriedades especificas. Por exemplo, como
serdo explicados na proxima seccdo, ao incidir com um feixe gaussiano fundamental (com
perfil de intensidade padrao de feixes luminosos), ao projeté-lo numa SWP adequadamente
configurada, é possivel transformar transversalmente esse em modos de Hermite-Gauss,

que serao explicados a seguir.

2.1.2 Modos transversos: Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss

Em contraste com as ondas planas, feixes luminosos nao se propagam no infinito.
Na realidade, a invariancia translacional desse é perdida e a direcao de propagagao nao
é mais restrita. Além disso, seu perfil de intensidade tende a ser deformado, isto é, a
distribuicao da luz aumenta espacialmente. Nao é a tinica alteracao possivel no visual do
feixe luminoso: os modos transversos dizem respeito aos padroes de distribui¢do do perfil

de intensidade e, também, fase da luz nas diregoes perpendiculares a propagacao [53].

Partindo desse principio, seja a equagao de Helmholtz, representacao independente

do tempo da equagao de onda,

(V2 + kDA (r,w) =0, (2.23)

onde A;(r,w) é o j-ésimo vetor pontecial do dominio de frequéncia

Ai(r,t) = /OOO dwA;(r,w)e™", (2.24)

e w = ck. A solucao trivial dessa equagdo para uma onda plana se propagando na direcao

z é um Ansatz do tipo

Aj(r,w) = (r,w)e™. (2.25)

Substituindo a solugdo na equagao (2.23) e utilizando a aproximacao paraxial 2ik0,1); >>

0%1;, é possivel encontrar

AT L (2.26)

= -2
Ox? oy? 0z’
que ¢é a equacao de onda paraxial, ou ainda, a equagdo parazxial de Helmholtz. Vale a
observacao de que com uma simples troca da depedéncia espacial por uma depedéncia

temporal, essa equagao diferencial parcial torna-se semelhante a equacao de onda quéntica.
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A solugao fundamental dessa equacao resulta no que é conhecido como feize

gaussiano,
91/2 22 4y Kk +y?)
%’(557972) = meiﬁp <— w2(2) exrp —ZT(Z) +ip(z) |, (2.27)
onde o raio de curvatura do feixe é
2
R(z) =2+ 2, (2.28)
z
e a fase de Gouy dada por
o(z) = arctg <Z> , (2.29)
ZR
e o comprimento de Rayleigh definido como
2
- ::3?59, (2.30)

sendo wy a largura na posi¢do z = 0, de acordo com a variagdo que é proporcional a essa,

descrita por

qm@_w01+(z)% (2.31)

ZR
Todas essas grandezas e parametros relativos a equacao paraxial estao esquematizadas na
Figura 12. Nessa representacao, a variacao da largura do feixe gaussiano, se propagando
na direcao k., transita de wg na origem até 2wy, definida por um angulo arbitrario 6, no

comprimento de Rayleigh.

Figura 12 — Feixe gaussiano. Fonte: [60]

Além da solucao fundamental ha duas familias de solu¢des de ordem maiores,

os modos de Hermite-Gauss e os modos de Laguerre-Gauss. Encontrar ambas familias de
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solucoes é um trabalho arduo e nao precisa ser acrescentado na presente discussao, analisar

as somente as solugoes ja é o suficiente. Para mais detalhes, é recomendado consultar a

referéncia [60].

Em primeiro lugar, considera-se a solucao da equacao paraxial em coordenadas

cartesianas, os chamados modos de Hermite-Gauss.

Hou() = (9, ) = O g, Y2 gy V2 (2505) (455087 (it
’ ’ we) () " wle)

(2.32)

Os polinémios de Hermite H,, e H,, sao definidos por suas ordems dadas, res-
pectivamente, por n e m. E direto que a escolha das ordens m = n = 0 resulta na
solucao fundamental. Em contrapartida, ao aumentar a ordem n o perfil de intensidade
do feixe tende a se dividir verticalmente, ou a divisdo ocorre horizontalmente conforme a
ordem m cresce. O padrao de divisao do perfil de intensidade dos modos H,,,, estd bem
representando a direita da Figura (13). As linhas nodais do modo H; 5 demonstram como

ocorre a simultaneidade dessas divisoes horizontais e verticais.

Perfil transverso de intensidade e fase para os modos de Hermite-Gauss

Intensidade Hy, o Fase Hy o Intensidade Hy, 1 Fase Hg 1 Intensidade Hp, » Fase Hy »
i f A 10 an
r 7 s
. 0 : - I
- — -
T | ma
S0 -25 00 25 50 50 =25 00 25 S50 =50 =25 00 25 50
Intensidade Hy.q Fase Hy g Intensidade Hy 3 Fase Hy 1 Intensidade Hy, > Fase Hy,»
4 q 2 L) W
2 2 . . 2 é %
o ] a -e 2 %
E w . e 5 # 3
0 -2.5 G0 25 50 0 ~25 G0 _‘.'4 50 -25 (O 25 5.0
Intensidade Hs, Fase Hao Intensidade H; 1 Fase H; 1 Intensidade Hs, » Fase H; 2 w2
4 4 . [ %]
z z 2
o . 0 a -
-2 -2 -2 ®0 a
-a -4 -3

50 -25 DO 25 50 50 25 0B 25 A -50 -25 DO 25 50

Figura 13 — Perfil transverso de 1nten81dade e de fase para os modos H,, ,. Imagens obtidas com
python. Fonte: Autoria propria.

Agora, dada a resolucdo da equacao paraxial em coordenadas cilindricas, tem-se
os modos de Laguerre-Gauss.

2p! V2r |l|e(—w§?z)) «
mw?(2)(p + [ [w(z)

ilkz—(2p+]1|4+1) o+ 72— ZR(Z s +E]

Li(r) =4p(r,z,§) =
(2.33)

Como esperado, essas solugoes dependem dos polindmios de Laguerre LY. Os indices que

substituem as ordens das solugoes anteriores sao chamados de indice radial p, diretamente
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relacionado com o nimero de aneis na distruibuicao de intensidade, e indice azimutal [,
associado a singularide de fase £ na origem do plano. Consequéncia disso é que todos
os modos Lf para [ # 0 apresentam momento angular orbital (OAM), do inglés, orbital

angular momentum [50].

O efeito de ambos indices podem ser observados também através da Figura (14).
Conforme aumenta-se o nimero do indice radial a tendéncia é proporcionalmente aumentar
o numero de anéis. O indice azimutal provoca uma divisao semelhante a dos modos HG,

agindo tanto na intensidade concentrada no centro quanto nos anéis.

Perfil transverso de intensidade e fase para os modos de Laguerre-Gauss

Intensidade Lg! Fase L1 Intensidade L;! Fase Li! Intensidade L3 Fase L;!

s 4 s 10 m
z z 2

i - | @ - N (\
-2 -z “2 as
-4 -+ -4 =

-5 & 5 -5 L] 1 -5 L] §

Intensidade L§ Fase L§ Intensidade L? FaseL? ntensidade L? Fase LY

I
4 4 4
z z H

> . > . . o .

-2 -2 -2

mtensdate
Fase |em radianns}

-4 -4 -4

5 o 5 a 5 5 a

ntensidade L} Fase L] Intensidade L] Fase L] Intensidade L] Fase L1 w2

4 a4 & a2

3 3 2

i - | O 9 1 o »
-2 -2 -2 an o
-3 4 -4

Figura 14 — Perfil transverso de intensidade e de fase para os modos LG]lD. Imagens obtidas com
python. Fonte: Autoria propria.

Os modos de Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss de primeira ordem representam
sistemas de dois niveis e podem ser experimentalmente manipulados com facilidade. Além
disso, ha a possibilidade de relacionar os dois modos como combinagoes lineares de um

com outro [61]:

1 :
L(:)tl = E(HLO + ’LH(),l) (234)

E também que os modos de Hermite-Gauss podem ser escritos como combinacao linear

dos seus préprios modos horizontal e vertical,

H{ | = cos(0)Hyo + sin(6) Ho (2.35)

Para o dngulo § = £7/4 tem-se as seguintes equagoes,

S|

Hyy! (Hio+ Hoy) e Hyj _E(HLO—HOJ). (2.36)

1
V2
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Sendo assim, conclui-se que a combinacao linear de ambos os modos tranversos
discutidos pode reproduzir superposicao. Logo, como desejado, os modos de Hermite-Gauss
e Laguerre-Gauss de primeira ordem sao graus de liberdade que possuem todas as condigoes

necessarias para codificar a informacao quantica.

Entao, como demonstrado em [51], é possivel desenhar uma esfera de Poincaré

para os modos transversos, como esta na Figura 15.

Figura 15 — Esfera de Poincaré para os modos transversos. Fonte: [51].

Nos polos norte e sul, respectivamente, estao os modos de Laguerre-Gauss de

primeira ordem L} e LGy'. Na linha do equador, os modos de Hermite-Gauss também
o , ) 4 —m/4

de primeira ordem, HGy; e HG,g, além dos rotacionados nos extremos, H& { e HOI /.

Qualquer outro ponto na esfera sao modos intermedidrios entre as duas familias de solucoes.

Os dispositivos 6pticos que vao operar transformacoes nos modos transversos

sao generalizados como:

000, 6) = cos*(0) + e?sen*(0)  cos(0)sen(0) (e — 1) (2.37)
’ cos(0)sen(0)(e® — 1)  e®cos®(0) + sen?(6) | |

sendo f o angulo de inclinacao e ¢, a fase associada ao elemento Optico, que pode variar
dependendo do tipo de transformacao que ele realiza. Sao conhecidos como conversores

astigmaticos.

Quando ¢ = 7, descreve-se um prisma de Dove, um prisma triangular com base
de trapézio de largura L, altura h e laterais inclinadas a a = 45°. A luz incidente sofrera
um processo de reflexdo interna, portanto, ao sair pela face oposta, sera rotacionada
a 0., = 180° e também invertida. A depender dos modos transversos desejados, basta

rotacionar o prisma em sua base a determinado angulo ®, como mostra a Figura 16.
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Feixe — Feixe
luminoso (I) \ luminoso
incidente refletido

Figura 16 — Prisma de Dove. Fonte: Autoria proépria.

Esse dispositivo é descrito matricialmente como:

[ cos(20)  sen(20)
= sen(20) —cos(26) . (239

Quando ha uma defasagem de ¢ = 7/2, significa que deve existir uma distancia
d = +/2f entre um par de lentes cilindricas com determinada distancia focal f. Esse arranjo
transforma modos de Hermite-Gauss, de primeira ordem, em modos de Laguerre-Gauss

com singularidades de fase. A Figura 17 ilustra a montagem desse dispositivo éptico.

Geralmente, esse conversor de modos costuma ser representado matricialmente

COIMNo:

C(6.7/2) = cos?(0) +isen®(0) cos(f)sen(0)(1 — i) ‘ (2.39)
cos(0)sen(0)(1 —1i) icos*(0) + sen?(6)

Figura 17 — Conversor astigmatico. Fonte: [62].
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2.1.3 Caminho

Por fim, é denominado caminho, o grau de liberdade referente a direcao de
propagacao da luz. Estabelecido o comportamento ondulatério da luz classica, o fluxo de

energia ¢ descrito pelo vetor de Poynting [53],

S = :O(B x E), (2.40)

sendo o a susceptibilidade magnética no vacuo. Equivale dizer que a energia estd fluindo

paralelamente a direcao de propagacao da luz.

Portanto, a informagcao quéantica pode ser codificada no caminho de propagacao do
feixe luminoso. Do mesmo modo, como foi para a polarizacao e para os modos transversos,

ha uma representacao na esfera de Poincaré para o caminho na Figura 18.

A R

+i

V2

= -
A B
@ )

i B P S i 3
- —o o+ I+
V2 ,P/ V2

1@
A B
s i
-
V2

Figura 18 — Esfera de Poincaré para o caminho. Fonte: [51].

Na linha do equador, estao situados dois caminhos A e B, para cada ponto no
ponto médio da circunferéncia, um deles esta acesso e o outro apagado. Nos extremos do
equador, estao as possibilidades de caminho dividido. Nos polos, a reparticao conta com a

presenca de fase relativa.

Geralmente, o percurso do feixe luminoso é desviado através de espelhos. Mas,
além desses, ha um dispositivo 6ptico, um cubo, que transmite e reflete a luz parcialmente,
de acordo com suas propriedades materiais. Ele é chamado divisor de feixe (BS), ou
beam-splitter, em inglés. A matriz para um BS perfeitamente balanceado, isto é, que divide

ambas as partes igualmente, ¢ dada por

BS = (2.41)

Sl
[\
—_ =
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H&4 também o divisor de feixe polarizado (PBS), ou polarized beam-splitter, em inglés.
Em resumo, é um cubo com espelho que nao apenas reflete e transmite o caminho, mas

também separa as polarizagoes.

Na Figura 19 estao representadas as atuagoes de ambos divisores de feixes. Na
esquerda, tem-se o PBS, que usualmente divide o feixe luminoso selecionando com base na
sua polarizacao: a polarizacao horizontal é transmitida enquanto que a vertical é refletida.

Na direita, hd o BS, que idealmente transmite e reflete a luz de forma igualitéria.

(a) (b)

& ~@-

Figura 19 — Representagéo dos divisores de feixe: a) PBS e b) BS. Fonte: [63].

2.2 Codificacao da informacao quantica

No objetivo de codificar a informacao nos graus de liberdade da luz, é indis-
pensavel definir as bases computacionais para cada um deles. Ao considerar a esfera de
Bloch, apresentada anteriormente na Figura 4, e compara-la com as esferas de Poincaré,

individualmente, constréi-se uma ponte para a analogia direta entre elas.

Logo, para a polarizagao, com os elementos da linha do equador de sua esfera,
é possivel codificar |[H) como a polarizagao horizontal, |V') para a polarizacao vertical,
|D) como a polarizacao diagonal e |E) como a polariza¢ao anti-diagonal. No caso das
polarizagoes circulares, estas estdo associadas aos polos norte e sul da esfera de Poincaré,
sendo fundamentais para codificar superposi¢oes com diferenca de fase. A polarizacao
circular direita |R) é descrita como %(H—I ) +1i]V)) e corresponde ao polo positivo no
eixo y da esfera de Bloch. J4 a polarizacao circular esquerda |L) é representada por

%(!H) —i|V)) e esté associada ao polo negativo no eixo y.

Do mesmo modo, para os modos transversos, a associacao ocorre da seguinte
maneira: |h) é o modo HGhg, |v) é HGq, |+) corresponde a uma superposi¢ao simétrica
dos modos transversos, como %(H G1o+HGo1), e |—) é representado por uma superposicao
assimétrica, como %(H G10 — HGp1). Os modos de Laguerre-Gauss nos polos sul e norte

sao correspondentes as superposi¢oes com diferenca de fase, como mostra a equagao (2.34).

Por fim, para o grau de liberdade do caminho, as diferentes trajetérias que

o feixe luminoso pode percorrer serao associadas com os estados quanticos. Isso ocorre
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considerando dois caminhos distintos, u (up) e d (down), respectivamente, caminho superior

e inferior. Logo, a superposi¢ao |+) = %ﬂu) |d)), correspondendo a uma divisdo coerente
entre os dois caminhos e, a superposigao |—) = ﬁ(|u) — |d)) indica uma diferenca de fase

entre os caminhos.

A Tabela 3 demonstra as equivaléncias dos graus de liberdade com a base

computacional quantica.

Codificacao da informacao quantica nos graus de liberdade da luz
Informagao quantica Polarizacao Modos transversos Caminho
10) |[H) |h) |u)
) V) v) |d)
+) TAHY V) | W+ 1) | () + )
-) Z(H) —1V)) Z(h) = [v) 75 (|u) —|d))
|R) HH) +i[V) | 5k +ilv) | 5w +ild)
L) SUH) —iV) | (R —ilv) | 5w —ilv)

Tabela 3 — Codificacao das bases computacionais da informacao quéantica nos graus de liberdade
da luz, incluindo a polarizagao, os modos transversos e o caminho. Fonte: Autoria
prépria.
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3 A transformada quantica de Fourier

Nesse capitulo, a discussao sera centrada na Transformada Quéntica de Fourier
(QFT, do inglés Quantum Fourier Transform), base fundamental de algoritmos quanticos
para solucao de problemas com caracteristicas periédicas. Antes, deve-se discorrer breve-
mente sobre a transformada classica e as possibilidades decorrentes de sua discretizagao,

no objetivo de demonstrar o potencial de seu analogo quantico.

3.1 A transformada rapida de Fourier

Na fisica matematica, frequentemente ha expressdes como

g(z) = / " HOK (@, D, (3.1)

onde a fungao g(x) é definida como a transformada integral de f(t), com a transformacao
sendo configurada pelos limites a, b e o nicleo K (z,t) que permanecerao os mesmos para

quaisquer pares de fungoes. Portanto, as formulas integrais que definem a transformada de

oo ¢
e e .
\/;/ ’“"tdw

com f(t) sendo a funcao temporal e F'(w) a transformacao de fase. Através da decomposigao

Fourier e sua inversa sao

da exponecial em ondas senoidais (par) e cossenoidais (impar), respectivamente,

\[ / Ysen(wt)dt
\f / Jcos(wt dt. >

o carater ondulatério da transformada é evidenciado, e, por consequéncia, seu amplo
emprego em problemas de processamentos de sinais. No contexto da optica, ela é responsavel
pela transicao da informacdo de uma onda eletromagnética monocroméatica do espaco
temporal para o espaco de frequéncia, ou seja, nos permite acesso & informacao de fase do

sistema [64].

H& determinados contextos em que os dados de entrada do sinal sao discretos,

como, por exemplo, em problemas fisicos complexos de serem resolvidos analiticamente
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que podem ser solucionados por métodos ntimericos de discretizacdo do dominio. Além
disso, nos computadores classicos, o processamento de sinais é inerentemente discretizado,
ja que operam através de valores binarios. Portanto, parcela consideravel de problemas
na ciéncia da computacao podem ser solucionados pela transformada discreta de Fourier,

definida como

1 N-1 )
Flay) =[5 3 ™ f(ay). (3.4)
k=0

onde z;, = 27k/N sao os pontos do dominio do tempo discretizado no intervalo (0, 27),
F(x,) os coeficientes no dominio de frequéncia e N o nimero de pontos. Define-se também

a inversa

1 N-1 -
flag) =4[5 20 e PPN F(ay). (3.5)
2
Mesmo que amplamente utilizada no processamento digital, a discretizacao
sozinha nao ¢ eficiente na resolugao de problemas complexos, dada sua complexidade

computacional de ordem quadratica O(N?).

Diante disso, com a finalidade de superar essa limitacao, procedimentos para
obtengao da transformada rapida de Fourier foram desenvolvidos [65]. Em resumo, o
principio do processo comumente aplicado consiste no método de divisdao e conquista.
Considerando o nimero de pontos do dominio como N = 2™, para algum inteiro m, é
possivel decompor a equagao (3.4) em subdominios, igualmente divididos, par e impar.

Portanto,

1 N/2—-1 ik N/2-1 ke
Flzp) =[5 | 22 €™~ flow) + Z XN f(Topg) | - (3.6)
k=0

Com a simplificacado dos expoentes

2k .
o2 £ _ 627rzkp/(N/2)

(3.7)

(2k+1)p , ,
2~ _ eQWIk/(N/2)627TZp/N’

e sua respectiva substituicao,

1 [NV N/2-1
ﬂmzﬁ[zeWWWmmH&WN28WWWmm>, (3.5)

k=0 k=0

resultando finalmente na expressao recursiva:
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F(z,) = ﬂ | Frven(p) + PN Foga(1)| (3.9)

O algoritmo de Cooley-Tukey, como ficou conhecido, tem preferéncia, principal-
mente, por sua versatilidade e pelo notavel ganho de complexidade computacional de ordem
logaritmica O(N log N). Resumindo, em comparagao com a transformada discreta, que
analisa o sinal ponto a ponto para decompor sequencialmente suas frequéncias componentes
em complexidade computacional O(N?), para N = 2™ pontos no dominio, a estratégia
da transformada rapida consiste em dividir esse dominio em duas partes (par e impar).
Entretanto, mesmo com essa otimizagao, o sistema ainda depende da logica sequencial,
isto é, precisa calcular cada subproblema (subdominio) de forma independente antes de
recombinar os resultados. Essa dependéncia inerente impoe um limite com o qual é possivel

aumentar a eficiéncia na resolucao desses problemas.

Alternativamente, o algoritmo pode ser explicado através da decomposicao da
matriz DFT, definida por

1 1 1 1

1wy w? w1
1

TR R s R e

sendo w,, := exp(%). Nesse contexto, F;, representa um operador que realiza a transfor-
mada discreta para uma sequéncia de n bits. Essa decomposi¢ao é entendida por meio da
natureza recursiva do algoritmo: inicialmente, a matriz n X n é reduzida em submatrizes
n/2, separando partes par e impar, até que o processo é encerrado ao atingir dimensao

n =2 [66].

No geral, a estratégia de divisao e conquista é essencial para a adaptacao do
procedimento para implementagoes que demandam uso de hardware, como, por exemplo,
unidades de processamento grafico, para otimizacao de problemas computacionalmente
dificeis. Desse método, a paralelizacao das operacoes pode ser particionada em subpro-
blemas menores, ou seja, reduzir em submatrizes, portanto otimizando o desempenho em

sistemas com multiplos nicleos ou unidades de processamento em paralelo [67].

3.2 Transformada quantica de Fourier

A transformacao do espaco de posicao para o espaco de momento, ou seja, que

permite acesso a informagao de fase do sistema quantico, é definida pelo operador quantico
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1 2" —1

Fi= o0 3 e <2m) 1) (x| (3.11)

z,y=0

sendo |z) , |y) vetores de base do espaco de Hilbert H®". Considerando a propriedade de

ortogonalidade dos estados quanticos, entao

Flz) = F Z exp (m) 1v) (3.12)

definindo |z) como a superposigao de estados da base computacional e n o nimero de

gbits.

Com isso, como a informagao esta codificada na base binaria quantica, a partir

das fragoes binarias

O.arag - Gy, =

ap  ap = o
i dm 9 3.13
st1+t tom ;:1 a (3.13)

pode-se escrever o decimal fracionario como
n—1 )
r=> x;2 (3.14)
§=0
e, portanto, substituindo-o na equacao (3.12), resulta na seguinte notagao

Fla) = ¢12—n®)H0> + el 1), (3.15)

Com a observacao das transformacgoes provocadas na base computacional, nota-se a
possibilidade de descrever essa com um conjunto de portas controladas de fase, sempre

ponderadas pelo alvo do circuito até serem reduzidas a porta de identidade [68].

Também em representacao de matrizes:

! 1]
o w w1
F=m E (3.16)
1 win 1 w1

com w, = exp<2m> e n o nimero de gbits.

O circuito quantico generalizado estd exibido na Figura (20).
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iy —{r H & | raH A ] (0) + 21
| IS e ¥ 0+ 2ty

|:dn—1; s H |0y + 2Tt 1}y

|in H = [0) + 27| 1)

|-J’2|"

Figura 20 — Circuito quéantico generalizado da QFT. Fonte: [9].

Observe que, pela recursividade do circuito, conforme prossegue-se de |j;) para
|7i+1) sendo ¢ € [1,n], a quantidade de operagoes controladas de fase é reduzida. Para |j,)
a Unica transformacao controlada resulta na identidade e, portanto, o ultimo gbit nao
sofre transformagoes de fase em sua base computacional, que somente é superposta pela

porta Hadamard que encerra o processo.

E conveniente destacar ainda que ha um total de n(n + 1)/2 portas de fase
provocando rotagoes nesse circuito. Consequentemente, a complexidade desse algoritmo
serd da ordem quadratica O(n?), em contraste com as complexidades de seus andlogos
classicos (DFT e FFT). Essa otimizagao decorre do processamento paralelo da informa-
¢ao. Ao preparar os (bits em superposicao antes das transformacoes de fase, todas as
frequéncias potenciais sao avaliadas simultaneamente. Essa diferenca radical na arquitetura
computacional — aliada a capacidade de amostrar apenas as frequéncias significativas —
fundamenta o ganho de desempenho exponencial em comparacao com os analogos classicos,

como, por exemplo, o algoritmo de Shor [17].

Outra consideragao é que ao final do circuito, o estado inicial [jijo- - jn) é
devolvido como |j,jn—1 -+ j1). Por isso, comumente, adiciona-se uma quantidade de n /2
portas SWAP no estdgio final do circuito, realizando as trocas em pares (o gbit central
(n—1)/2 permanece inalterado, caso n seja impar). Essa adiagao nao altera a complexidade
do circuito, quanto menos seu objetivo. Na maioria das vezes, é apenas um artificio util

para apresentagao dos resultados.

A transformada quéntica de Fourier inversa, ou iQFT (do inglés, inverse Quantum
Fourier Transform), pode ser implementada utilizando um circuito quantico semelhante. A
principal diferenca reside na alteracao das fases dos termos da matriz de Fourier, que agora
sao complexos conjugados das fases R,. Matematicamente, ela é descrita pelo operador

quantico:

1 2n—1

Fl.= \/ﬁx;() exp (—27?2'22) ly) (z| . (3.17)

Em outros termos, pode-se afirmar que o circuito quantico para a iQFT ¢é andlogo ao

definido para a QFT, podendo descrevé-lo por um conjunto de portas controladas de
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fase, porém com a fase invertida, sendo sua implementacao igualmente beneficiada pela

recursividade e estrutura hierdrquica dos subindices.

No presente contexto, em que o objetivo é propor um circuito éptico tripartite,

dirige-se atengao exclusiva para o caso particular do sistema composto para n = 3 gbits.

Por intermédio do circuito para a QFT, representado na Figura 21, nota-se que
as associagoes de fase controlada séo R, = P(0 =n/4) =T e R,.1 = P(0 =7/2) =S,

portas quanticas contempladas na equacao (1.22).

— Un
Sy
I

T

Figura 21 — Circuito da QFT para 3 gbits. Fonte: Autoria propria.

Para a transformada inversa, exposta na Figura 22, as associagoes ocorrem pelo
complexo conjugado das portas de fase para o circuito direto, isto é, Rl = P(§ = —7/4) =
Tte Rl _, =P =-7/2) =S5

n

— 1
L

- H

Figura 22 — Circuito da iQFT para 3 gbits. Fonte: Autoria propria.

Além disso, considerando os elementos da base computacional para n = 3 gbits
e usando as fragoes binarias da equagao (3.15), calcula-se os fatores de fase. A tabela 4
apresenta as associagoes entre base computacional e fatores de fase. A segunda coluna

mostra a fracdo binaria 0.z9212¢, obtida a partir da decomposicdo do nimero x = xox12
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no sistema binario. A terceira coluna exibe o fator de fase correspondente, que é o termo
de fase aplicado na QFT.

Base computacional | Fracao binaria | Fator de fase

|000) 0.000, =0 1

|001) 0.001, = 4 emi/4
|010) 0.010, = 1 i

|011) 0.011, = 3 3/
1100) 0.100, = 3 -1
1101) 0.101, = 2 e/
|110) 0.110, = 2 —i
|111) 0.1115 = § et/

Tabela 4 — Fatores de fase da QFT para os estados da base computacional com 3 gbits. Fonte:
Autoria proépria.

Observe a periodicidade das exponencias dos estados que possuem o tltimo gbit na base
computacional |1). Os expoentes seguem uma sequéncia artimética com uma distancia de
/2 entre o atual e o sucessor. Consequentemente, ela também é ciclica e retornard para o
valor inicial apds completar uma rota¢ao completa (27). Essa progressao aritmética para
esses estados evidéncia o comportamento estruturado da QFT em termos de rotagoes no

espaco de Hilbert.

Em adicgao, é valida a recordacao das seguintes simplificagoes:

o2mi(1/8) em'/47 p2mi(1/4) _ 2mi(3/8) _ 637”‘/47

7, e

o2mi(5/8) e57ri/4’ e2mi(3/4) _

i, €2m(7/8) — 677”/4.

3.3 O algoritmo quantico de estimativa de fase

Com a exposicao sobre os pormenores da transformada quantica de Fourier,
constata-se que uma das principais propriedades dela é a sua periodicidade, que permite a
decomposigao de estados quanticos em uma base de frequéncias. Sendo assim, encontra-se

essencial aplicabilidade disso em algoritmos de busca de periodos.

A estimativa de fase quantica (QPE, do inglés, quantum phase estimative) [69]
é um procedimento central para determinados algoritmos quanticos, sobretudo como
sub-rotina do algoritmo de Shor e também em circuitos variacionais [70], [71]. Basicamente,
ela consiste em resolver um problema de autovalor para um operador unitario arbitrario

U, autovetor |u) com autovalor associado e?™¢u



42 Capitulo 3. A transformada quantica de Fourier

U lu) = e*™ |u), (3.18)

onde ¢, é uma fase desconhecida a ser estimada. O circuito quantico desse algoritmo esta
na Figura (23).

0) A H FTH

[u) U )

Figura 23 — Circuito quintico para o algoritmo da estimativa de fase quantica. Fonte: Autoria
prépria.

O primeiro registrador (com a barra denota um conjunto de linhas) ¢é inicializado
com t = n + [log(2 + 1/2¢)] gbits em |0), com € sendo o erro maximo tolerdvel. O segundo
registrador inicia no estado |u) com uma quantidade suficiente para performar a operagao

caixa-preta U. Com isso, o circuito quéantico inicialmente é descrito como

|[©) = 10) |u) - (3.19)

Em seguida, ocorre a aplicagao da transformacao de Hadamard no primeiro

registrador,

1 2" —1

|®) = oD > 1d) ), (3.20)

=0

e também a porta controlada com alvo no segundo registrador, considerando a equacgao

(3.18), possibilita escrever o estado final como

e2miitu |7) Ju) . (3.21)

Consequentemente, o segundo estagio da estimativa é a aplicacao da transformada

quantica inversa de Fourier no primeiro registrador, resultando em

@) =

Gu) lu) (3.22)

onde

¢u> ¢ associado ao autovalor ¢, apés a medi¢ao, que devolve uma boa estimativa

para a fase inicialmente desconhecida ¢,.
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O algoritmo de Shor revolucionou a computacao quantica ao demonstrar que
problemas intrataveis classicamente, como a fatoracao de inteiros e o logaritmo discreto,
podem ser resolvidos eficientemente com os computadores quanticos. Ele é elegantemente
composto por duas sub-rotinas: uma classica e uma quéantica. A parte classica é responsavel
por reduzir o problema de fatoracao ao problema de busca de periodos de uma funcao
modular [17], além de ser encarregada do pds-processamento. A sub-rotina quéntica foca
em estimar esse periodo com o uso do algoritmo QPE, sinalizando o papel indispenséavel

da transformada quantica inversa de Fourier.

Sintetizando, a transformacao do problema de fatoragao em busca de periodo
inicia-se na escolha de um nimero inteiro aleatério a, compreendido no intervalo 1 < a < N,
e com mdc(a < N) = 1 (caso contrario, o algoritmo j& encontrou um fator nao trivial de

N e é encerrado). Com isso, define-se a fun¢ao modular

f(z) =a® mod N, (3.23)

cujo periodo r deve ser o menor inteiro positivo tal que ¢ =1 mod N.

Agora, retornando ao algoritmo de estimativa de fase, o primeiro registro é
iniciado com ¢ = O(nlog N) gbits (para precisdo), enquanto que o segundo armazenara a

funcao f(z). Resumindo, o estado que descreve o circuito agora é

|®) = [0)*"|0). (3.24)

Como anteriormente explicado, prossegue-se para aplicar a transformacao de

superposicao H®' no primeiro registro e também a operacao controlada U no segundo,

12t1 2t—1

Z |z) |0) — |®) = Z |z) |[a® mod N). (3.25)

Nesse momento, o segundo registrador deve colapsar para o estado |u) com

f(z) = u, resultando em

m—1

)= > foo + k) ) (3.26)

onde m ~ 2'/r e também o primeiro registro torna-se uma superposigao periédica, com zg

o menor valor para a fungao f(z) e r o periodo desejado.

Logo, finalmente, aplica-se a iQFT no primeiro registro,

. 2t> , (3.27)

r

Z ﬂzxol/r
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transformando a periodicidade em picos de probabilidade correspondentes aos multiplos de
2t /r. Ela decodifica as fases €2™(®051/2" e estados da base computacional, concentrando

as probabilidades em valores ‘q;> onde ¢ ~ [ - 2'/r apés a medicio [9].

Finalizando, apés a medida do primeiro registrador que retorna a fase estimada,

o pos-processamento classico é encarregado de calcular os fatores nao triviais de N com

mdc(a"/2 £ 1, N), (3.28)

somente se r seja par e a”/? Z —1 mod N. Caso contrario, o procedimento é repetido.

O ganho de complexidade computacional em comparagao com os métodos clas-
sicos é de ordem exponencial, possibilitando a fatoragao de ntimeros primos grandes
em tempo razoavel. Consequentemente, ele é uma ameaca para a criptografia de chaves
assimétricas RSA [72] e até mesmo para o protocolo de troca de chaves de Diffie-Hellman

baseado em curvas elipticas [73].

Nesse capitulo, foi demonstrado que a transformada quantica de Fourier tem
capacidade de decompor estados quanticos em uma base de frequéncias, possibilitando o
emprego de algoritmos como o de estimativa de fase, que auxilia na resolucao de problemas
classicamente intrataveis. No entanto, a implementacao pratica desses algoritmos enfrenta
desafios significativos, como a decoeréncia e o controle preciso de portas quanticas de
fase. Diante disso, no préximo capitulo, sera abordada a proposta de um circuito éptico
experimental que reproduz a transformada quéantica de Fourier para trés gbits codificados
nos graus de liberdade da luz, no objetivo de conceber uma implementagao viavel e

compacta em sistemas Opticos classicos.
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4 Proposta de circuito 6ptico de estados tri-

partites para a QFT

Na procura por arquitetura de computadores quanticos escalaveis e tolerantes
a falhas, os computadores fotonicos sao uma das alternativas mais promissoras [74], [75].
Naturalmente, diante disso, outras propostas de circuito 6ptico para a transformada
quantica de Fourier ja foram desenvolvidas no inicio desse século [76], dependendo apenas
do caminho como grau de liberdade da luz. Expandindo esses horizontes, alguns produtos
dos computadores quanticos canadenses da Xanadu [77], [78], permitem a manipulacao de

circuitos experimentais que usam a polarizacao e o caminho como graus de liberdade [79].

Entretanto, na segunda metade da década passada, foi proposto um circuito
experimental, com feixes luminosos classicos, que reproduz o protocolo do teleporte quantico
com os trés graus de liberdade da luz [15]. Portanto, com essa alternativa de codificagao
da informacao nos modos transversos, a discussao volta-se para uma explicacao detalhada

do circuito 6ptico proposto no presente trabalho.

4.1 Circuito 6ptico com os graus de liberdade da luz: polarizacao,

modos de Hermite-Gauss e o caminho

Embora pode-se imaginar diferentes configuragoes para codificar a informacao
nos graus de liberdade da luz, com a restricio de que o estado inicial seja preparado
em uma Unica entrada do feixe luminoso, o desafio de reproduzir experimentalmente as
portas controladas de fase deve ser superado. Entao, seja cada grau de liberdade na base
horizontal e vertical, respectivamente, dado por: {¢y,1,} para os modos transversos de
Hermite-Gauss, {ég, éy } para a polarizagao e {xo, x1} para a diregdo de propagagdo. Com

isso,

W ={éu, v} @ {Un, Vu} ®{x0, X1} (4.1)

serd a ordem de codificacao dos graus de liberdade no circuito 6ptico. A Figura 24 explicita

a correspondéncia diretamente.
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Figura 24 — Ordem de codificacdo dos graus de liberdade. Fonte: Autoria propria.

O primeiro gbit é codificado na polarizagdo da luz por coveniéncia de realizacao
experimental, dado que esse sofre duas transformagoes de fase que podem ser facilmente
reproduzidas por meio de placas de onda. Um desenho do circuito éptico da QFT estd na

Figura 25 e demonstra a praticabilidade experimental.
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Figura 25 — Proposta de circuito éptico da Transformada Quantica de Fourier usando os graus
de liberdade da luz. Em a) estd a etapa de preparagao do estado de entrada. Em
b) estd destacado o uso de portas de fase geométricas na polarizagado da luz. Fonte:
Autoria prépria.

O circuito esta dividido em trés etapas: a preparagao do estado inicial, a trans-

formada quéntica de Fourier e a tomografia.

Na primeira etapa, o modo transverso HG1g (ou HGy) é preparado por inter-
médio de uma SWP e um PBS. Além disso, para ajuste da polarizacao inicial desejada,

coloca-se uma HWP em determinado angulo ¢. Logo, como os graus de liberdade que
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desempenharao o papel de controle das portas de fase, os modos transversos e o caminho,
o interferometro que deve ser realizado configura um transverse-mode beam splitter (TBS)
[80]. E um aparato semelhante ao interferémetro de Mach-Zehnder, com um PZT e um
MZIM para ajuste de fases, além de uma HW PQQ° posicionada em um dos bragos, que ira
distribuir os modos entre os caminhos. Apoés isso, para ajustes dos modos de Hermite-Gauss
de entrada, posiciona-se um prisma de Dove em cada caminho, que deve ser rotacionado
em angulo ¢, a depender do modo transverso desejado. Esse processo estd detalhado na
Figura (26).
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Figura 26 — Preparacdo do estado tripartite inicial no circuito éptico proposto para a QFT.
Fonte: Autoria prépria.

2 N

Ao visualizar o desenho, é evidente a possibilidade de reproduzir os estados da
base computacional com os graus de liberdade da luz. Mas também ¢é possivel reproduzir
estados maximamente emaranhados posicionando uma placa de meia onda HW P@22.5°
antes do TBS, que sera responsavel pela superposi¢cao nos modos tranversos e na direcao de
propagacao do feixe luminoso. O prisma de Dove ficard encarregado de ajustar os modos

de Hermite-Gauss para reproduzir as equagoes (1.35) e (1.36).

O processo que simula experimentalmente a QFT ¢é simplesmente uma associagao
direta dos operadores quanticos com as matrizes que representam os dispositivos 6pticos do
respectivo grau de liberdade. Portanto, esse sera iniciado com a inser¢ao da HW P@22.5°
nos dois caminhos, como analogia direta a porta Hadamard na polarizagao. Logo, no
caminho x1, recordando das regras que definem as portas controladas (transformam apenas
a base computacional |1)), uma HW P@90° para desempenhar o papel da porta quantica

S.

Nesse momento, contempla-se o uso de fases geométricas para o grau de liberdade
da polarizagao, descrito pela Figura (27). A fase de Pancharatnam, como também é
conhecida, ocorre quando um feixe polarizado percorre uma evolugao ciclica em sua
polariza¢ao, com contribui¢do geométrica /2, sendo 6 o angulo sélido formado pelos
estados de polarizacao ao longo da evolugao (um triangulo geodésico) na esfera de Poincaré
[52]. Na préatica, é uma fase adquirida pelo feixe luminoso que incide em determinado

conjunto de elementos birrefringentes, como as placas de onda. Uma configuragdo padrao
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para reproduzir essas evolugoes ciclicas é considerar uma placa de meia-onda, com angulo

a depender da rotagao desejada, entre duas placas de quarto de onda a 45°.

HWP@II2.5

Sl

OWP@4 C”TPC4 3°

Figura 27 — Porta de fase geométrica para reproducgao da porta quéantica de fase T. Fonte: Autoria
prépria.

No caso presente, para reproduzir a porta controlada de fase T, considera-se uma
HW P@112.5° posicionada entre duas QW P@Q45° (que resulta na rotagao R, (0 = 7/4))
no caminho da reflexdo de um PB.S, dado que a polarizacao vertical estd associada a base

computacional |1).

Agora, dando continuidade, com respeito as transformagoes no segundo gbit
codificado, para a porta de superposi¢ao, em cada caminho coloca-se um DP@22.5° e
entao, uma montagem de duas lentes cilindricas que formam um conversor astigmatico
AC@22.5°. Finalmente, as diregoes de propagacao do feixe luminoso sao unificadas em

um B.S, a superposi¢do para o caminho.

Ao final, serao realizadas as tomografias para intensidade e fase do feixe intenso.
Experimentalmente, a obtencao do perfil de intensidade para o modo transverso resultante
ocorre através de uma camera CCD. Entretanto, as medidas de diferenca de fase possuem
limitagoes dependendo do resultado e, portanto, no ambito do experimento, somente as
que podem ser visualizadas por meio da interferéncia provocada por um feixe luminoso de

referéncia serdao coletadas.

4.2  Simulacao computacional

Em primeiro lugar, é importante destacar que esse circuito foi desenvolvido para
performar em sistemas de feixes luminosos classicos. Com isso, a simula¢ao computacional
foi desenvolvida com base no formalismo de Jones para modelagem dos dispositivos 6pticos
analogos as portas quanticas. Todos os codigos foram desenvolvidos na linguagem de
programacao python, principalmente pela disponibilidade de conteido open-source, com
uso extensivo das bibliotecas Qutip [81] e LightPipes [82], para orientagdo a objetos e

auxilio na producao de visualizagoes graficas.
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O objetivo principal do cédigo é a reconstrucao da matriz 3.16 para n = 3 gbits,
por intermédio da verificacdo da coincidéncia dos resultados dessa com o previsto pela

literatura.

Além de todos os estados da base computacional, o circuito foi também simulado
para os estados maximamente emaranhados. Com a ordenacao escolhida para codificar a
informacao nos graus de liberdade, é imediata a classificacao dos resultados correspondentes

ao caminho x( e xi. Essa associacao esta exposta na Tabela 5.

Caminho Yo | Caminho y;
|000) |001)
|010) |011)
|100) |101)
|110) |111)

Tabela 5 — Tabela de correspondéncia entre resultados numéricos e a direcdo de propagacao do
circuito. Fonte: Autoria prépria.

Mesmo com a analogia entre os sistemas classico e quantico, deve-se apontar
que o codigo é estritamente exclusivo para circuitos com feixes luminosos, dado que é
sustentado essencialmente pela formulagao de Jones. Um estudo semelhante para com-
putadores fotonicos depende fortemente da simulacao dos fétons e outras consideragoes

tanto computacionais, quanto experimentais.






o1

5 Resultados

Por fim, a discussao é direcionada aos resultados numéricos da simulacao compu-
tacional. O principal resultado obtido é a matriz apresentada pela equagao (3.16) para
n = 3 gbits, exposta na equagao (5.1), onde cada coluna é constituida por um vetor da

base computacional transformado.

0.354 0.354 0.354 0.354 0.354 0.354 0.354 0.354

0.354  0.25+ 0.25¢ 0.3547 —0.25+0.25¢ —0.354 —0.25—-0.25¢ —0.354% 0.25 —0.25¢

0.354 0.3541 —0.354 —0.3541 0.354 0.3541 —0.354 —0.3541¢
QFT — 0.354 —0.2540.25¢ —0.354¢ 0.25+0.25: —0.354 0.25 — 0.25¢ 0.354¢  —0.25 — 0.25¢

0.354 —0.354 0.354 —0.354 0.354 —0.354 0.354 —0.354

0.354 —0.25—-0.25¢ 0.354% 0.25—-0.25:¢ —0.354 0.25+0.25:¢ —0.354% —0.25+ 0.25¢

0.354 —0.3541 —0.354 0.3544 0.354 —0.3547 —0.354 0.3544

0.354 0.25-0.25¢ —0.354¢ —0.25—-0.25¢ —0.354 —0.2540.25¢ 0.354% 0.25 + 0.25¢

(5.1)

Apo0s o circuito éptico, os estados transformados adquirem fatores de fase depen-
dentes da representacao binaria referente ao seu indice na base computacional, contem-
plando os valores expostos na Tabela 4. Entao, ao decompor esses em relacao a base, cada
termo carrega uma fase proporcional ao fator de fase binario, ou simplificando, fatores de
fase que sao multiplos do fator binario. Portanto, para comprovar as transformacoes de fase
decorrentes da éptica, considera-se uma comparacao com os calculos tedricos, advindos da

substitui¢ao direta na equagao (3.15).

Com isso, para a andlise a seguir, destacam-se as bases computacionais: |000),
|010), |101) e |111). Essa decisao ¢ definida com o objetivo de também analisar os resultados

para os estados tripartites maximamente emaranhados.

5.1 Resultados da base computacional |000)

O primeiro estado a ser analisado ¢ a base computacional |000). Como definido
na concepcao do circuito 6ptico, o estado inicial estara no caminho yg, com polarizacao
horizontal |H) e associado aos modos de Hermite-Gauss horizontais |h), configurando a

codificacdo nos graus de liberdade |000) = |H hu).

E imediata a observacao de que esse estado sofrera somente as transformacoes
de Hadamard, resultando na superposicao da base, como demonstram as equagoes para os

vetores coluna (5.2).
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0.354
0.354
0.354
— QFT |000) = 0354 (5.2)

0.354
0.354
0.354

0.354

|000) =

O O O O O o o

A Figura 28 mostra o perfil transverso de intensidade para o antes e o depois
referente ao estado em analise. O perfil transverso que caracteriza o estado inicial (acima) é
somente o modo H p no caminho . Ap6s a transformagao do circuito éptico, a intensidade
sera distribuida para ambos os caminhos e assume um perfil coerente com a superposicao
imposta, considerando a base dos modos transversos de Hermite-Gauss. Contudo, apesar
das aparéncias, nio se deve associar esse perfil transverso aos vortices 6pticos Li', dado

que as informagoes de fase diferem.

Perfil de intensidade dos modos transversos para [000)
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Perfil de intensidade dos modos transversos para QFT|000)
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Figura 28 — O perfil de intensidade normalizado para o estado |000) esta acima. Abaixo, encontra-
se o estado transformado QFT |000). Imagens obtidas com python. Fonte: Autoria
prépria.

Os vetores na esfera de Bloch na Figura 29 mostram a transformacao sofrida

em cada gbit codificado. Inicialmente, na imagem acima, todos os vetores sdo iguais



5.1. Resultados da base computacional |000) 53

em amplitude, diregdo e sentido, apontando para o estado base |0). Abaixo, apds a

transformacao, todos eles estdo na superposicao |+).

|0} |0} |0}
¥ Y v ¥
X X f X
|1} |1} |1}
|0} |0} |0}
¥ Y v ¥
X X f X
11} 1} 11}

Figura 29 — Vetores na esfera de Bloch para o estado inicial |000) (acima) e os resultados
QFT |000) (abaixo). Da esquerda para a direita, tem-se os gbits codificados |H), |h)
e |u). Imagens obtidas com python e a biblioteca qutip. Fonte: Autoria prépria.

Nesse momento, considera-se a equacao tedrica que explicita os fatores de fase

para esse estado,

1

QFT |000) = 7

(1000) + [001) + [010) + [011) + [100) + [101) + [110) + [111)), (5.3)

constatando imediatamente que sdo todos nulos. E também, a matriz densidade (5.4), que

por definicdo tem as informagcodes de amplitude e fase simultaneamente,

0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
Plooo) = : (5.4)
0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125

0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125

0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125

Logo, normalizando essa matriz, é possivel visualizar a distribui¢ao de amplitude

e fase através dos histogramas na Figura 30. A altura das barras refere-se a intensidade da
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luz (amplitude), enquanto as cores indicam as fases associadas. Nota-se imediatamente
que, além da intensidade ser equitativamente distribuida, isso também ocorre para as
fases associadas que sao nulas. Sao resultados condizentes com o previsto pela literatura,
considerando o fator de fase binario e também, o comportamento intrinseco da superposi¢ao

provocada no estado inicial.

Distribuicdo de amplitudes e fases do estado |000) o ey -«
Distribuicao de amplitudes e fases do estado QFT|000)

w2

o &
?gwo

[=]
Fase lem radianos)
———
=

=
Fase {em radianos)

F-m —mi2

==

111 11 f11) 11}
Figura 30 — Histograma das distribui¢oes de intensidade e fase para os estados |000) (esquerda)
e QFT |000) (direita). Imagem obtida com python. Fonte: Autoria propria.
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5.2 Resultados da base computacional |010)

Agora, o estado inicial em anélise é codificado na polarizagao horizontal |H), modo

transverso |v) e estard no caminho xo, configurando-se em sua totalidade |010) = |Hvu).

A transformagao do estado em andlise estd exposta em (5.5). Observe que os
coeficientes da amplitude do estado transformado QFT |010) sdo idénticos ao caso anterior,
QFT |000), e também, através da matriz dos resultados (5.1), que isso igualmente acontece
para todas as bases computacionais codificadas no caminho y,. Essencialmente, o que

caracteriza cada unicamente, sdo os fatores de fase associados a cada coeficiente.

0.354
0.354i
—0.354
—0.354i
—  QFTI010) = (5.5)

0.354
0.354i
—0.354

—0.3541

010) =

O O O O O = o o

Os perfis transversos da intensidade para entrada e saida, por sua vez, podem

ser visualizados na Figura 31.
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Perfil de intensidade dos modos transversos para QFT|010)
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Figura 31 — Acima, estd o perfil de intensidade para o estado inicial [010). Abaixo, estd o estado
transformado QFT |010). Imagens obtidas com python. Fonte: Autoria prépria.
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Acima, o perfil transverso de intensidade do estado inicial caracterizado pelo modo Hy
no caminho xq. Abaixo, para o estado transformado e imediatamente, pode-se identificar a
equivaléncia com o caso anterior, correspondendo a tendéncia para os estados codificados
inicialmente nessa direcao de propagacao. Entretanto, ainda deve-se analisar as diferencas

de fase que caracterizam o estado exclusivamente.

Inicialmente, essas diferencas podem ser observadas diretamente nos vetores das
esferas de Bloch, estas expostas na Figura 32, que mostram as rotagoes dos vetores para
essa configuracao. Acima, os vetores apontam para seus respectivos estados iniciais. Abaixo,
o primeiro gbit é superposto e sofre rota¢ao equivalente a transformagao de fase 0 = /4.
O segundo é rotacionado em relagao a transformagcao = /2 e o ultimo, colocado na

superposicao |+).

|0} |0} |0}
¥ Y v ¥
X X f X
11} 1} 11}
|0} |0} |0}
4 A
/ x\"‘ y Y v y
X X f X
11} 1} 11}

Figura 32 — Vetores na esfera de Bloch, da esquerda para a direita, |H), |v) e |u), para o estado
inicial |010) (acima) e final QFT |010) (abaixo). Imagens obtidas com python. Fonte:
Autoria proépria.

Além disso, considerando a expansao dos fatores de fase de acordo com a equagao

tedrica,

1 s i3
QFT [010) = ﬁ(yoom + €3 |001) — [010) — €7 [011)
+100) + €% [101) — [110) — &% |111)), (5.6)

com as devidas simplificagoes enquanto multiplos do fator de fase binario i. Entretanto,

normalizando a matriz densidade do estado transformado QFT [010),
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0125  0.-0.125  —0125  0.4+0.125 0125  0.—0.125  —0.125  0.+0.125
0.+0.125 0125  0.-0.125  —0.125  0.40125 0125  0.-0.125  —0.125
~0.125  0.40125 0125  —0.-0.125 —0.125 0.+0.125 0125  —0.—0.125
po = |72 OIB SOOI 0125 0.-0M3% 015 D401 01% |
0125  0.-0.125  —0125  0.+0.125 0125  0.—0.125  —0.125  0.+0.125
0.+0125 0125  0.-0125  —0.125  0.40125 0125  0.-0.125  —0.125
~0.125  0.40125 0125  —0.—0.125 —0125 0.+0.25 0125  —0.—0.125
0.-0.125 —0.125 —0.+0125 0125  0.-0125 —0.125 —0.+0.125  0.125

deve-se considerar o equivalente desses fatores no intervalo de normalizagao {—m, 7}, isto

¢,

QFT|010) =

1

V8

(1000) + €5 [001) — [010) — e~*% |011)

+]100) + €3 [101) — [110) — e~*3 [111)).

(5.8)

Com isso, o histograma da Figura 33 evidencia as distribui¢oes de amplitude e fase

do estado inicial (esquerda) e do estado transformado (direita) nas bases computacionais.

Distribuigao de amplitudes e fases do estado |010)

-z

=]
Fase (em radianos)

Distribuicdo de amplitudes e fases do estado QFT|010)

[=]
Fase {(em radianos)

—n

111)
Figura 33 — Histograma das distribui¢oes de intensidade e fase para os estados |010) (esquerda)
e QFT[010) (direita). Imagem obtida com python. Fonte: Autoria prépria.

111}

111}

Em primeiro lugar, observa-se que os coeficientes associados com as menores
intensidades apresentam predominantemente fases préximas de § = 4+m/2, enquanto os
de maior intensidade estao contidos préximos de § = 0 e § = 47, por consequéncia da
normalizacao da amplitude. No geral, é possivel constatar a prevaléncia dos multiplos do

fator binario de acordo com o previsto teoricamente.
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5.3 Resultados da base computacional |101)

Nesse caso, a base computacional estd codificada na polarizacao vertical |V),
nos modos transversos |h) e no caminho xi, configurando o estado composto inicial
1101) = |V hd). A transformacao deste provocada apds o circuito optico é diretamente

observavel em (5.9). Dessa vez, a transformagao sugere um padrao de interferéncia.

0.354
—0.250 4 0.250i
—0.354
L QFT|101) = 0.250 4 0.250 59)

—0.354
0.250 — 0.250i
0.354

—0.250 — 0.250¢

|101) =

o O O o o = O O©

O perfil transverso de intensidade para a entrada e a saida dessa configuragao

estd exposto na Figura 34.
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Figura 34 — Perfil de intensidade e fase normalizados da entrada [101) (acima) e QFT |101)
(abaixo). Imagens obtidas com python. Fonte: Autoria prépria.

Para o estado inicial (acima), tem-se somente um modo H; o no caminho y;.

Para a saida (abaixo), as transformagoes de fase controlada do circuito modificam a
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distribuicao do perfil de modo que hé quatro maximos de intensidade ao redor de uma
. . . . +r/4 . .

regiao central nula, como se dois modos de Hermite-Gauss rotacionados Hg /* interferissem

em um vortice 6ptico. Obviamente, esse estado possui relagoes de fase especificas a serem

analisadas.

Em primeira instancia, as rotagoes provocadas pelas transformagoes de fase

podem ser visualizadas diretamente nas esferas de Bloch, expostas na Figura 35.

|0} |0} |0}
¥ Yy ¥
X X f X
1} 1) 1}
|0} |0} |0}
| ¥
| | A
y ] x\“ y y
X X f i X
1} 1} 11}

Figura 35 — Vetores na esfera de Bloch, da esquerda para a direita, |H), |v) e |u), para o estado
inicial [101) (acima) e final QFT |101) (abaixo). Imagens obtidas com python. Fonte:
Autoria prépria.

Acima, estd disposta a ordenacao dos vetores do estado inicial. Abaixo, os
gbits rotacionados apés o circuito 6ptico. Pensando na sequéncia de portas controladas
envolvidas, é imediato caracterizar que o primeiro gbit é colocado no estado de superposicao
|—) e entdo, rotaciona de acordo com a transformacao de fase § = 7/4. O segundo, além
de ser alterado para o estado de superposi¢ao |+), também é deslocado em 6 = 7/2.

Naturalmente, o ultimo estd na superposicao |—).

Agora, consideramos a matriz densidade para o estado transformado,

0.125+0.5 —0.0884 + 0.0884; 0. - 0.1255 0.0884 + 0.0884; —0.125+05  0.0884 — 0.0884;) 0. +0.125; —0.0884 — 0.08845
—0.0884 — 0.0884j  0.125+0.5 —0.0884 4 0.08845 0. —0.125) 0.0884 + 0.0884; —0.125+04  0.0884 — 0.0884) 0.+ 0.125)
0.+ 0.1255 —0.0884 — 0.0884j  0.125+0.j —0.0884 + 0.0884j 0.—0.125j 0.0884 + 0.0884; —0.125+0.  0.0884 — 0.0884;
oy — 0.0884 — 0.0884; 0.+ 0.125§ —0.0884 — 0.0884j  0.125+0.j —0.0884 +0.0884j  0.—0.125j 0.0884 + 0.0884; —0.125+ 0.5 610
0125405  0.0884 — 0.0884; 0.+ 0.125; —0.0884 — 0.0884j  0.125+ 0.5 —0.0884+0.0884j  —0.— 0.125; 0.0884 + 0.0884;
0.0884 + 0.0884; 0125405  0.0884 — 0.0884j 0.+ 0.1255 —0.0884 — 0.0884j  0.125+ 0.5 —0.0884 +0.0884j  0.—0.1255
0. - 0.1255 0.0884 + 0.0884; ~0.125+ 0.5 0.0884 — 0.0884; —0.40.125]  —0.0884 — 0.0884; 0.125 4 0. —0.0884 + 0.0884j
—0.0884 4 0.0884 0. —0.125 0.0884 + 0.0884; 012540  0.0884 — 0.0884] 0.+0.1255 —0.08%4 — 0.0884j  0.125+0.j

que também terd sua amplitude e intervalo de fase normalizados. Sendo assim, considera-se

a expansao dos fatores de fase compreendida no intervalo {—m, 7} é
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1

QFT [101) = —=(]000) + &% [001) + €% [010) + ¢ ~*% |011)

B

8
— [100) + €' [101) + €775 [110) + €' ¥ [111)). (5.11)

Com isso, as distribuicoes de amplitude e fases para os estados inicial e transfor-
mado estao exibidas na Figura 36. Ao lado esquerdo, esta disposto o estado inicial |101).
Ao direito, o estado QFT [101).
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Figura 36 — Histograma das distribuiges de intensidade e fase para os estados |101) (esquerda)
e QFT|101) (direita). Imagem obtida com python. Fonte: Autoria proépria.

Para os estados codificados no caminho y1, os fatores de fase binario sao uma
exponencial complexa, como mostra a Tabela 4. No presente caso, as fases serao multiplos
do fator bindrio 57i/4. Ao observar no histograma da direita, imediatamente constata-se a
ocorréncia dos fatores multiplos § = +37/4, § = +7/2 e § = +x/4 na normalizacao da

matriz densidade. Portanto, os resultados coincidem com a previsao tedrica.
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5.4 Resultados da base computacional |111)

Finalmente, a analise dirige-se ao ultimo estado da base computacional. Ele
esta codificado na polarizacao vertical |V), no modo transverso |v) e no caminho xi,

caracterizando o estado |111) = |Vvd).

A transformacao desse estado esta explicita em (5.12). Com isso, pode-se constatar

que as amplitudes de todas as bases computacionais em |d) sdo iguais.

0.354
(0.250 — 0.2505)
—0.354;

-~ QFT/111) = (=0.250 = 0.250) (5.12)
—0.354
(—0.250 4 0.250)
0.354;

(0.250 + 0.2507)

[111) =

_ O O O O ©o o O

O perfil de intensidade para os modos transversos dessa entrada esté representado

na Figura 37.
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Figura 37 — Perfil de intensidade e fase normalizados da entrada |111) (acima) e QFT|111)
(abaixo). Imagens obtidas com python. Fonte: Autoria proépria.

Para o estado inicial, hé o perfil de intensidade modo transverso Hp; no caminho

X1- A distribui¢do de intensidade para o estado transformado repete o perfil transverso do
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estado analisado anteriormente, |101), sugerindo um padrao para os estados codificados
no caminho i, assim como hé para a outra direcao de propagacao do feixe luminoso.
Novamente, apesar dessa recorréncia, ha transformacoes de fase especificas que devem ser

analisadas.

As fases obtidas ap0s o circuito estdo contempladas pelas rotagoes dos vetores

na esfera de Bloch, exibida na Figura 38.

|0} |0} |0}
¥ Yy ¥
X X f X
1) 1) 1)
|0} |0} |0}
¥
| | A
¥ Yy ¥
X X f X
11} 1} 11}

Figura 38 — Vetores na esfera de Bloch, da esquerda para a direita, |H), |v) e |u), para o estado
inicial [111) (acima) e final QFT |111) (abaixo). Imagens obtidas com python. Fonte:
Autoria proépria.

Acima, estd o estado inicial (]111)). Abaixo, o estado transformado (QFT|111)).
Em termos de rotagoes provocadas por transformagoes de fase, essa é a base mais completa,
dado que realiza todas as operagoes controladas. O primeiro gbit apds a superposicao
|—), é deslocado em angulos § = 71/2 e § = w/4. O segundo, igualmente superposto, em

0 = m/2 e o ultimo estado, como sempre, é apenas superposto.

Logo, seja a matriz densidade do estado QFT [111),

0.125+0.5 0.0884 + 0.0884; 0.+ 0.1255 —0.0884+0.0884j  —0.125—0.  —0.0884—0.0884j  0.—0.125j 0.0884 — 0.0884;
0.0884 — 0.0884; 0.125 4 0.5 0.0884 + 0.0884; 0.+ 0.1255 —0.0884 4 0.0884j  —0.125+0;  —0.0884—0.0884j  0.—0.125j
0.—0.1255 0.0884 — 0.0884; 0125+ 0.5 0.0884 + 0.0884; —0.4+0.125]  —0.0884+0.08845  —0.125—0;  —0.0884 — 0.0884]
- —0.0884 — 0.0884; 0. — 0.125; 0.0884 — 0.0884; 0125+ 0.5 0.0884 + 0.0884; —0.40.125]  —0.0884+0.0884j  —0.125+0.5 13
0125405  —0.0884— 008845  —0.—0.125]  0.0884 — 0.0884;5 0.125 4 0.5 0.0884 + 0.0884; 0.+ 0.125) —0.0884 4 0.0884;
—0.08%4 4 0.08%45  —0.125+0j  —0.08%4—0.08%4j  —0.—0.125j  0.08%4 — 0.0884j 0.125+ 0.5 0.0884 + 0.0884; 0.+ 0.125§
0.+ 0.1255 —0.088440.0884j  —0.125+0;  —0.08%4—0.0884j  0.—0.125j 0.0884 — 0.0884; 0.125 4 0.5 0.0884 + 0.0884;
0.0884 + 0.0884; 0.+ 0.1255 —0.0884+0.0884j  —0.125+0,5  —0.0884—0.0884j  0.—0.1255 0.0884 — 0.0884; 0.125+ 0.5

considerando a sua normalizacao, a expansao teodrica dos fatores de fase é
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1 , .
QFT|111) = 5(|000> +e7'T|001) + '3 |010) +
e 011) — [100) + €7 [101) + €5 [110) + €'F [111)). (5.14)

A Figura 39 mostra a distribuigdo de fases e intensidade para os estados inicial

(esquerda) e transformado (direita).

Distribuigao de amplitudes e fases do estado |111
& ¥ I ! Distribuicdo de amplitudes e fases do estado QFT|111)

-2

=]

Fase (em radianos)
[=]

Fase {(em radianos)

—n

1L 111}
Figura 39 — Histograma tridimensional da tomografia dos estados |111) (esquerda) QFT [111)
(direita). Imagens obtidas com python. Fonte: Autoria prépria.

Seguindo a légica progressiva dos multiplos do fator de fase bindrio, nota-se
imediatamente a ocorréncia de mais fatores de fase, compreendidos em § = +7/4, 0 = £7/2
e § = £37n/4. Ao transicionar esses para o intervalo {0,27}, é direto que tratam-se de

multiplos do fator binério 77 /4, condizendo com a teoria.
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5.5 Resultados do estado maximamente emaranhado |GHZ)

Agora, a analise concentra-se na descricdo de um estado dependendo de duas
bases computacionais ja discutidas: o estado maximamente emaranhado. Escrevendo-o
em termos dessas bases codificadas nos graus de liberdade da luz, o estado descrito na

equagao (1.35) é reescrito como

1
NG

A transformacao desse estado |GHZ) para QFT |GHZ) estd exposta em (5.16).

(GHZ) = —= (| Hhu) + |Vd) ). (5.15)

0.5
(0.354 — 0.1467)
(0.25 — 0.255)
(0.073 — 0.1775)
0
(0.073 4 0.1775)
(0.25 + 0.255)
(0.354 4 0.1465)

|GHZ) = —  QFT|CGHZ) = (5.16)

_ O O O O O© O +—

Os perfis transversos de intensidade desse estado inicial (acima) e da transforma-

¢ao provocada pela QFT (abaixo) estao ilustrados na Figura 40.

Perfil de intensidade dos modos transversos para |GHZ)

Xo X1 10
49 44
0.8
~N
2 # 3 -
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2 2 E
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-4 =2 4] 2 4 -4 -2 o 2 4
X transversal X transversal 0.0
Perfil de intensidade dos modos transversos para QFT|GHZ)
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0.8
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= b 042
> o - 4 =
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Figura 40 — Perfil de intensidade e fase normalizados da entrada |[GHZ) (acima) e QFT |GHZ)
(abaixo). Imagens obtidas com python. Fonte: Autoria prépria.

O estado inicial ¢ caracterizado por um modo H; y no caminho Yy, e por outro



5.5. Resultados do estado maximamente emaranhado |GHZ) 65
Hp 1 no caminho x;. Apds percorrer o circuito 6ptico, o feixe luminoso ao incidir no divisor
de feixes interfere de modo que a distribui¢ao de intensidade no caminho xq é preservada

como um modo transverso Hy; e no caminho xi, os dois modos aparecem menos intensos.

Sobre os coeficientes de fase, deve-se recordar a nulidade dos fatores para o estado

|000). Portanto, os multiplos serdo relativos ao fator binario do estado |111), isto é,

1 . o
QFT|GHZ) = 5 (1000) + e7% [001) + 7% 010) +

7T [011) — [100) + €T [101) + €3 [110) + €T [111)).  (5.17)

A matriz densidade da equagao (5.18) mostra um padrao de distribuigao de

amplitudes caracteristico do emaranhamento.

0.2500 +0.00005  0.2134 —0.0884;5  0.1250 — 0.12505  0.0366 — 0.08845 0  0.0366 + 0.0884;  0.1250 + 0.12505  0.2134 + 0.0884;5
0.2134 +0.0884;  0.2134 +0.00005  0.1509 — 0.06255  0.0625 — 0.06255 0 —0.0000 4 0.08845  0.0625 + 0.15095  0.1509 + 0.15095
0.1250 +0.12505  0.1509 +0.06255  0.1250 +0.00005  0.0625 — 0.02595 0 —0.0259 + 0.06255  0.0000 + 0.12505  0.0625 + 0.15095
P = 0.0366 + 0.08845  0.0625 + 0.06255  0.0625 + 0.02595  0.0366 + 0.00005 0 —0.0259 + 0.02595 —0.0259 + 0.06255 —0.0000 + 0.0884; (5.18)
0 0 0 0 0 0 0 0
0.0366 — 0.08845 —0.0000 — 0.08845 —0.0259 — 0.06255 —0.0259 —0.02595 0  0.0366 + 0.00005  0.0625 — 0.0259;5  0.0625 — 0.06255
0.1250 — 0.12505  0.0625 — 0.15095  0.0000 — 0.12505  —0.0259 — 0.06255 0 0.0625 + 0.02595  0.1250 4+ 0.00005  0.1509 — 0.0625;

0.2134 — 0.08845

Logo, ao normalizar a matriz, é possivel visualizar a distribuicao de amplitudes

0.1509 — 0.15095

0.0625 — 0.15095

—0.0000 — 0.08845

0

0.0625 + 0.0625;

e fase através dos histogramas exibidos na Figura 41.

Distribuicao de amplitudes e fases do estado |GHZ})

apeRisusId

111}

(=]
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-
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0.1509 + 0.06255

0.2134 + 0.00005

o

Distribuicdo de amplitudes e fases do estado QFT|GHZ)

Fase (em radianos)

Figura 41 — Histograma tridimensional da tomografia dos estados |GHZ) (esquerda) e QFT |GHZ)
(direita). Imagens obtidas com python. Fonte: Autoria prépria.

Embora associados com bases computacionais diferentes, ou seja, possuem distri-
buicao de fase tnica, nota-se imediatamente a ocorréncia dos mesmos fatores de fase para

o estado [111), confirmando a légica de multiplos do fator bindrio 77 /4.
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Os padroes de distribuicdo de intensidade para esse tanto, contemplando tanto o
perfil transverso, quanto o histograma, intrigam pela distin¢do com relagao aos estados
da base computacional anteriormente discutidos. Em relacdo ao perfil transverso de
intensidade, é possivel que ocorra uma sobreposicao direta com perdas que retorne o
feixe luminoso transformado aos modos de Hermite-Gauss de primeira ordem. Além disso,
analisando o histograma, h& duas retas concorrentes, onde os valores proximos delas tendem
a possuir fases que sao fragoes menores do fator binario. Sendo assim, conclui-se que ha
um comportamento exclusivo associado com os estados nao-separaveis transformados pelo

circuito 6ptico proposto.
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6 Conclusoes e perspectivas futuras

Nesta dissertagao buscamos mostrar a importancia do emprego dos graus de
liberdade em aplicagoes para informacao quantica. Inspirados por trabalhos anteriores,
como, por exemplo, a implementacao tripartite do protocolo conhecido como teleporte
quéntico [15], que demonstram a vantagem da codificagdo da informagao na polarizacao,
nos modos transversos e no caminho, ao considerar que o processamento depende somente
de uma entrada do feixe luminoso. Em conjunto com os dispositivos Opticos, temos ao
alcance uma base tedrica concisa o suficiente para explorar implementacoes de protocolos
e algoritmos quanticos em circuitos 6pticos lineares. Em particular, evidenciamos a Trans-
formada Quantica de Fourier, que embora nao seja propriamente um algoritmo quantico,
desempenha um papel fundamental na codificacao eficiente de informagoes de fase e possui

aplicagoes em problemas de periodicidade, como a estimativa de fase quantica.

Logo, como contribuicao inédita desta dissertacao, desenvolvemos uma proposta
de circuito optico tripartite com os graus de liberdade da luz para a reproducao da QFT
com feixes luminosos classicos, objetivando sempre superar possiveis obstaculos e desafios
experimentais. Dos principais desafios encontrados, destacamos a decisdo da ordem de
codificacao dos graus de liberdade da luz para que o preparo do estado inicial contemple
a implementacao de portas controladas de fase. Consideramos o uso de um divisor de
modos transversos [80] para a defini-lo, junto a diregao de propagacdao, como controles das
portas de fase. Para reproducao das portas de fase, utilizamos o artificio das portas de
fase geométricas da polarizacao [52]. Além disso, para fins de praticabilidade, ele também

foi pensando para ser o mais compacto possivel

Contemplando essas dificuldades, uma simulagao computacional foi desenvolvida
na inten¢ao de analisar a coeréncia dos resultados da proposta com a literatura vigente.
Sendo assim, a modelagem computacional do circuito 6ptico faz uso extensivo do formalismo
de Jones, para os vetores da base computacional e matrizes dos dispositivos opticos, e teve

o codigo exclusivamente desenvolvido na linguagem de programagao python.

Para a analise dos resultados computacionais, selecionamos quatro estados da base
computacional (|000), |010), [101) e [111)) e o estado tripartite maximamente emaranhado
(|IGHZ)). Primeiramente, observamos um padrao do perfil transverso de intensidade com
relacao ao caminho em que o respectivo estado esta codificado. Entretanto, obtemos também
uma distribuicao tnica para descricao dos modos transversos do estado emaranhado.
Através da tomografia, verificamos a coeréncia das fases com o previsto teoricamente para

os estados base e também o emaranhado.

Como perspectivas futuras, destacamos a implementacao experimental do circuito



68 Capitulo 6. Conclusoes e perspectivas futuras

proposto, utilizando feixes luminosos intensos como prova de principio. A realizagio pratica
do circuito permitird a validagao experimental dos resultados obtidos na simulagao e a
exploracao de possiveis otimizacoes. Além disso, a investigacao da reproducao da QFT em
graus de liberdade fotonicos representa uma linha de pesquisa promissora, com potencial

para aplicagoes em computacao quantica fotonica.

Em resumo, pretendemos com esta dissertacao, contribuir para o avanco das
aplicacoes da computacao quantica em sistemas Opticos, por demonstrar a viabilidade do uso
de graus de liberdade da luz para implementagao de operagoes quanticas complexas, como a
Transformada Quéntica de Fourier. A proposta apresentada abre novas possibilidades para
realizagbes experimentais e potenciais simulagoes computacionais de algoritmos quanticos

investidos na resolucao de problemas de periodicidade.
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