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Resumo

No presente trabalho apresentamos uma proposta tedrica para a compensacao do astigma-
tismo em uma cavidade dobrada com o uso de cristais birrefringentes. Na literatura em
Optica o termo astigmatismo se faz presente nos estudos que envolvem luz estruturada, no
uso de Oscilador Paramétrico Optico e também em cavidades 6pticas. Normalmente, o
astigmatismo nos sistemas Opticos é um efeito a ser corrigido ou eliminado. Neste trabalho
utilizando a éptica matricial, descreveremos teoricamente a propagacao da luz em uma
cavidade 6ptica astigmatica de geometria nao linear composta por trés espelhos posicio-
nados nos vértices de um triangulo. Além disso, considerando o uso desta cavidade com
base para OPQ’s, estudamos também a dinamica deste sistema com meios birrefringentes,
como cristais nao lineares. Como resultado desse estudo, apresentamos uma proposta
experimental de cavidade com dois cristais KTP e ressonantes para os modos LGy. A
presente proposta busca o desenvolvimento de OPQ’s para geracao de feixes com Momento
Angular Orbital e feixes estruturados e aborda o problema pratico de compensagao do

astigmatismo da luz em sistemas 6pticos.

Palavras-chaves: cavidades Opticas, momento angular orbital da luz, 6ptica paraxial,

astigmatismo.



Abstract

In the present work we present a theoretical proposal for the compensation of astigmatism
in a folded cavity with the use of birefringent crystals. In the optical literature, the
term astigmatism is present in studies involving structured light, in the use of Optical
Parametric Oscillators and also in optical cavities. Typically, astigmatism in optical
systems is an effect to be corrected or eliminated. In this work using matrix optics, we will
theoretically describe the propagation of light in an astigmatic optical cavity of non-linear
geometry composed of three mirrors positioned at the vertices of a triangle. Furthermore,
considering the use of this cavity as a base for OPQ’s, we also studied the dynamics of
this system with birefringent media, such as non-linear crystals. As a result of this study,
we present an experimental proposal for a cavity with two resonant KTP crystals for the
LGy modes. The present proposal seeks the development of OPQ’s for the generation of
beams with Orbital Angular Momentum and structured beams and addresses the practical

problem of compensation of light astigmatism in optical systems.

Key-words: optical cavities, orbital angular moment of light, paraxial optics, astigmatism.
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Capitulo

Introducao

A natureza da luz sempre foi tema de estudo do homem pela sua curiosidade
em descobrir as propriedades que esse fendémeno fisico é capaz de despertar, sendo tema
de interesse desde a antiguidade na busca pela compreensao desse fendmeno [1]. Na
Grécia antiga esse fendmeno ganhou notoriedade com afirmacoes dos filésofos da época
que acreditavam que a luz saiam dos nossos olhos e dos objetos. A partir do século
XVII, esse fenomeno natural ganhou relevancia com a lei da refracao descrita por Snell
e nesse mesmo periodo ja havia experimentos que utilizavam lentes e cristais para a
construgao de dispositivos 6pticos [2]. No mesmo periodo um experimento ficou famoso
que ¢é experimento da decomposicao de cores de um prisma realizada por Isaac Newton,
esse experimento provou que a luz branca é formada por diversas cores do espectro visivel.
No mesmo periodo existiam duas correntes que tentavam explicar o fenémeno da luz, a
teoria corpuscular e a teoria ondulatéria. Contudo, a luz ganhou grande contribuicao a
partir dos trabalhos desenvolvidos por Maxwell que reuniu duas vertentes, uma no campo
da eletroestatica e a outra no campo do magnetismo e ele nao sé reuniu esses trabalhos
como também provou teoricamente que campos eletromagnéticos se propagam no vacuo

com uma velocidade limite [3-5].

Em meados do século XX surgiu o primeiro feixe coerente de luz, o laser, do
inglés (Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation Light), que possibilitou
muitos campos de estudo experimental e tedricos, além dos avancos tecnolégicos que este
dispositivo possibilitou. Feixes de laser tem sido uma fonte de luz coerente e confidvel
para aplicagdo em diversos campos da area cientifica como o da comunicacao [6] e na
area da satude [7] . Em se tratando de comunicagao, feixes de laser sao utilizados como
fonte de comunicagao segura e eficaz quando comparada a comunicac¢ao tradicional que é
desenvolvida a partir de sistemas classicos. A partir da contribuicdo de Maxwell para o
desenvolvimento do eletromagnetismo foi descrito que ondas eletromagnéticas carregam

momento angular, posteriormente em 1992, Allen e colaboradores descreveram que feixes
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de fase helicoidal carregam momento angular orbital e que estao associados ao spin de
um féton [8,9]. O acesso quantico do estado de polarizagdo da luz possibilitou a abertura
de temas de estudo na computacao quantica, uma vez que a criptografia classica esta
baseada em um sistema bindrio classico e a criptografica quantica baseada em sistemas

emaranhados [10] que possibilitam criar canais de comunicagao seguros [11-14].

-

E comum no estudo da luz, utilizar circuitos 6pticos a partir de arranjos de
elementos Opticos como espelhos e cristais. Arranjos de espelhos sdo tratados como
cavidades Opticas, feixes de luz como o laser, podem sofrer aberragoes épticas provocadas
pela sua interagdo com materiais que apresentam birrefringéncia ou por meio da inclinacao
desses elementos [15]. Em se tratando de inclinagao desses elementos, um feixe de laser pode
sofrer astigmatismo dentro de uma cavidade com espelhos inclinados e isso caracteriza que
o feixe de luz possui pontos de focalizacao distintos, essa condi¢ao impossibilita preparar
modos de ordem superior e transferir MAO (momento angular orbital) [16]. Compensar o
astigmatismo em cavidades 6pticas tém grande relevancia no estudo de feixes estruturados
em OPO (oscilador paramétrico orbital) [17]. Existem algumas técnicas que possibilitam
compensar feixes astigmaticos em cavidades, como o uso de cristais birrefringentes [18],
geometria nao planar de cavidade [19,20] e outros arranjos que incluem elementos fora do

eixo propagagio [21] e angulos de corte no cristal [22].

Diante dessas possibilidades, temos como proposta compensar o astigmatismo
através de uma cavidade dobrada, uma cavidade de geometria nao linear, constituida
por trés espelhos e dois cristais birrefringentes tipico de um OPO. Em especial, nesta

dissertacao estudamos a configuracao da cavidade ser capaz de transmitir um modo LG%l.

No segundo capitulo desse trabalho, partiremos das equagoes de Maxwell e chegamos
a equacao paraxial de Helmholtz. A partir do seu desenvolvimento chegamos a uma solugao
que descreve um feixe paraxial que da origem ao feixe de laser. Essa solugao também é
conhecida no campo da déptica como modo fundamental do feixe gaussiano e essa solugao,
também pode ser escrita em coordenadas cartesianas e cilindricas que dao origem aos

modos Hermite Gauss e Laguerre Gauss.

No terceiro capitulo descrevemos o funcionamento e as condigoes de ressonancia de
uma cavidade éptica. Estudamos a cavidade (interferémetro) de Fabry-Perot. A partir
do feixe gaussiano, conseguimos determinar a propagacao de um feixe via formalismo da
matriz ABCD. Além disso, considerando o formalismo da éptica matricial, obtemos os

parametros geométricos do feixe tais como cintura e o parametro de Rayleigh.

No capitulo quatro, descrevemos a propagacao da luz em meios birrefringentes, uma
vez que utilizamos dois cristais na cavidade. E por se tratar de meio birrefringente, estamos

interessados em descrever a propagacao de feixes nesse meio levando em consideragao o



Capitulo 1. Introdugdo 12

indice de refracdo que esse meio apresenta.

Por fim, no ultimo capitulo apresentaremos a nossa proposta teodrica de correcao
do astigmatismo com o uso de cristais em uma cavidade dobrada de geometria nao linear,
composta por trés espelhos ( sendo um céncavo e dois planos) posicionados nos vértices
de um tridngulo. Verificamos que na situacao em que a cavidade se encontra vazia os
modos HGg, e HG1p nao sao simultaneamente ressonantes de forma que a mesma nao
consegue transmitir feixes com momento angular orbital (MAO) dado por um LGZ'.
Todavia, considerando o efeito da birrefringéncia, projetamos uma configuragao na qual
usa-se dois cristais birrefringentes no interior desta cavidade e se compensa o astigmatismo,
possibilitando a transmissao de feixes com MAOQO. O trabalho é finalizado com as conclusoes

e perspectivas.
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Capitulo

Feixes Paraxiais

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos do eletromagnetismo e a des-
cricao teodrica dos feixes paraxiais, tipicamente utilizados na explicagado dos fendomenos e
instrumentos 6pticos baseados em lasers. O desenvolvimento desse capitulo foi baseado nas
referéncias[11, 18,23-28]. Em especial, desenvolveremos a partir das equagoes de Maxwell
a equacao de Helmholtz que nos permite descrever um feixe de laser com base na chamada
aproximacao paraxial e a partir dela as solu¢oes para o modo fundamental e os modos de
Hermite Gauss (HG) e Laguerre Gauss (LG). A construgao dessas solugoes dao origem a
bases ortogonais quando combinadas linearmente. Por fim, discutiremos a utilizagdo das

solugoes de HG e LG, com base nas fungoes ortogonais para descricdo geral desses modos.

2.1 A luz como onda eletromagnética

Nosso ponto de partida comega com as contribui¢oes de James Clerk Maxwell
(1831-1879) com a unificacdo dos trabalhos da eletroestética e da magnetostatica [3], fruto
dos trabalhos desenvolvidos por Karl Gauss (1777-1855), André Ampere (1775-1836) e
Michael Faraday (1791-1867) entre outros. Os trabalhos até periodos anteriores a Maxwell
seguiam caminhos distintos, uma vertente no campo da eletrostatica e outra vertente no
campo da magnetoestatica. Contudo, uma das grandes contribui¢oes de Maxwell veio com

a corregao tedrica da Lei de Ampere. Numa notagdo moderna [4], as equagoes atribuidas
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a Maxwell se resumem a;

voEry = 2 (a)
€0
V-B(rt) = 0, (b)
S 9B(7t) (2.1)
V X E(T,t) = _Ta (C)
Lo . OE (7t
VxB(rt) =+ /L060%. (d)

Em suma, a primeira é conhecida como Lei de Gauss, a segunda equagao se traduz a
nao existéncia de monopolos magnéticos, uma vez que nao hé evidéncias da existéncia
de "cargas magnéticas", a terceira é a Lei de Faraday a quarta e ultima equagao é a
Lei de Ampere corrigida por Maxwell, correcao esta que ficou conhecida como corrente
de deslocamento. Todo esse conjunto de equagoes, permitem descrever e relacionar a
dindmica de campos eletroestaticos e magnetoestaticos a partir das densidades de carga

elétrica p e de corrente J.

2.1.1 Ondas eletromagnéticas

Conceituamos anteriormente as equagoes atribuidas a Maxwell que descrevem o
comportamento de campos elétricos e magnéticos, equagoes estas que descrevem também
a evolucao de ondas eletromagnéticas. Portanto, considerando um meio isotropico, as

equagoes de Maxwell 2.1 se reduzem a:

V-E(ft) = 0, (a)
V.-B(Ft) = 0, (b)
Vx B(ft) - _aég, 28 (0) (22)
U BED = por ), (a)

onde as constantes g e €y sdo as constantes de permissividade elétrica e permeabilidade
magnética do viacuo. Agora, se aplicarmos a propriedade do rotacional na equacao 2.2 (c)
de modo que

_ s - OB(ft)  8(V xB) (2.3)

E = — - _
V x (V x E(r,t)) V x p Y

9(V x B) (2.4)
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onde o termo V2 ¢ denominado laplaciano. Como o meio é considerado ser isotrépico, o

divergente de E ¢ nulo, restando apenas o laplaciano, utilizando a equagao 2.2 (d) temos

que:
, o (OE(Ft)
2 — o . 9
VZE(r,t) = Hoco, <—8t ) ; (2.5)
reagrupando os termos obtemos:
. 1 92E(Ft)
2E(F ) — — 22N 2.6
VEE(Tt) = 5 0, (2.6)

que é a equagdo de onda para o campo elétrico. De modo geral, a equagao (2.6) pode
ser reescrita em termos das demais coordenadas cartesianas x, y, z. Similarmente, uma
manipulacdo matematica como a desenvolvida anteriormente, nos permite demostrar
que o campo magnético B (7, t) também satisfaz a equagao de onda [4]. Os campos

eletromagnéticos se propagam no vacuo com uma velocidade limite determinada por:

1
c= ~  2,99792 x 10%m/s, (2.7)

v Ho€o

a constante da equacao 2.7 é a velocidade da luz no vacuo.

2.1.2 Feixes paraxiais

Como descrito anteriormente, mostramos a partir do conjunto de equacoes 2.2
(c), (d) que as equagoes de Maxwell 2.6 permitem descrever a evolu¢ao de campos
eletromagnéticos no espaco. No caso de um feixe de laser, temos um feixe com pouca
divergéncia ao longo do eixo de propagacao sendo descrita a partir da equagao (2.6). Se

assumirmos como solu¢ao uma onda monocromatica do tipo:
E(7,t) = U(F) exp ™", (2.8)

onde U(7) é a amplitude e exp™™* uma fase temporal desse campo. Substituindo a equacio

(2.8) na equacao (2.6) e resolvé-la, chegamos a uma equagao diferencial do tipo:
VAU(7) + k*U(7) = 0, (2.9)

sendo k = £ o nimero de onda. A equagao (2.9) é conhecida como Equagao de Helmholtz.

o€

Uma solugdo para equagao (2.9) é considerar um feixe de luz cujo fluxo de energia é
predominantemente ao longo do eixo de propagacao 2 [24], entdo podemos escrever a

amplitude U(7) do campo por:
U(7) = ¢(x,y, ) exp” ™, (2.10)

onde o termo ) (x, y, z) descreve a estrutura radial do feixe e a componente de fase dado por

exp~** descreve a variacdo espacial rapida. No caso de um feixe de laser, temos um feixe
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com pouca divergéncia ao longo do eixo de propagacao, logo é conveniente considerar que
esse feixe possui simetria cilindrica, portanto, podemos escrever o laplaciano da equacgao
(2.9) em coordenadas cilindricas de modo que:
0? 0?2 10 0?
V2:V2 4+ - = 4 —
T 022 o2 ror 022

por conta da simetria do problema, o termo ¢ do laplaciano é desprezado. Utilizando a

(2.11)

equagao (2.10) na equacao (2.9) e considerando a equagao (2.11), chegamos a seguinte

expressao:

82 T, Y,z . 0 T,Yy,z 75
V(e y,2) + TOADBE) gy 082 5)

No regime paraxial, para que a condigao seja satisfeita, a funcao ¥ (x,y, z) deve variar

— 0. (2.12)

muito lentamente quando levamos em consideracio exp~* ao longo do eixo de propagacao

2 [24], desse modo:
0% O*p| | 0% o
022 0x? |’ | Oy? 0z

Essa aproximacao ¢ conhecida como aproximacao do envelope lentamente variavel ou

2k . (2.13)

I

<< ’

aproximacao paraxial.

Agora levando em consideracao a aproximagcao paraxial descrita anteriormente, o

segundo termo da equagao (2.12) é negligenciado. De maneira que agora temos:

Va(F, ) — 2ik% = 0. (2.14)

A equagao (2.14) é conhecida como equagio de onda no regime parazial de Helmholtz, que

pode ser reescrita de forma mais simplificada por:
Vi — 2iky’ = 0. (2.15)

A equagdo (2.15) ndo possui uma solucao trivial. Portanto, seguindo a referéncia [24],

podemos buscar uma solucao tentativa da seguinte forma:

b = exp {—i[P(z) + Q(;)Tz]} . (2.16)

A fungao 1 depende do pardmetro complexo P(z) que representa a fase associada a
propagacao do feixe e do pardmetro complexo ()(z) que descreve a variacdo da intensidade
do feixe radialmente [15]. Substituindo essa fun¢do na equagao (2.15), encontramos uma

relagdo das fungoes complexas P(z) e Q(z) da seguinte maneira:

Q*r® +2iQ + kr*Q +2kP' =0, (2.17)

2Q
0z

elevado a zero (no segundo e quarto argumento da equagao), portanto, a equacao (2.17)

com Q' = P = %—I:. Essa equagao possui componentes da variavel r quadratica e de r
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deve ser verdadeira para qualquer r. Logo, a partir dessa condicao temos:

Q*(2) + kQ'(2) = 0, (a)

(2.18)
Q(z) +ikP'(z) = 0. (b)

A partir da equagao (2.18) (a) e (b), podemos encontrar as fungoes P(z) e Q(z), realizado
uma integragao direta na equagao 2.18 (a) afim de obtermos Q(z) e que quando substituido
na equagao 2.18 (b), nos permite novamente integrar e obter P(z). Logo, as fung¢oes que

procuramos para Q(z) e P(z) sao:

Q(2) = k/(z + q), (a)

> (2.19)

P(z) = —iln (1 + 2 (b)

do
sendo o termo imagindrio definido como gg = imrwin/\ = izz. Substituindo os pardmetros
P(z) e Q(z) na equacao (2.16) e resolvendo algebricamente a equagao (2.8) do campo,

chegamos a seguinte equacao para o campo elétrico do feixe:

E(z,y,2) = Ey w“()i) exp {—z‘[k:z — ()] — 2 (w;(Z) +5 ngz)) } . (2:20)

onde k = 2mn/A\. A equacdo (2.20) é conhecida como envelope complexo do feixe
gaussiano ou modo fundamental. Veremos na proxima subsecdo que existem feixes de

ordem mais alta (ordem superior).

Estamos interessados no perfil de intensidade do feixe. Portanto, uma vez que a

intensidade do feixe é dado a partir de I(r, z) = |E(r, z)\Q, onde r = \/x? 4 y?, temos:
wy 17 r?
I =1 | —~ 20— 2.21
e = {w@)] o [ w2<z>} | =2

onde [y = \EOIQ. A intesidade do campo é apresentado na Figura 1 a seguir:

I
Iy

F

A

)

—

Figura 1 — O perfil de distribuicio de intensidade do feixe é descrito por uma fun¢io gaussiana.
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A intensidade do feixe apresenta uma estrutura gaussiana no perfil de intensidade
do campo, cujo maximo ocorre no centro e diminui a medida que r aumenta de valor. E

essa caracteristica do campo dé origem ao nome de feixe gaussiano.
Os pardmetros que compoem equagao (2.20) de campo, sao definidos a seguir por:
e Largura transversa do feixe

A largura do feixe de um laser é definida como a distancia do eixo z até o ponto

onde [ = Ioei2 e dada pelo parametro,

w(z) = woy /1 + (1)2, (2.22)

%R
onde wy € a cintura do feixe e em inglés (waist). O termo zg é conhecido como comprimento
de Rayleigh e expresso por: ,
o= 10, (2.23)
A
No caso, zg € a distancia entre a cintura e a posi¢do em que a largura do feixe vale

w(z) = V2wy (quando z = zg). E o pardmetro confocal b é descrito como b = 2z5.

Na Figura 2, temos a ilustracao dos parametros de um feixe de laser de acordo com

as defini¢oes apresentadas anteriormente.

—
Comprimento de Rayleigh

»
13

Pardmetro confocal

Figura 2 — Tlustragdo das defini¢des do comprimento de Rayleigh zp e do pardmetro confocal.

e Raio de curvatura do feixe gaussiano

As frentes de onda de um feixe gaussiano apresentam um raio de curvatura R(z)

em relacdo ao eixo de propagacao 2 [29], que é dado por:

R(z) =z {1 + (Z—Rﬂ . (2.24)

z
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Em especial, quando z — 0, R(z) ¢é infinito, de forma que temos frentes de onda
plana e o mesmo ocorre quando z — oco. No caso, para z = zg temos o raio de curvatura

minimo do feixe e esta relagao ¢ ilustrada na Figura 3 a seguir.

R(.Z} &

v

Figura 3 — Situagdo na qual 2z = zg, o raio de curvatura admite um valor minimo de 2zx..

e Fase de Gouy

A fase de Gouy pode ser compreendida como a diferenca de fase de um feixe
gaussiano e uma onda plana quando o feixe passa por um ponto focal [30]. Para um feixe
que se propaga de z — +00 e que passa por um ponto focal, ocorre uma mudanga de fase

de 7 [23,29]. A descrigao dessa fase é expressa por:

n(z) = arctan (i) , (2.25)

ZR

sendo 7(z) a fase de Gouy, z o eixo de propagagdo e zr o comprimento de Rayleigh.

Graficamente a fase de Gouy ¢ ilustrada pela figura a seguir.
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Figura 4 — Adicio da fase de Gouy quando o feixe passa por uma regido de focalizagio do feixe
acrescentando uma fase de 7/2 que se acumula a medida que o feixe se propaga.

A fase de Gouy tem um papel importante para determinar as frequéncias de

ressonancia de uma cavidade optica [31].
e Raio de curvatura complexo

A evolugao dos pardmetros de um feixe paraxial através de elementos épticos
como lentes e espelhos, geralmente é contabilizada por meio de um formalismo matricial,
conhecido como éptica matricial [15,24,32] (que serd um assunto a ser tratado em segoes
posteriores aqui neste trabalho). Neste formalismo, usamos o raio de curvatura complexo
q(z) que relaciona o raio de curvatura do feixe R(z) e a largura w(z), sendo entéo definido
por:

1 1 A
i) R mde) 220

com A sendo o comprimento de onda, n o indice de refragdo do meio, R(z) o raio de

curvatura, w(z) a largura do feixe. Se a dire¢ao de propagagao é ao longo do eixo 2, com

a cintura localizada em izg, o raio de curvatura complexo tém equivaléncia de:
q(z) = z +izg, (2.27)
onde z representa a parte real e izg a parte complexa.

Em sec¢bes posteriores veremos que o parametro de raio complexo, nos permite
relacionar as caracteristicas dos elementos 6pticos através do chamado formalismo da
matriz ABCD.
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2.2 Feixes gaussianos de ordem superior

Da secao anterior 2.1, vimos que a partir da equacao de onda, escrevemos uma
equagao de campo para um feixe no regime paraxial, no qual definimos como feixe gaussiano.
Contudo, existem outras solugoes da equacao de onda paraxial. Em particular, a solucao
em coordenadas cartesianas é conhecida como modo de Hermite Gauss (descritas pelos
polinémios de Hermite), outra solucao particular é desenvolvida a partir de coordenadas
cilindricas que sdo os modos de Laguerre Gauss (descritos pelos polindmios de Laguerre).
Logo, podemos obter solugoes particulares para a equacao de Helmholtz que descrevem

feixes de lasers.

2.2.1 Modo de Hermite-Gauss (HG)

A solucao da equacao paraxial em coordenadas cartesianas, da origem aos modos

de Hermite-Gauss (HG,,,)[15], cuja solugao geral é dada por:

o= s () 1 ()

w(z) w(z w(z)
5 9 9 5 (2.28)
7 +y LTt Y ,
X exp [— wQ(z) + ik 2R(z) - Z(I)m,n(z):| )
D, n(2) = (m+n+ 1)arctan (i) . (2.29)

A, é uma constante de normalizagao, H,,, H,, sao os polinomios de Hermite e a ordem

dos modos transversos ¢ definida por N = m + n e a fase de Gouy por ®,, ().

A Figura 5 mostra o perfil transverso de distribuigao de intensidade de trés primeiros
modos de HG, ..
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Figura 5 — Perfil de intensidade de trés modos de Hermite Gauss, onde cada indice (m,n) representa
uma linha nodal no perfil transverso de intensidade do feixe.

Um caso particular é quando a ordem for m 4+ n = 0. Neste caso, retornamos ao
modo fundamental HG, do feixe gaussiano, conforme ilustra a primeira imagem da

Figura 5.

2.2.2 Modo de Laguerre-Gauss (LG)

Em coordenadas cilindricas, as solugoes da equagao paraxial sdo denominados

modos de Laguerre-Gauss (LG").

.0 = o (Y [ 2 T [0 )

w(z) \w(z) w?(2) w?(2) (2.30)
X exp {2]{:2}5(2) +ilg +ikz — i@ml(z)}

|, e AL s . ~ ~ ’ , .
onde L|p‘ ¢ o polinomio de Laguerre, Afo termo de normalizacao da funcao, p é o indice
radial que caracteriza a quantidade de anéis que surgem nos perfis de intensidade do feixe,

[ sendo o indice azimutal que também é conhecido como helicidade ou carga topologica,

! Figura elaborada pelo autor a partir do cédigo disponivel em < https

//mathematica.stackexchange.com/questions/141726 /plotting — hermite — gaussian — polynomial —
for — gaussian — beams >.
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onde o indice radial é representado por um nimero natural e o indice azimutal por um

valor inteiro. A fase de Gouy é definida por:
®,.(2) = (2p + || + 1) arctan (i) , (2.31)
%R
sendo a ordem do modo expressa por N = 2p + ||.

O termo de fase azimutal exp{l¢} tem grande importancia, pois é o termo que
carrega momento angular orbital (MAQO), tema de estudo em éptica quantica e a estrutura
da frente de onda é helicoidal [8,9,12,33,34]. Esse termo de fase apresenta um ponto
de singularidade (uma regiao sem luz) na regiao central do perfil de intensidade do feixe
quando [ # 0.

Na Figura 62 temos alguns perfis de intensidade para o modo LG.

p=2

Figura 6 — Intensidade dos modos de Laguerre-Gauss cujo os indices radial e azimutal variam de 0 até 2.

O valor de [ determina o sentido de rotacao da frente de onda helicoidal, uma vez
que ele é definido como sendo um nimero inteiro (sentido horério; sentido anti-horario)

[33]. Na Figura 7, temos a ilustragdao para dois valores de .

2 Figura elaborada pelo autor a partir do cédigo disponivel em < https

//mathematica.stackexchange.com/questions/202641/plot — of — laguerre — gaussian —
wave front >.
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Figura 7 — Variacdo do indice azimutal e o sentido de rotagao da frente helicoidal para um modo LG de
primeira ordem.

2.2.3 Relacdo dos Modos LG e HG

Tanto as solugoes da equagao paraxial solucionadas em coordenadas cartesianas
quanto em cilindricas, formam uma base completa em um espago vetorial, pois ambas sao
ortogonais entre si e qualquer combinagao linear também ¢ solucdo da equacao paraxial.
Em particular, podemos escrever um modo de primeira ordem LG com dois HG de

primeira ordem [35,36] e estes, se relacionam por:

1
LG = 7 (HGo, £iHG. ). (2.32)

A Figura 8 ilustra essa relagao.

1

V2 V2

LG(}l HG01 HGl(]

1 1

V2 V2

LGOl HG(jl HGlO

Figura 8 — Representacio dos modos de primeira ordem LG escritos na base de HG.

E possivel também escrever os modos de primeira ordem HG inclinados por um

angulo 6 = 45° ou 135° e que se relacionam por:
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1
HG({?E) - E (HGLO :|: HGO,l);

(2.33)

1
HG5% = 7 (HG1o+ HGo,).

Logo podemos escrever um hermite (HG) rodado a partir de dois hermites de

primeira ordem nao rodados [11,12]. A figura a seguir ilustra a relagao.

Sl
S

45°
0.1

HG HGy HG

Figura 9 — Representagio de dois hermites (HG) rodados a 6 = £45° escritos em termos de dois hermites
nao rodados.
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Capitulo

Optica de cavidades

Nesse capitulo vamos abordar os conceitos basicos que permitem descrever um feixe
de laser em uma cavidade 6ptica. Discutiremos a intensidade dos campos transmitidos
pela cavidade 6ptica, assim como a condicao de ressonancia, em particular a cavidade
(interferdmetro) de Fabry-Perot. Formalizaremos também a descrigdo de um feixe de laser
a partir do formalismo da matriz ABCD. Em termos gerais, podemos definir cavidade
optica como sendo um conjunto de elementos Opticos tais como um arranjo de espelhos
que tem por finalidade confinar um feixe de luz [15]. Na literatura existem intimeros tipos
de cavidades com geometrias que possibilitam manipular e caracterizar propriedades dos
feixes [37].

3.1 Interferometro Fabry-Perot

O interferometro de Fabry-Perot tem esse nome em homenagem aos seus idealiza-
dores Charles Fabry e Alfred Perot (1889), trata-se de uma cavidade linear que possui
dois semi espelhos frontalmente alinhados [24,32,38]. A Figura 10 a seguir ilustra o que

seria o interferometro de Fabry-Perot.
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Figura 10 — Exemplo hipotético de uma cavidade Fabry-Perot constituida por uma placa de vidro cujo
comprimento é d.

Se considerarmos uma onda plana que interage com a superficie semi-refletora dada
por M e se propaga até uma outra superficie My, cuja distancia de separacao é dada por
d. Sendo o raio de luz incidindo com um angulo 6’ e com amplitude Ey, podemos ilustrar

esta situagao através da Figura 11:

Eyq rky tr't' By tr't'Eq tr't' E,

My n=1

tt' By tr'?t’ By tr'it B,

Figura 11 — Feixe incidindo na superficie M; por um angulo 6’ e sofrendo miltiplas reflexdes e trans-
missoes dentro da regiao entre My e Ms separadas por d.



Capitulo 3. Optica de cavidades 28

A diferenca de caminho entre dois feixes consecutivos é caracterizada pela Figura

\ B

12 a seguir.

Figura 12 — Diferenca de caminho entre dois feixes consecutivos.

Onde AL ¢ a diferenca de caminho, com AL = AB + BC, conforme referéncia [24]

consultada.

Sendo AB = BC cos (20) e BC = —%;, a diferen¢a de caminho entre dois feixes

consecutivos pode ser expressa por:
AL = 2d cos b, (3.1)

ap6s uma volta completa dentro da regiao d, o feixe adquire uma fase que é dada por:

_27T

"=

(AL)n, (3.2)

sendo n o indice de refragao do meio. Substituindo a equagao (3.1) na equagao (3.2),

podemos obter a diferenca de fase que o feixe ganha na cavidade, portanto:

4
J= Tﬂnd cos 0, (3.3)

Dessa forma, considerando a geometria do problema e que o campo incidente é dado
por uma onda plana, estamos interessados em uma expressao que descreva a amplitude
dos campos transmitidos pela cavidade. A relacdo dos campos transmitidos pela cavidade
¢é a seguinte:

E, = tt'Ey,
By = tt'r?eP By, (3.4)
Ey = tt'r"e* B,
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sendo Ejy é a amplitude do campo incidente, 7’ o campo refletido entre as duas superficies
M e My, t o coeficiente de transmissao, ' sendo o coeficiente de transmissao apds o feixe

% corresponde a fase adquirida apés o feixe completar

sofrer uma nova reflexdo. O fator e!
um caminho de ida e volta na cavidade. Pelo principio da superposi¢ao, o campo total

transmitido pela cavidade é defino como:
Er=E,+FEy,+FEs+ ..+ E,, (3.5)

onde n =1,2,3,... ¢ 0 enésimo campo transmitido pela cavidade.

Escrevendo os campos de transmissao a partir da equagao (3.4) podemos obter que:
Ep = tt'(1+ 77" + 1?1+ ) E, (3.6)

cuja expressao é uma série geométrica de razao r2e. Logo,

tt'Ey
Podemos relacionar o coeficiente de transmissao t' e de reflexdo r”2, pela seguinte relacio:
tt' =1—72 com R = |'|" e T = |tt'|* [24]. Em se tratando de um meio onde nio hé
perdas, os campos totais transmitidos e refletidos se relacionam por: R+ T = 1, onde
R ¢é a refletancia da superficie e T" sendo a transmissao da superficie. Por fim, o campo

transmitido pode ser reescrito em termos da refletancia da superficie, logo:

Er = E, 1(1—_31:@‘)5' (3.8)
Sendo a intensidade do campo definida como I; = |E7|?, temos:
2
Is = By — R(;f?)(le Re )’
. (1- R)? (3.9)
O(1+ R —2Rcos(d)’
Além disso, escrevendo Iy = |Ey|?, temos:
2
Is = [0(1 + IS — QR})%COS((S)' (3.10)
Por fim, escrevendo cos(d) = 1 — 2sin?($), a expressio de intensidade fica:
1(0) = Io 1 : (3.11)
L+ oy sin®(3) '

1
+ ot i (3)]
refletancia da superficie é escrito como:

onde [ -

¢ conhecido como func¢ao de Airy . O termo % que relaciona a

F = %. (3.12)
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Finalmente, temos uma expressao de intensidade transmitida pela cavidade:
1
[1+ Fsin?($)]

I1(6) =1 (3.13)

A funcao de intensidade do campo transmitido dado pela equagao (3.13), admite

transmissio maxima quando sin?(2) = 0 com § = 2N7 e admite transmissdo minima

2
quando sin*(2) = 1, onde § = (2N + 1), sendo N um niimero inteiro. A seguir, na Figura

13 temos a ilustracao da transmissio da cavidade quando: R = 10%, R = 40% e R = 90%

em funcao de 9.

Transmissdao %

0.8F
0 E: Reflex3o=10%
Tl Reflex3o=40%
0.4f Reflexao=20%
[}.2}
mwm 2w 3w 4w S5 6o

Figura 13 — Distribuicdo de intensidade dos campos transmitidos pela interferometro de Fabry-Perot,
quando: R =10%, R = 40% e R = 90%. Sendo a transmissdo minima a curva em azul e
méxima em verde.

-

E conveniente expressarmos a transmissao maxima da cavidade em funcao da
frequéncia. Os picos de transmissao maxima ocorrem quando a fase vale 2N7 (com N
sendo um nimero inteiro). Expressando a fase em termos da condigdo para a transmissao

maxima, temos:

4
5= Y ndcosh = 2N, (3.14)
1
onde ¢ = A\v. Isolando o termo v, podemos obter a seguinte equagcao:
c
=N— .
YN 2nd cos 0 (3.15)

Considerando uma incidéncia normal & superficie, § = 0 e fazendo que (d = L) com

n = 1, a diferenca entre dois picos ressonantes consecutivos é:

C
AV:VN+1—I/N: E :FSR, (316)

onde FSR ¢é chamado de Free Spectral Range ou Intervalo Espectral Livre, com F\SR =
¢/2L, sendo L a distancia entre as superficies refletoras e ¢ velocidade da luz. Na Figura

14 temos a ilustracao do FSR e da largura de banda da cavidade.
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FSR |

Y

fransmissao %
10

0.8

0.4

02

0.0

Figura 14 — Intervalo Espectral Livre de uma cavidade Fabry-Perot e a largura de banda.

O conceito de largura de banda A(S% ou largura a meia altura é a condi¢ao em que

a transmissao maxima da cavidade cai pela metade e isso ocorre quando:

F sin? (g) =1, (3.17)

} . (3.18)

Portanto,

6y —6_ =4sin™! [%} (3.19)

e podemos escrever Ad 1 em termos da frequéncia utilizando a equagao (3.16), ou seja,

VF
s

(3.20)

2sin! [L] Av

14

[N

Logo a finesse representada pela letra F ¢ definida como a razao entre FSR e a

largura de banda, portanto:

P Av T
- - ’ 3.21
Vi 9 gin~1 [#} ( )

a finesse da cavidade é um parametro utilizado para avaliar a qualidade da transmissao de

uma cavidade e serve de pardmetro para indicar perdas [24].
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3.2 Propagacao de feixes em meios homogéneos e materiais isotré-

picos

Em se tratando de feixes paraxiais é possivel descrever um feixe que se propaga entre
dois planos ao longo do eixo de propagacao. Todavia, os raios de luz sdo perpendiculares
as frentes de onda dos feixes luminosos, o que conceitualmente justifica o uso da optica de
raios no estudo de feixes paraxiais [39]. Esses raios sdo descritos por vetor que acompanha
tanto a posicao quanto o deslocamento em relagao ao eixo de propagacao do feixe. A

Figura 15 ilustra a situacao.

Oy

Figura 15 — Exemplo de propagacdo livre de um feixe paraxial ao longo de uma distancia d.

Considerando o regime paraxial, para ¢ pequeno, podemos fazer tanf ~ sinf =~ 6.
E as posigoes sao descritas em 0y = 6 com ro =11 +d - 61 para r; = ro. Logo, a relagao

de transformagao do vetor coluna nas posicoes (r1,01) e (rq,03) é dada que:

:((1) cf).

onde a matriz 2 X 2 é a propagacao livre do feixe e esta relacionado por:

(A B) (1 d)
= , (3.23)
C D 01

onde A=1, B=d, C =0e D = 1. Portanto, essa é a transformacao da matriz ABCD

T2

02

(&1

0 (3.22)

?

para o caso de uma propagagcao livre por uma distancia d.
e Raio 6ptico atravessando uma lente delgada.

Para um raio paraxial atravessando uma lente delgada com a distancia focal f,
ilustramos a seguir a relagao entre os feixes paraxiais de entrada e saida da lente e estes

estao representados conforme a Figura 16.
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v
o

”F(J

Figura 16 — Exemplo de raio éptico atravessando uma lente delgada.

Sendo raio de entrada com posicdo (r1,6;) e o raio de saida com posigao (rg, 6s).
Como a lente é delgada, temos que 71 = 75 [39]. O raio que passa pela lente deve obedecer

a relagdo objeto-imagem, desta forma, temos:

_ 2 (3.24)

L1
di f’

1
do
sendo d, a distancia do objeto, d; a distancia da imagem e f a distancia focal da lente,

onde para f > 0 temos uma lente convergente e f < (0 uma lente divergente.

Com r; = r9, a inclinacao do raio antes da lente se da por:

01 = 4 (3.25)
e ap6s a lente por:
T2
by = 7 (3.26)

onde a validade da situacao considerada é para angulos muito pequenos, com tanf ~

sinf ~ 0.

A partir da equagao (3.24) da equagao (3.25), podemos obter uma relacao para 6y
da seguinte forma:

0> = % — 01 (3.27)

Portanto a matriz de transformacao para um raio de luz que atravessa uma lente

(59

onde os elementos da matriz ABCD associada a lente sao descritos como: A =1, B =0,
C=-1/feD=1.

delgada é:
T2
02

(&

) 3.28
) (3.28)
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3.2.1 Matriz ABCD - Propagacao do feixe gaussiano

Através da otica paraxial descrevemos uma matriz 2 X 2 para um elemento 6tico
quando um feixe o atravessa. HEssa matriz é conhecida como matriz ABCD e permite
descrever elementos Opticos como: lentes, espelhos e meios como um cristal. Podemos

entao relacionar a matriz ABCD de acordo com a referéncia [24] por:

qu(z)_AB.
1 | \¢ D

que é escrito também como:

qs(2)
1 ] ) (3.29)

B Ags(z) + B
- Cqs(2)+ D’

onde A, B, C e D sdo elementos de uma matriz 2 X 2 e o termo ¢s11(z) é o pardmetro

Gs+1(2) (3.30)

complexo apds a transformagao do feixe e g(z) antes de sofrer a transformagao. Podemos

entao relacionar com a equagao (2.26) que é expressa por:

Lt A (3.31)
q(z)  R(z) mnw?(z)’ '

e através da equagao (3.30) conhecer os parametros como a largura do feixe w(z) e o raio

de curvatura R(z) do feixe.

Portanto, conhecendo a matriz ABCD, podemos determinar os pardmetros (A,B,C
e D) associado a um determinado elemento dptico [23]. A contabiliza¢do da passagem do

feixe por elementos Opticos é representada a seguir por:
[MTransformagéo] = [Mn] [Mn+1][M2][M1]7 (332)

onde Mrransformagao ¢ @ matriz ABCD de uma série de elementos 6pticos, com n represen-
tando a quantidade de matrizes do sistema. A matriz M; é a primeira a contabilizar a

passagem do feixe.

A seguir, na Figura 17, temos exemplos de representacao matricial de alguns

elementos 6pticos.
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Figura 17 — Exemplo de elementos épticos e suas respectivas matrizes ABCD 2 x 2. Retirado de [24]

e Focalizagao de um feixe gaussiano.

Considerando um exemplo conforme a referéncia [24] de um feixe gaussiano se

propagando por uma lente cuja distancia focal é f, podemos determinar a localizacao da

cintura a partir da equacao (3.30) e também a cintura. A figura a seguir ilustra esse caso.
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4
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entrada do feixe ' 2 salda do feixe

wo(z) woz(z)

Figura 18 — Feixe gaussiano sendo focalizando por uma lente convergente e [ sendo a distancia da nova
cintura apés a focalizacao da lente.

Conforme ilustra a figura 18, antes da focalizacao da lente, o feixe possui cintura

w(z) = wp(z) e raio de curvatura Ry = co. Portanto:
¢ = inTwi /N =iz (3.33)

onde zg é o comprimento de Rayleigh.

A matriz ABCD da figura 18 é:

(@ )-63) ()

l (3.34)
()
-1
aplicando a equagao (3.30), temos:
Aq + B (1—=1/f)izo +1
= = ) 3.35
©=Cq+D —izo/f + 1 (3.35)
Aplicando a equacao (3.31) e separando em parte real e imaginaria, temos:
_ 52 _
l:l zO/f<1 2l/f>—l 20 5 : (336)
@ (L=UfPg+r (A=1/f)+ 12
onde: )
i:l_ZO/f(l_l/f) (CL)
Ry (I—i/fp+
(3.37)
A i 20 (b)
nrwd (1 —1/f)222 + 12

Como no plano 2 esta localizado a cintura, temos que o raio de curvatura ¢ Ry = oo,

logo, a equagao (3.37) (a) fica:

(z%) - %(1 —1/f) =0, (3.38)
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simplificando os temos, a cintura do feixe gaussiano fica localizada por uma distancia [

dada por:
f

l= ———. 3.39

T+ (/07 (3:39)

A equagao (3.37) (b) permite determinar a cintura do feixe a partir da equacao (3.39),
portanto:

A 1
Wop = (3.40)

Através da matriz ABCD podemos contabilizar a passagem de um feixe paraxial
através de uma série de elementos Opticos que formaliza uma cavidade optica. Essa relagao
¢é util para se descrever a regiao de estabilidade, como também determinar a cintura e as

demais caracteristicas de um feixe.

3.3 Algebra de Cavidade

Na sec¢ao anterior, vimos que o método ABCD possibilita descrever um feixe éptico
através de um arranjo como no caso de uma lente delgada. Vejamos a estrutura da matriz
ABCD aplicada a uma cavidade simples constituida por dois espelhos curvos conforme

ilustra a Figura 19.

Rl RZ

- L

-t

| d |

Y

Figura 19 — Cavidade formada por dois espelhos curvos de raios curvatura Ry e Ry e separados por
uma distancia d.

Consideramos aqui o caso em que Ry = Ry = R e d a distancia de separacao dos

espelhos.
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Para a matriz ABCD desse sistema, contabilizamos a propagacao do feixe tomando

como ponto de partida %, logo:
A BY (1% 1 0) (1 d 1 0) (14
¢ o) \o1) \# 1) \o1) \# 1) \o1)’

_<1+2%(g_2) %<23—3d+§)>
2E-1  28(g-2)+1)

(3.41)

a primeira matriz é referénte a propagagdo em d/2, a segunda matriz é a reflexdo do
espelho Ry, a terceira é a propagagao do feixe ao longo da disténcia d (propagagao livre), a
quarta matriz é a reflexdo do feixe no espelho R; a quinta e tltima matriz é a propagagao
no espago até o ponto de escolha inicial de propagacao do feixe. Logo, temos uma matriz
ABCD que descreve uma volta completa do feixe na cavidade. Onde utilizamos a definigao

da matriz transformagao dada pela definigao 3.32.

Conhecendo os parametros da matriz ABCD da cavidade apds uma volta completa,
o feixe deve obedecer a condi¢ao de autoconsisténcia para que a mesma seja estavel, isto é,
o feixe deve possuir a mesma estrutura do inicio de um plano arbitrario apds uma volta
completa. Nessas condigdes, podemos resolver a equagao (3.30) para 1/¢, [24,31], temos

entao:

1 (D—A)£/(D—-A)?2+4BC

qs 2B

Uma vez que a matriz ABCD possui determinante igual a 1 (AD — BC' = 1), determina-se

(3.42)

que:

1 D—-A, \1-73 (3.43)

onde,
D+ Al <2, (3.44)

¢é a condicao de estabilidade da cavidade.

Por fim, a partir do resultado da equagao (3.43) é possivel determinar o raio de

curvatura e a cintura do feixe na cavidade, logo:

(3.45)

=

w:(i) _%i . (3.46)
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Para ilustrar a cintura associada a matriz ABCD da cavidade linear, utilizamos o
programa Mathematica! com os seguintes parametros:> A = 1064nm, R; = Ry = 100mm.

Na Figura 20 temos a cintura (waist) associado a cavidade linear,

cintura(um)

120
100
80
— w(z)
60
40

20

I 1 1 d(m)
0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 20 — Cintura obtida em func¢io da separagdo entre os espelhos curvos Ry e Ry. A regido de
estabilidade da cavidade estd nos limites da distdncia d(m) em que a cintura é nula.

A regido de estabilidade da cavidade esta nos limites onde os valores da cintura
sao zero. A partir dos parametros da cavidade descritos anteriormente o valor da cintura

com essa simulacao foi de 129um para d = 100mm.

O resultado da cavidade linear é importante, pois uma vez conhecido os parametros
geométricos e os pardmetros da matriz ABCD, podemos descrever o comportamento de
um feixe em outras geometrias de cavidade. E também interessante esse caso, pois existe

uma unica cintura associada a essa cavidade.

3.4 Astigmatismo em Cavidades Opticas

Um conceito geral sobre astigmatismo pode ser entendido como quebra de simetria
cilindrica do feixe e ocorre com espelhos curvos ou lentes inclinadas em relagdo ao eixo
optico provocando aberracoes conhecidas como astigmatismo. Nesta dissertacao, seguimos
as discussoes sobre astigmatismo a partir das referéncias [24,27,31]. Em especial, quando
tratamos do astigmatismo produzido por um espelho curvo inclinado é conveniente tratar
esse espelho como sendo uma lente convergente ligeiramente inclinada em relagao ao plano
focal. O astigmatismo causado por essa inclinagao causa uma distor¢ao na direcao de
propagacao do feixe, ou seja, as componentes transversas do feixe nao possuem simetria

cilindrica.

Software nao gratuito. Para mais informagoes https : //www.wol fram.com/mathematica/.

2 O Software requer que uma variavel seja "livre'e o parametro escolhido foi d.



Capitulo 3. Optica de cavidades 40

3.4.1 Feixe Gaussiano Eliptico

Em se tratando de astigmatismo, podemos escrever uma expressao para o campo
elétrico do feixe gaussiano no qual consideramos que as cinturas e os raios de curvatura do
feixe nas diregoes dire¢oes x e y sejam diferentes [40,41]. O campo a ser considerado também

deve ser solucao da equacao paraxial desenvolvida na subsecao 2.1.2; logo procuramos

E x exp{[ oy H (3.47)

wi(z)  wi(z)

solugoes em que:

onde estamos interessados em determinar uma equacao de campo de modo que as cinturas
do feixe sejam w, # w, e que os raios de curvatura se diferem em relagao aos plano x — z
e y — z. Como apontado anteriormente, esses feixes astigméticos podem ser ocasionados
por inclinagao nos elementos 6pticos, como no caso de um espelho curvo inclinado que
possui pontos focais diferentes nos planos x — z e y — z. Desse modo, seguindo a referéncia
[24], podemos escrever que esse campo analogo a equacao (2.16) seja dado pela seguinte

solucao tentativa:

2 2

o termo P(z) da equagao (3.48) é definido na subsegao 2.1.2 e os termos complexos @,

1) = exp {—i[P(z) + @(2)2” + Qy(z)y2]} , (3.48)

e (), apresentam um sistema de equagoes andlogos aos obtidos em (2.16) e assumem a

seguinte forma:

Q2+ kQ, =0, Q+kQ, =0, (3.49)
e’
Qe+ Q
Pl — Y . X
) (—2k (3.50)
Podemos entao definir:
k k

4:(z) = 0u(2)’ ay(2) = Q,¢) (3.51)

o parametro k é o vetor de onda, que no caso é expresso como; k?(z,y) = k* — kko,x* —
kkoyy?, para o caso em que ko, = kg, = 0, retornamos a expressao q(z) = z + C, onde C é
uma constante de integracao cujo argumento que satisfaz essa contante é a soma de uma

parte real mais uma parte imaginaria. Integrando a equacao (3.50) encontramos P(z):
P(z) =L {ln <1+Z_Z$>+ln <1+Z_Zy>}, (3.52)
2 qox qoy

2
nmw,

Qo) = i———2,
)

onde,

(3.53)

sendo z, e z, posicoes arbitrarias de propagacgao do feixe.

Utilizando a equacao (3.52) e substituindo na equagao (3.48), podemos utilizar o

resultado para determinar o campo elétrico E(z,y, z) para um feixe gaussiano eliptico
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conforme a referéncia [24], neste caso, temos:

£/ Wor W
E(l‘,y72> = EO¢

TR {=ilkz = n(2)]} x

conl (i) o)}
(3.54)

que ¢é a equacao para o campo elétrico de um feixe gaussiano eliptico.

A Figura 21 ilustra a situacao em que um feixe com simetria circular atravessa
uma lente cilindrica que é paralela ao eixo y. Que em consequéncia, o feixe adquire duas
cinturas que nao necessariamente sao as mesmas, ou seja, podemos tratar de dois feixes

como sendo “independentes” [24].

—— { }

‘\_l’/ . }
Lente cilindrica

com eixo paraleloay )
feixe x-z
~ /

Feixe —\ fl'rif)_"/lﬂ'/(‘)
i y gaussiano ur 2 4
E F circular —JMLE__\

Figura 21 — Feixe eliptico produzido por uma lente ligeiramente inclinada em relagio ao plano z —y
com as respectivas cinturas w,(z) e wy(z) e os perfis transversos do feixe: Retirado de [25,
[18]].

A partir da equacao (3.54), a fase de Gouy para um feixe gaussiano astigmatico é

n(z) = % [tan_l (A(z—;%)> + tan™? <A(Z—_2'Zy)>} : (3.55)

TWG, N Twg,n

escrita por [24]:

O raio de curvatura complexo associado a equagao (3.54) para cada direcao de

propagagao sao definidos por:

(3.56)
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e a largura do feixe para cada direcao é dada por:

=1+ (2o 2)’

(3.57)
2
wy(z) = woy\/l + (AETZw—_Ssz)) ,
e os raios de curvatura do feixe eliptico sao descritos como:
R.(z) ==z -1 + (M)f
A Mz — 22) ’
_ (3.58)

Portanto o conjunto de parametros da equacao (3.54) definem um feixe gaussiano
eliptico. Podemos aplicar o formalismo da matriz ABCD para cada direcao de propagacao
do feixe astigmatico separadamente a fim de conhecermos a largura do feixe como o raio

de curvatura. Feixes elipticos sdo ultilizados para caracterizar feixes astigmaticos [23].
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Capitulo

Birrefringéncia

A birrefringéncia é um fenémeno 6ptico que se manifesta quando a luz atravessa
um meio material transparente e anisotropico, um meio material cujo indice de refracao
depende da polarizagao e da direcao de propagacao. Tendo em vista a descricao da
compensacao do astigmatismo em feixes de luz dentro da cavidade 6ptica, neste capitulo,
formalizaremos os conceitos basicos da birrefringéncia a partir da teoria eletromagnética
classica descrevendo a propagacgao de campos eletromagnéticos em meios anisotrépicos
como nos cristais nao lineares [42]. No préximo capitulo reuniremos as ideias centrais de
propagacao de feixes em cavidade épticas (visto no capitulo anterior) com a birrefringéncia

de forma a descrevermos a proposta tedrica desta dissertacao.

4.1 A luz em meios anisotrdpicos

Grande parte dos meios materiais usados nos sistemas 6pticos sdo meios isotrépicos
lineares, caracterizados por nao possuirem cargas livres em sua constituicao. Isso implica
que qualquer parte do material nao produz campo quando este é utilizado como meio de
propagacao. Porém, caso haja nesse material densidade de cargas pji,r € correntes € jj;p e,
tais densidades produzem fontes intrinsecas de campos que induzem a reorganizagao das
cargas, produzindo novas fontes de radiacao que contribuem para o campo total dentro e
fora do material [3]. Portanto, de forma a descrevermos o comportamento desses materiais

com cargas e correntes livres, ditos materiais anisotrépicos, partimos das seguintes relagoes:
P = Plivre — (VP) )
(4.1)

ot

onde ppivre € Jiivre 520 a densidade de carga e corrente livre do material, assim como —V.P

oP
j:jlivre+VXM+ (_)7

que relaciona as cargas ligadas do material, jn,qy = V X M que relaciona a corrente de
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magnetizacao do material e %—5’ a corrente de polarizacdo do meio material. Os chamados

campos auxiliares de polarizagao dielétrica e magnetizagao sao descritos como:

D =eFE+ P, (a)
(4.2)
H=yuy'B+ M. (b)

A partir do conjunto dos campos auxiliares dados pela equagao (4.2), podemos

modificar as equagoes de (Mazwell) da seguinte maneira:

V-D = Plivre, (a)
V-B = 0, (b)
OB (4.3)
E = -
V x BT (c)
, oD
V x H = Hodtivre + /”LOE’ <d)

onde o conjunto de equagoes (4.3) sdo conhecidas como Fquagoes de Mazwell na matéria
ou equagoes macroscdpicas. Essas equagoes sao equivalentes ao conjunto de equagoes (2.1).
As relagOes constitutivas dos campos auxiliares estao relacionados com a resposta linear
do material, que no caso de meios dielétricos sao dadas por:

P = onelE, (a)

—

=, 0) o

onde Xe € Xmg sdo denominados tensores de susceptibilidade elétrica e magnética do mate-
rial, sendo tratados como escalares quando o meio é isotrépico e €y sendo a permissividade
no vacuo [43]. O nosso interesse é o tratamento dessas relagdes em meios anisotrépicos
(que sao meios onde o indice de refragio muda com a dire¢ao), como no caso de cristais. A

polarizacao P em meios anisotropicos é descrita como:
P, = o (x11Ez + X12Ey + x13E2) (a)
P, =€y (xa1 By + x22Ey + x23E) , (b) (4.5)
P, = ¢o (x31 B2 + X2y + x33E2), (c)

e o conjunto de equacoes se resumem a:

P, X11 X12 X13 E,
Pyl =€ [xa1 x22 Xxos| [Ey| (4.6)
P, X31 X32 X33 E,

que normalmente é descrito por:
ﬁ = 60?57 (47)
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onde o termo Y é conhecido como termo de susceptibilidade e por natureza é representado

por um tensor,

X11 X12 X13
X = |X21 X22 X23| - (4'8)
X31 X32 X33

O correspondente vetor deslocamento D que descreve a resposta dielétrica de um

cristal é também dado por meio de um tensor de permissividade ¢; ; [44], que é descrito:
D, =enE, +enky + e3E, (a)
Dy = e E, + enEy + €3k, (b) (4.9)
D, =enE, +exE, +e3E., ()

que pode ser reescrito:

D=¢(1+%)E="CE, (4.10)
100
onde 1 é uma matriz unitaria, 1 = [0 1 0|. Com
0 01
@ = (1+%), (4.11)

que é o tensor dielétrico.

No caso de cristais, o tensor x é simétrico e assume a forma de:

xu 0 0
X=10 x2 0], (4.12)
0 0 X33

com, X11, X22, X33 sendo os eixos do cristal.

O indice de refragdo do material depende também do tensor dado na equacao

(4.11), pois ele varia conforme a polarizagdo do campo incidente no dielétrico.
Ondas se propagando em um meio anisotrépico

Se considerarmos uma onda plana monocromatica se propagando em um cristal,

cujo meio é anisotrépico e que p =0 e 7 = 0, os campos elétrico e magnético sao dados

por: )
E _ E_’e—i[k-f’—wt]’ (a)
— — 17 = (4.13)
H= He—z[lvr—wt]’ (b)
podemos mostrar que a partir da equagao 4.3 (c) e (d), chega-se a:
kx E = powB, a
’ ; Ho ’ ( ) (4.14)
kx H=—weF, (b)
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que pode ser reescrito em termos do campo E tomando o produto vetorial da equacao
4.14 (a) de modo a obter:

k x (/2 X E) = —w?ucE. (4.15)
Podemos ainda reescrever a equagao (4.15) em termos do tensor dielétrico e é escrito da

seguinte forma:

W o€y — k; — k2 kyky kpkz E,
kyk, wuoe, — k2 — k2 kyk. E,| =0. (4.16)
k.k, .k, wge, — k2 — k; E.

Para que nao exista solug¢ao nao trivial o determinante da expressao anterior tem

que ser nulo [24,32,43], isso implica que:

W to€r — ki — k2 ik, ko k.
det ky k. wuge, — k2 — k2 kyk. = 0. (4.17)
k. k. k.k, wpge, — k2 — k:;

A equacao anterior é representada por uma superficie tridimensional conhecida
como superficie normal, onde possui duas camadas que em geral possuem quatro pontos
em comum [32,43]. No caso de cristais uniaxiais, possuem dois pontos, cristais biaxiais

quatro pontos. As retas que ligam dois pontos coincidem com o eixo 6ptico do cristal.

Figura 22 — Figura esquemdtica de representagao da Superficie Normal com as respectivas intersegoes
no eixo do cristal, Retirado e adaptado de [pg.38,[45]].

Para o valor k existem dois valores que sao solugoes da equagao (4.17) e ambas

coincidem com a direcao de propagagao do feixe considerado. Isso significa que a onda
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experimenta duas polarizagoes que sdo ortogonais entre si e se propagam de forma
independente possuindo velocidades de fase distintas [43]. Quando a onda se propaga na

direcao do eixo 6ptico ambas velocidades de fase possuem o mesmo valor.

Os valores dos indices sao de dificil caracterizagao, uma sugestao é visualizar através

das curvas de nivel da superficie, seguimos entdo a referéncia [32].
I - Plano XY - Onda Ordinaria

Ao considerarmos uma onda se propagando paralelamente XY (onda ordinéria),

ou seja, para k, = 0 a equagao (4.17) para esse caso se reduz a:
wPhoee — 12— 2] ([Phoes — 2] [Ppoe, — 2] — 22 0. (4.18)

Logo, o produto de fatores deve ser igual a zero. Isso implica que teremos duas condi¢oes
para que a equagao (4.18) seja zero, a primeira sendo:
w

2
kyzc + k; = w2,u06z = (nz_) 5 (419)
&

2 _ 1

T k=w/c. Que é a equacao de uma esfera de raio w?puge..

onde €, = ¢n?, com c
E a segunda condicao é:

2 2

k:c + ky

wWroe,  wW?po€y

—1, (4.20)

que é a equacao de uma elipse.

A seguir na Figura 23 temos a ilustragao das curvas de nivel para os indices de

refracdo nos eixos ordindrio e extraordindrio.

Figura 23 — Representacio cartesiana da superficie normal quando k. ¢ nulo. Sendo a superficie azul
representando uma circunferéncia (raio ordindrio) e a superficie vermelha (raio extraordind-
rio).
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IT - Plano XZ - Onda extraordinaria

De forma analoga a expressarao anterior, agora com k, = 0, podemos obter duas

expressoes para uma onda se propagando no plano XZ. Partindo da equagao (4.17), temos:
[W2M0€y — k7 — k?g] ([W2M0€z - k‘ﬂ [W2M0€z - k‘ﬁ - kikg) =0, (4.21)
e que novamente nos leva a:
WA 2
K2+ k2 = wine, = (ny—) , (4.22)
c

2 _ 1
Ho€o

— 2 _ . . .
COm €, = €9y, C e k =w/c. Sendo a segunda solugao descrita por:

k2 k2
X + 4

wipe,  wiioes

=1, (4.23)

que sao as representagoes de uma circunferéncia e de uma elipse conforme ilustra a figura

seguinte.

Figura 24 — Representagdo cartesiana da superficie normal quando k, é nulo e os respectivos eixos
opticos.

IIT - Plano YZ

Novamente, com k, = 0 e partindo da equagao (4.17), temos:

[wpoes — k; — k2] ([w’poey — k2] [w?ptoe. — k;z] - k:zk:g) =0, (4.24)
obtendo:
2 2 2 w\?
B2 4 k2 = wpige, = (nz> , (4.25)
com €, = eonj, ¢ = -~ e k =w/c. E a outra solugio é:
2
ky k2

P 1, (4.26)
0€z Ho€y
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onde ambas sdo equagoes de uma circunferéncia e de uma elipse e que representam curvas

de nivel da equacao (4.17).

Figura 25 — Representacio cartesiana da superficie normal quando k, ¢ nulo.

Elipséide de Indices

Um formalismo que auxilia na descricao da permissividade do cristal e que nos
permite entender a propagacao de uma onda eletromagnética é denominado elipséide
de indices. No caso, como o indice de refragao do meio depende de ¢’, o indice muda
conforme a dire¢ao de propagacao e de polarizacao do feixe [43], logo, é conveniente
usarmos a seguite definicao para o indice de refragao:

n?=" (4.27)

€0
onde (i = x, y, z). Assumindo que o meio é homogéneo, nao absorvedor e ndo magnético
a densidade de energia do campo elétrico no material anisotropico é escrita a partir da

equagao (4.10) e se relaciona por [43]:

1 €0 2
U.=3D-E = EZnEE (4.28)

Ao usarmos a equagao (4.27) na equagao (4.28), podemos chegar na seguinte relacao:

D? D2 D?
2¢qU, = (n—l‘ +—2 + —Z> : (4.29)
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onde usamos a defini¢ao do deslocamento elétrico D e esse resultado é analogo ao obtido por
[32,43]. Ao considerarmos uma superficie onde U, seja constante, podemos reescrevemos a

equagao (4.29) em termos de r e D;/v/2U., onde (i = x, y, z) [43]. Logo:

1'2 yQ 22
R + 2= 1, (4.30)
T Y z

essa equacao obtida é conhecida como elipséide de indices e ela indica como uma
onda se propaga em um meio de indices de refracao n,,n,,n.. No caso de cristais
isotropicos, recebem esse nome pois seus indices de refracao sao iguais em todas as diregoes

ngy =ny, =n, =n. A equagao (4.30) para esse caso fica:
2’ +yP 422 =n’ (4.31)

Nos chamados cristais anisotropicos existem duas classificagoes:

(1) Cristal uniaxial: No caso do cristal uniaxial, temos que n, = n, # n, e o indice
de refracao n, e n, ¢ chamado de indice ordindrio (n,) e o indice de refracao n, recebe
o nome de indice extraordinério (n.). Eles também sdo classificados de acordo com os
valores dos indices de refracao, quando n, > n, é dito negativo e n, < n, positivo [46]. A

equacgao (4.30) do elipsbide para um cristal uniaxial é descrito por:

I.Q y2 Z2

A considerarmos a propagacao de um feixe paralelo ao plano yz, cuja direcao é s
[24], temos:

v
e

Figura 26 — Tlustragdo da propagagio de um feixe paralelo ao plano yz com diregdo s - Adaptado de
[43).



Capitulo 4. Birrefringéncia 51

Onde o comprimento do semi-eixo OA é o indice de refragao n.(#). Temos entao

as seguintes relagoes geometricas:

2 2
Yy z

que ¢ a elipse.

E temos a relagao em que:

y = ne(0) cos(0),
(4.34)
z =ne(0)sin(0).

Portanto, podemos mostrar que:

0052(9)+51H2(‘9): 1 (4.35)

n? n? ne(0)

(2) Cristal Biaxial: Quando n, # n, # n, sua segdo transversa é uma elipse e
sdo classificados como biaxiais. E para n, < n, < n, a equacao (4.30) d4 origem a trés

diferentes semieixos [43].
CLASSIFICACAO DE MEIOS MATERIAIS

A partir da equacao (4.17), é possivel determinar as caracteristicas do meio de

propagacao quando o material for:
(1) isotrépico

No meio isotrépico, o indice de refracao é n, = n, = n, = n, logo o tensor do

dielétrico para o material isotropico é:

n 0 0
e=¢ |0 n 0. (4.36)
0 0 n

(2) uniaxial

No caso do cristal uniaxial o indice de refracao é n, = n, # n., logo o tensor do

dielétrico para o material uniaxial é:

(4.37)
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(3) biaxial

Para o cristal biaxial, temos que o indice de refracao é diferente para cada direcao
de propagagao, ou seja, n, # n, # n.. Logo os campos experimentam indices de refragao
diferentes a medida que se propagam no meio, portanto, o tensor dielétrico no caso de um

cristal biaxial é:

(4.38)

os indices de refracdo seguem a ordem de n, < n, < n, segundo a referéncia [43].

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos que nos permite conhecer as
propriedades de materiais anisotropicos quando uma onda eletromagnética se propaga
nesse meio. A partir das relagoes apresentadas, podemos descrever os indices de refracao
de um cristal por exemplo. Como estamos interessados em utilizar meios birrefringentes
nessa dissertacao, os conceitos explorados aqui nos permite entender o mecanismo fisico

desses materiais.
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Capitulo

Compensando o astigmatismo em
uma cavidade dobrada

Nesse capitulo, apresentaremos uma proposta de uso de cristais birrefringentes
para a compensacao do astigmatismo em uma cavidade linear dobrada - cavidade dobrada
- formada por trés espelhos: um curvo e dois planos. Inicialmente, apresentamos o
formalismo ABCD para a descri¢ao dos parametros do feixe de luz que se propagam dentro
da cavidade proposta, tais como: parametro complexo e a cintura do feixe. Na sequéncia,
definimos a quantidade comprimento efetivo da cavidade optica e estudamos a sua relagao
com os parametros do cristal e a fase de Gouy de um feixe de luz. Por fim, mostraremos um
caso particular de contabilizar o caminho 6ptico da cavidade para a obtencao da oscilagao
simultanea de modos de Hermite-Gauss de primeira ordem HGg, e HG,, favorecendo
a transmissdo de modos de Laguerre-Gauss LG com momento angular orbital (MAO).
A proposta de implementacao da cavidade dobrada surgiu como desdobramento de um
estudo tedrico a partir do trabalho [16] que investigou a transferéncia de MAO em um

OPO (Oscilador Paramétrico Optico) no qual o astigmatismo se fez presente.

5.1 A cavidade dobrada

A cavidade estudada neste trabalho é composta por trés espelhos conforme a Figura

27 a seguir indica.
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l2

Wa

A\~ wy l4 A
(Lh &

Y

Figura 27 — Cavidade éptica formada por trés espelhos, sendo dois planos e um curvo. E a localizagio
das cinturas do feixe na cavidade.

O espelho R é um espelho curvo (espelho de dobra), sendo M; e M, espelhos
planos respectivamente. O comprimento da cavidade vazia é definido com [; sendo a
distancia entre M; a R e [l a distancia entre M, e R. Uma caracteristica desta cavidade
¢é a existéncia de duas cinturas, denominadas w; e we. Ambas cinturas estao localizadas
nos espelhos planos. Essas cinturas sao astigmaticas devido ao fato do espelho curvo R
estar inclinado de um angulo 6 em relagao ao eixo principal do espelho e isso implica
em diferentes raios de curvatura do feixe ao longo de sua propagacao. A proposta entao
¢é investigar uma possibilidade de compensar o astigmatismo desse tipo de geometria
de cavidade. Formalmente, a propagacao de um feixe de luz nessa cavidade pode ser

contabilizada a partir do formalismo da matriz ABCD.

Para calcular a multiplicagdo das matrizes e determinar os pardmetros A, B, C e D,
da matriz ABCD, utilizamos o Software Mathematica™!. Que possibilitou determinar
duas cinturas no plano tangencial (xz) e duas no plano sagital (yz) da cavidade. Na
simulagdo dessa cavidade os parametros definidos foram: A = 1064nm, [; comprimento
livre?, I, = 225, 5mm, R = 100mm, indice de refracdo n = 1 e o angulo de inclinacdo do

espelho curvo sendo 6 = 6, 7°.

O formalismo da matriz ABCD associado a um feixe que percorre uma volta

Software nao gratuito. Para mais informagoes https : //www.wol fram.com/mathematica/

2 Para simular é necessario que algum pardmetro esteja em funcio dos demais, no caso, foi escolhido I;.
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completa na cavidade descrita pela Figura 27 é:

G COCIEDEIED G

inicialmente a contabilizacao do feixe ocorreu a partir do espelho M;.

Como estamos interessados no estudo do astigmatismo nesta cavidade, é necessario
levarmos em conta os planos de propagacao do feixe, um denominado plano tangencial
(paralelo a Figura 27) e o sagital que é perpendicular ao plano tangencial [31]. Essa
consideragao é util quando lidamos com espelhos ou cristais inclinados e é justamente essa
relagdo que nos permite contabilizar o astigmatismo em um dispositivo 6éptico como um
espelho curvo por exemplo. As distancias focais para o planos tangencial e sagital sao

definidas por:
Rcos 6

ftangencial = )

2
2 (5.2)
fsagital = 2cos0’

A partir do conjunto das equagoes (5.2) e sabendo que o foco do espelho curvo é f = R/2,

a matriz que descreve um espelho esférico pode ser modificada a partir dessa relacao por:

1 0
Mtangencial = ( _9 ) s
Rcos 6 1
1 0
Msagital = (—2c059 1) ’
R

Procedendo de forma andloga a realizada na subsecao 3.3 para a cavidade linear,

podemos contabilizar a passagem do feixe na cavidade dobrada a partir da relagdo da

matriz ABCD que a descreve. No caso dessa geometria de cavidade, temos quatro cinturas.

e Propagacao Tangencial

A B\ (11 10\ (1B [10) (11 10\ (14
c p) \o 1) \+=2 1) \o1) \o1) \o1) \=2 1) \o1
(5.4)

que descreve a propagagao do feixe levando em consideragao a primeira cintura do feixe

(ver Figura 27) a partir do espelho M;.
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Os parametros ABCD da cavidade sao:

{ll+2l2—2 Ll ],

A=1-
Rcos@

Rcos®

Iy 2 Iy
B=L|1-4 2 4 —1
1( Rcos@>+ Rcosd < Rcos@ ’
(5.5)

4 lo
¢= Rcos@ (2Rcos9 a 1) ’

lily

8——— + 1.
R2cos? 6 +

(I + 1) +

A partir da equagdo (3.46) e com os pardmetros da equagio (5.5), podemos calcular

a primeira cintura wi, com:

= () Gt -

No caso da segunda cintura, precisamos conhecer a matriz que descreve a evolugao

do feixe da cintura wy, até a cintura ws,. A matriz associada a segunda cintura é descrita

EDCOE) e
¢ D 0 1) \=2, 1) \o 1

Novamente, os pardmetros ABCD associados a matriz ABCD (5.7) sao:

por:

L
A=1-2
Rcos@’
B=1l+1 |-2 b2 +1
S Rcos@ ’
(5.8)
2
C—-__“
Rcos@’
D= o b +1
~ "Rcos# '

Determinando os parametros ABCD, podemos calcular a segunda cintura a partir

da primeira cintura w,. Para isso, inicialmente definimos o pardmetro complexo relativo
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a primeira cintura por:
Tnw?,
q].CC =1 )\ )

onde n é o indice de refragdo do meio (sendo igual a 1).

(5.9)

Em seguida, associamos o parametro ¢o, a partir da matriz ABCD utilizando a

equacao (3.30), logo chegamos a:

- Ty (5.10)

q2x

Podemos entao relacionar o pardmetro complexo dado pela equagao (2.26) com

(5.10) e calcular a segunda cintura wse, através da seguinte expressao:

A
e _mr Im <—C‘QQZ+D) ' (5.11)

A-Q21+B

Em resumo, na Figura 28 temos a relagao grafica entre as duas cinturas (wy, e wa,)
em fungao de l. Observa-se que as duas cinturas sé existem no intervalo [0, 048; 0, 062]m,

que ¢ a regiao de estabilidade da cavidade.

waist (um)
600
500
400
— Wiy
300 W2x

200

100

. I |

L . . L
0.048 0.050 0.052 0.054 0.056 0.058 0.060

Iy (m)

Figura 28 — Cinturas w, e wa, associadas ao plano tangencial com a cavidade vazia.

Em particular, escolhendo l; = 52mm, encontramos as cinturas w;, = 46um e

W, = 288um.
e Propagacao Sagital

De forma analoga a realizada para o plano tangencial, utilizamos o mesmo procedi-

mento para encontrarmos as cinturas wy, € way. Neste caso, temos:
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(@)= 1) (e 60 63 60 D63

(5.12)
novamente os parametros ABCD sao:
A1 2cos @ |:ll ol — 2l1l20056} ’
R
Iy cos 6 2cosf [ lycosf
B=1(1-4 2 4 -1
(B R (R ),
(5.13)
4cost [ lycosb
C= 2 —1
()
4cosb l1ly cos? 0
D=— I +1 8———
g (i th)+ 80

Para a segunda cintura, temos o seguinte conjunto de matrizes:

(A B) :<1 zl)‘<_21 0 o)_<1 12>7 (5.14)
C D 0 1 =200 1) 0 1

e os parametros associados sao:

A=1 —2l“}389,
B=1ly+1 {—2120059 + 1} ,
(5.15)
o= _20;:6”
D _olzcst

Novamente utilizando a mesma abordagem para o plano tangencial a cintura é

1 1
A\ 2 Bl2
om (2 e -

) - (g

descrita por:

=
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com,
oy = 2t B (5.17)
quy + D
2
onde ¢, = iﬂ'n;dly
A segunda cintura é determinada por:
A
Wy = | = (5.18)
C.q2y+D .
nm Im (A.q2y+3)

Utilizando esse conjunto de equacoes, podemos determinar as duas cinturas wy, e

wy, para o plano sagital conforme a ilustra a Figura 29.

waist (um)

800
500
400}
300
200}

100

. N

0.050 0.052 0.054 0.056 0.058 0.060

—W1y

W2y

Figura 29 — Cinturas wi, e ws, associadas ao plano sagital na cavidade vazia.

Novamente, escolhendo [; = 52mm, encontramos as cinturas para w, = 46um e

W, = 308pum.

A Figura 30 e a Figura 31 a seguir, ilustra o astigmatismo presente na cavidade

dobrada quando inclinamos o espelho curvo por um angulo 6 (em relacao ao eixo principal

do espelho), e que pela relagdo dada na equacgao (5.2), o feixe focaliza em pontos diferentes

ao longo do eixo de propagacao e isso implica que ambas cinturas possuem raios de

curvatura R(z) diferentes [conforme discutido 3.4]. Nessa situacdo, a tnica excegao é

quando l; = 52,6mm, nesse ponto nao ha astigmatismo associado a primeira cintura

(Figura 30), porém na segunda cintura ha astigmatismo (Figura 31). Portanto, as relagoes

entre as cinturas e a inclinacao do espelho curvo torna a cavidade dobrada astigmatica.
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waist (ym)

W1k

_'I|'I0'1}'r

1

0.048 0.050 0.052 0.054 0.056

1

s 2 /I PR f1 (m)
0.058

0.060

Figura 30 — Astigmatismo presente no conjunto de cinturas associadas ao comprimento /; da cavidade
dobrada vazia (sem elemento birrefringente) em fun¢do do mesmo. E possui um tinico
ponto onde nao hé astigmatismo.

waist (um)
700

500:—
500
400:— _ Way
300 — Way
20[1:—

100

i 1 1 i 1 i i i i 1 i 1 1 i j {m}
0.048 0.050 0.052 0.054 0.056 0.058 0.060 !

Figura 31 — Astigmatismo presente em duas cinturas da cavidade dobrada vazia ao longo do comprimento
lo em funcao de [.

5.1.1 Ressonancia na cavidade dobrada

Portanto, de forma a estudar as condigdes de ressonancia, partimos da consideragao
inicial de que um feixe de luz deve ganhar uma fase que seja proporcional a 2¢gm quando
completa um caminho de ida e volta dentro de uma cavidade vazia. Essa consideracao
inicial é facilmente formalizada no caso da cavidade linear formada por dois espelhos e

separados por uma distancia L = zo — z; [24]. Assim, a condigao de ressonancia para o
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modo HG,,,, é dada por:

N (L) = Nmn(0) = 2¢m, (5.19)
Fase de Gouy
Fase Normal -
. . o ~= | L
onde ¢ ¢ um namero inteiro € Ny, (L) = kL  —(m+n+1)tan {—1 .
ZR

Podemos entao determinar as frequéncias de ressonancia em funcao de v, que se

relaciona por:

L
kL —(m+n+1)tan™" [—} = 2q, (5.20)
%R
onde k = 2mv/c. Isolando v, podemos obter:
1 —1
v=vpsg |4+ 5 (m+n+1)tan™ (L/zR) (5.21)

A equagdo (5.21) informa as posigoes de ressonancia dos modos longitudinas de

uma cavidade linear que depende da ordem m + n.
Fase acumulada na cavidade dobrada

Mostramos a partir do referencial [37,47] [anexo A] que a fase de gouy acumulada

na cavidade dobrada ¢ dada por:

_ ZRx 1 %Ry
] (L I Ry ) .
¢ = tan (fx - 1<x>) an (fy - ll(y)) (5.22)

Como tratamos de feixe astigmatico, temos diferentes raios de curvatura para cada
dire¢do de propagacao e essa consideragdo no leva que a fase de Gouy para um feixe

astigméatico ¢ descrito por [23,24]

G = <m + %) OF + (n + %) Z, (5.23)

RN E A
g:tan1< x>,
<Rz

z—z
Y = tan™? ( y) .
G P

No caso do sistema considerado aqui nesta dissertacao, a cavidade dobrada vazia

onde,

(5.24)

ganha uma fase em uma volta completa partido da cintura w; até ws, a fase acumulada é:

2q7r=kL—{(m+%)[g%—qf)?f}—F(n—F%)[IGvagng]}, (5.25)
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onde ¢% e ¢f, sdo as fases de Gouy na direcdo horizontal e vertical e sdo descritas por:
_ l -
g tan~! ( ! ,
ZRlz
2r )
G — )
<ZR2
vl (5.26)

2y __
o=

o (o2
= (my) ,
(2]

Portanto, utilizando que k = 27v/c na equagao (5.25), podemos mostrar que as

frequéncias de ressonancia da cavidade dobrada é dada por:

Vgmn = FSR [q-l—%{(an%) (08 + 0] + <n+%) [ 5/+¢§§J}H, (5.27)

onde novamente FSR = ¢/2L que é o intervalo espectral livre da cavidade dobrada e ¢q o

modo longitudinal.

Conforme [Anexo A], mostramos que a fase de Gouy acumulada na cavidade, pode
ser simplificada, portanto, utilizando a equacao (5.22) para a contabilizacao das fases, a

equagao (5.27) torna-se:
1 1 _ 2R 1 _ 2R
vgmn = FSR g+ =4 (m+ ! tan1<—)+(n+—>tan1<—y)}].
o {q 2m { < 2) [ — L@ 2 fy — Ly
(5.28)

Em especial, no presente trabalho consideramos os modos de primeira ordem de
forma a estudar o regime de ressonancia destes. Sendo assim, podemos calcular a posicao
de ressonancia de dois hermites de primeira ordem HG, g e HGy 1, dado um mesmo modo

longitudinal.
Portanto,

Ug,mn = Uq,(1,0) — Vq,(0,1),

1 _ ZRr _ ZR
_rsr | L L <—) _ tan (—)H
[% { fo =l fy = liw)

para modos longitudinais de dois hermites de primeira ordem.

(5.29)

Calculamos entao as posigoes de ressonancia para os modos de primeira ordem

conforme a figura seguinte:
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® Q
HGgo HGpo HGgo
¢ m=0, n=0
HG HG HG HG ® m=i,n=0
01 . 10 01 . 10 e m=0,n=1

v

Figura 32 — Posicio das frequéncias de ressonancia dos modos de primeira ordem HGo; e HG1o para
uma cavidade dobrada vazia sem elemento birrefringente.

A Figura 32 ilustra a posigao de ressonancia do hermite HGy, e HG1p como também

do modo fundamental HGqg.

Os pardmetros que foram utilizados durante a simulacdo no Mathematica™?
foram: [, comprimento livre*, I, = 225.5mm, comprimento de onda \ = 1064nm, angulo
do espelho curvo 8 = 6,7 e o raio de curvatura do espelho R = 100mm. A diferenca
de ressonancia para HGoy e HG g foi de vg1,0) — v(g,0,1) = 0.0434008Apgr. Portanto, o
deslocamento entre os picos de ressonancia dos modos de primeira ordem é proveniente do
astigmatismo no espelho curvo, uma vez que o mesmo esta inclinado por um angulo 6 e a
contabilizacao da fase longitudinal depende do mesmo na fase de Gouy. Essa separacao
nos picos de ressonancia, no caso de primeira ordem, impede a transmissao de um modo

de primeira ordem de LG.

5.2 Cavidade dobrada com meio Birrefringente

A cavidade dobrada birrefringente é representada na figura 33. Trata-se da cavidade

descrita na segdo 5.1 e que possui dois cristais birrefringentes fixados em M; e Ms.

Programa desenvolvido por [18] e adaptado pelo autor.

4 Para simular a ressonancia na cavidade dobrada o parametro livre foi I;.
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R
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'zlc i
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Y

Figura 33 — Cavidade dobrada com dois cristais de comprimento . e lz. fixados nos espelhos planos
M1 e Mg.

Conforme a Figura 33, [;. e lo. sdo comprimentos dos cristais.

Nesta cavidade com os cristais, o caminho 6ptico de difragdo da luz depende da
polarizacao da mesma, devido a birrefringéncia do cristal. Isto significa que, variando-se
os indices de refracao ou as dimensoes geométricas do cristal, podemos controlar a sintonia
e as condicOes de ressonancia da cavidade. O propoésito aqui é determinar a geometria e as
dimensoes dos cristais de forma a favorecer a ressonancia simultanea dos modos HGy; e

HG,, permitindo o acoplamento e a ressonancia para o modo de LG de primeira ordem.

5.2.1 Compensando o Astigmatismo com o uso de Cristais Birrefringentes

Conforme observado na Figura 33 a cavidade de dobrada possui um espelho curvo
esférico inclinado por um angulo 6, responsavel pela produgao de duas cinturas astigmaticas
(conforme descrito na se¢do 5.1). E estao localizadas nos espelhos planos M; e My. O
fato do espelho curvo estar inclinado, implica diferentes raios de curvaturas ou distancias
focais para feixes paralelos ou perpendiculares ao plano da cavidade. Portanto, conforme
a equagao (5.3), podemos caracterizar as cinturas dentro da cavidade ao longo dos planos
de propagacao do feixe considerando a inclinagdo do espelho. Dessa forma, dizemos que o

feixe é astigmatico se w, for diferente w, e isso implica em raios de curvatura distintos.

Considerando agora a propagacao dos modos de primeira ordem HGy, e HGy
dentro da cavidade, observamos que estes, por dependerem da distancia de Rayleigh
(zr), nao sdo simultaneamente ressonantes, conforme aponta o diagrama da Figura 32.

Isso constitui uma severa limitagao de uso dessas cavidades para a transmissao de MAO
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conforme discutido no trabalho [16]. Por outro lado, conforme tratado no capitulo 4,
a birrefringéncia caracteristica de meios nao lineares, como cristais usados na geragao
de lasers ou em OPO (Oscilador Paramétrico Optico), também produz astigmatismo
em feixes luminosos. Portanto, considerando que a cavidade dobrada é compativel com
feixes astigmaticos e que os cristais afetam o astigmatismo, nesse trabalho estudamos as
condi¢oes geométricas de um sistema composto por uma cavidade dobrada e dois cristais

KTP (tipo II) para a transmissdo de um feixe LGyy.

Todavia, de forma a simplificar a analise, consideramos aqui uma cavidade equiva-

lente dada pela Figura 34 que ja contabiliza todo o caminho 6ptico (ver figura a seguir).

o, e
q________________z(ir_J_:EL} ____________ > R
..-::__F:: 9
I\[g .
-
///’
- €T
_-" j0,e A
”/ 1(:3:.11)
//// P
l\r[l z// ’ ’. -

Figura 34 — Cavidade dobrada com as correcdes efetivas dos caminhos épticos de propagacio do feixe na

cavidade dobrada. Cujo os indices l1,2($,y), l1,2(w7y) indicando as corregoes nas polarizacoes

ordinaria e extraordinaria do feixe.

Ao considerarmos a cavidade com cristal, é necesséario corrigirmos os comprimentos
geométricos devido a presenca dos materiais birrefringentes. Levando em consideragao
a correcao dos comprimentos da cavidade de modo que tenhamos um comprimento
efetivo (conforme ilustra a figura 34). Esse mesmo conceito foi abordado pela referéncia

[16,17,25,48,49]. Em resumo, essa corre¢ao é apresentada como:

1
Lefetivo =L +l (_ - 1) y (530)
n

L é o comprimento geometrico da cavidade (sem cristal), [ o comprimento do cristal, n o
indice de refracao do cristal que muda dependendo do meio e Lferino € 0 comprimento

equivalente.
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A figura a seguir ilusta a propagacao de um feixe ao passar por um cristal.

cristal

normal

\ 4

Lefeti-vo

Figura 35 — Corregao do caminho éptico na cavidade devido a presenca do cristal em seu interior. O
caminho efetivo contabiliza o caminho éptico de refracdo do cristal e seu tamanho.

Conforme ilustrado na Figura 35, o feixe ao passar de um meio para o outro, neste
caso ar-cristal, a posigao aparente do espelho plano é contabilizada pelo caminho [/n em
vez de [ , pois nesse caso temos que Nepistal > Nar- 1,0g0, 0 caminho total corrigido devido
a presenca do cristal é equivalente a um comprimento efetivo sem o cristal, onde é levado
em consideragao o tamanho do cristal, o comprimento geométrico da cavidade e o caminho
de refragao. Expandimos esse mesmo conceito para cristais birrefringentes, uma vez que
levamos em consideragao as caracteristicas desse meio, cujo indice de refracao em cada

direcao é diferente.

Usamos aqui a nomenclatura de birrefringéncia, discutida no Capitulo [4], em
termos das diregoes ordindrias () e extraordindria (y). As corregoes dos caminhos efetivos
l1 e Iy devido a presenca do cristal nas polarizagoes ordinaria e extraordinaria da cavidade

podem ser escritas como:

(L + lie) — lie(1 — 1/ny),

(lh + lie) — Lie(1 = ny,/n?),

(h + le) = he[l = (sin® ¢ +nz /n? cos® ¢) / (ng /n)],
(Iy + o) — lie(1 — n/n2),

(5.31)

o
1lx
o
ly
e
1z
e
ly
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e o segundo caminho,

= (la + loe) — l2e(1 — 1/ny),

l2y (I + lae) — lae(1 — ny/nz),

l§x (l2 + lac) = lae[1 = (sin® ¢ + n3 /02 cos® )/ (n7 /n)],
= (Iy + ly) — loe(1 — n/n2)

(5.32)

com [ X sendo a corre¢do no caminho entre M; e R e [§ ) & correcao entre

Tww) 2y T@w) b2y
R e M,. O comprimento geométrico das distancias sdo: L1 =11 + li. € Ly = ls + ls.. E os
indices (o, €) representa as respectivas polarizagoes nas diregoes ordindria e extraordindria

do cristal. Os dados do indice de refragao foram obtidos a partir da referéncia [16].

No caso especifico do sistema 6ptico considerado, mostramos que os comprimentos

de Rayleigh [Anexo A] equagdo (A.8) sdo dados por:

( 1(Jz,y fz,y)f2,y
ry) — foy

( l(xy - fx,y)f%y o 2
f - ( 1(zy) f%?/) )
x7y

(Z%(x7y))2 = (li(x,y) - fx,y)Qa

(5.33)

<Zfo%(w7y))2 -
(z,y)

o parametro focal representado por f,,, ¢ a relacao entre os planos tangencial e sagital
descritos pela equagao (5.2), sendo z e y a dire¢do paralela a cavidade e perpendicular
a mesma. O comprimento de Rayleigh também é corrigido a partir dos parametros
das equagdes (5.31 e 5.32). Podemos utilizar os resultados anteriores de uma cavidade
equivalente ilustrada na Figura 34 no estudo das condicoes de ressonancia do sistema
6ptico em questdo. Efetivamente, desejamos saber o efeito da birrefringéncia (nos indices
de separacdo de n, e n.) e do comprimento do cristal nas ressonancias dos modos da

cavidade. Para isso, contabilizamos as fases dos modos intracavidade por:

1 1 o
sz%n([/) = <TTL + —) tanfl Rac + (n + _) tanfl ZRZ/O :
? fo =l 2 fy =By
N ! -1 Ra: 1 . 2y
¢m,n(L) =|m+ = ) tan +({n+=)tan 7 :
? fo = 1(""”) 2 fy = 1(y)

onde ¢, (L) ¢ a fase de Gouy do modo HG,,, com polarizacio ordindria, ¢7, (L) é a

(5.34)

fase de Gouy do modo HG,, , com polarizagao extraordinaria e L o comprimento efetivo

para cada direcao.

A diferenca de fase entre dois modos esta associada ao intervalo em frequéncia de

ressonancia observada da Figura 32. Desse modo, com a finalidade de analisarmos de forma
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geral as condi¢oes de ressonancia para os modos com mesma polarizacao, escrevemos:

. . . Zi Zi
7 i i -1 Rz -1 Ry
Ay n(2) = ¢ty — ¢ = tan fo— — tan Fo )
T 1(;13 Y 1
_ (5.35)
Z}?x ZRy
_ Foli oy T Tyt
— tan~! 1(@) 4 1)
1 i Rx“Ry i
T L))
onde i = (o, €) sao os indices de polarizagao do cristal.
Com isso observamos de imediato que para haver ressonancia A¢fn7n(z) = 0,
devemos ter: .
24 2R
2 = Y (5.36)

fo=liwy  fy—liy

De posse desse resultado, partimos para a ultima etapa que é a verificagao da
possibilidade da cavidade dobrada de se transmitir o modo de um Laguerre LGy, dado

pela ressonancia simultanea dos modos HGqg; e HG1g, conforme ilustrado na Figura 36.

LG% T T . PAdG ) » R

o
- "

M,

Figura 36 — Cavidade dobrada transmitindo um modo LGp; em uma cavidade nio astigmética com
seus indices de comprimento efetivo l1_¢fetivo € la—efetivo-

Utilizando os pardmetros e os conceitos discutidos nesta subsecao [5.2.1], simulamos
os parametros através do Mathematica™ [Anexo B] a diferenca de fase dos modos de
primeira ordem se anulando nas polarizacoes ordindria e extraordindria do cristal conforme

ilustra a Figura 37.
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A®(radianos)
0.015

0.010

— Ade
— Ado

0.005;

B T T I TR Py

Figura 37 — Fase de Gouy se anulando simultaneamente nas polarizagdes ordinéria e extraordinaria
para um angulo 6 ~ 1.70 de um cristal KTP tipo II.

A condigdo A¢p. = A¢p, = 0 ocorre para um angulo de 6 ~ 1.7°, dngulo para
qual o astigmatismo se anula. Portanto, essas configuracoes sao validas nas seguintes
dimensoes da cavidade: [; = 81,5mm, l;. = 2,5mm sendo o comprimento do primeiro
cristal, [y = 113mm sendo o comprimento do segundo trajeto do feixe apds a reflexao
do espelho curvo, Iy, = 5mm o comprimento do segundo cristal, comprimento de onda
A = 1064nm, n, = 1.7404, n, = 1.7479, n, = 1.8296, n = 1.7467, sendo os dados de indice
de refracdo do cristal obtidos através do trabalho de [16]. Notamos que para chegar a
esses resultados, foi necessario girar o cristal 2 (I.) em 6 = 90°, com relagdo ao seu eixo
principal. Neste caso, resultou na compensagao do astigmatismo, pois os eixos dos indices
de refracao do cristal foram trocados, sem essa mudanca vimos que as as polarizagoes nao

se anulavam simultaneamente.

Observa-se na figura abaixo que nao é para qualquer dimensao de cavidade e
tamanho de cristal que se satisfaz a compensacao do astigmatismo simultaneamente nas
polarizagoes do cristal e isso inviabiliza a ressonancia simultanea de dois hermites de

primeira ordem, que em consequéncia prejudica a transmissao de um modo LG com MAO.
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Ad(radianos)

0.006
0.005
0.004 — Ale
0.003 — Ao

0.002
0.001

6(°)

" 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Figura 38 — Observa-se que na presente ilustracdo que o astigmatismo é compensado com 6 = 1,5 na
polarizacao ordinaria e enquanto na polarizacao extraordinaria é satisfeita para 6 = 2, 2.
Logo essa configuracdo nao favorece a compensacdo do astigmatismo nas respectivas
polarizacdes.

Vale salientar que a cavidade dobrada proposta nesse estudo tedrico equivale a
metade dos pardmetros da fase de Gouy e do cristal de uma cavidade Bow-Tie (gravata

de borboleta) elaborada por [18] conforme Figura 39.

Figura 39 — Cavidade Bow-Tie formada por quatro espelhos, sendo dois curvos e dois planos. Retirado
de [18].

Os parametros ilustrados sao equivalentes a cavidade dobrada de modo que podem
ser consultados no trabalho [18]. O pardmetro dy = l;/2 na Bow-Tie é equivalente ao

comprimento [/; da cavidade dobrada e Lp/2 = L — 2d, equivalente a l; na dobrada.

A cavidade dobrada apresenta como vantagem um nimero reduzido de elementos

opticos o que facilita as etapas de alinhamento do sistema éptico no laboratério e sendo
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uma candidata para a construcao de OPO e estudo de processos paramétricos em feixes

estruturados com Momento Angular Orbital.
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Capitulo

Conclusao e Perspectivas

Nesta dissertacao, apresentamos uma proposta experimental de uso de uma cavidade
dobrada que apresenta resultados interessantes para se compensar o astigmatismo utilizando
dois cristais birrefringentes. O modelo de cavidade possibilita a simplificagdo do seu uso em
laboratério, uma vez que essa cavidade possui um arranjo de trés espelhos e que além disso
existe a possibilidade do facil alinhamento. Neste estudo tedrico, partirmos do conceito
basico através da matriz ABCD para caracterizar a evolugao do feixe nessa geometria.
Além da propagagao, a matriz nos possibilitou descrever os efeitos da birrefringéncia
nos dois cristais da cavidade. Para que pudéssemos modificar a matriz, corrigimos os
caminhos 6pticos de refracao devido ao uso do cristal. Testamos teoricamente pelo software
Mathematica uma configuragao de cavidade que se adequasse a nossa proposta de uso, a

de se compensar o astigmatismo.

Os parametros que utilizamos foram de um cristal KTP (tipo II). As configuragoes
geométricas foram: l; = 81, 5mm, . = 2, 5mm, ly = 113mm, ls. = S5mm para um angulo
de 6 ~ 1.7° e a diferenca de fase obtida na simulacao para as polarizacoes ordinéria
e extraordinaria foi de 5 x 1073 rad. E esses parametros possibilitaram compensar o

astigmatismo simultaneamente nas polarizagoes do cristal utilizado neste trabalho.

A proposta de se montar cavidade 6pticas com astigmatismo nulo é de grande
relevancia no estudo para a producao de feixes gémeos emaranhados, teletransporte
quantico e estados quanticos da luz [10,16,37]. Na perspectiva de se contribuir para
futuras pesquisas que venham a utilizar a cavidade dobrada com a finalidade de se
compensar astigmatismo, os resultados e os caminhos que nos levaram a elaborar essa
proposta tedrica nos mostrou uma possibilidade de se testar experimentalmente e utilizar
outras configuracoes para essa cavidade. Atualmente no laboratério de Optica Quantica
da UFF esta sendo montado um experimento para verificar a possibilidade de uso da
cavidade em OPO.
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APENDICE
Fase de gouy na cavidade dobrada

A fase de Gouy acumulada na cavidade dobrada pode ser ilustrada conforme a

figura 40 por uma lente delgada. Onde [; ¢ a distancia a partir de zg até a lente (f = R/2)

e Iy sendo a distancia da lente a 2j.

Figura 40 — Representacio da posi¢io do comprimento de Rayleigh associado as duas cinturas na

cavidade dobrada .

O vinculo da cavidade dobrada é dado por:
(A.1)

L=1+1.

A fase de Gouy acumulada conforme a ilustrado na figura 40 é descrita por:
(A.2)

l l
¢ = tan™* (—1> +tan™! (—,2) ,
utilizando a identidade trigonometrica inversa para arco tangente tan~'(z) + tan=!(y)
), podemos mostrar que a fase acumulada ¢é reescrita da seguinte maneira:

T+y

tan~! (1
vy
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6 — tan™! (M) . (A.3)

ZRRR — l1l2

Precisamos determinar os comprimentos de Rayleigh (zg, 2% ) para l; e ly da cavidade

a fim de se contabilizar a fase de Gouy acumulada.

A partir do referencial [37,47] é possivel relacionar os comprimentos de Rayleigh em

funcao da distancia focal da lente a partir do estudo de uma cavidade em anel, portanto,

temos:
” f2w(2)
= A4
D (- f)r 4 (T (A4)
e’
o 2
U'=[f+ =71 (A.5)

(1= f)2+ (Tea)2

onde wy(, é a cintura apos a lente a uma distancia [’

Portanto, podemos mostrar que a partir da Figura 40 o comprimento de Rayleigh

dado pela equagao A.4 e a distancia [y dada pela equacao A.5 pode ser descrita por:

/o f2ZR
Zp = —(l1 IR (A.6)

onde usamos o fato que zz = Twi/\. E a distancia [ torna-se:

(L= )f?
(h = f)2+ 23 (A7)

isolando o termo do denominador da equagdo A.7 com o objetivo de obter z%, é possivel

l2:f+

mostrar que:

212{ — (1112__f}f (ll - f)27
(A.8)
_(L=Nr
L—ll—f (ll_f)27

onde lg =L - ll.

A partir do conjunto de equagoes (A.1), (A.6), (A.7) e (A.8) podemos contabilizar

a fase de Gouy acumulada por:

Gl + 2l
¢ = tan—! [ fﬁz : (A.9)
Toprig e~ hh




APENDICE A. Fase de gouy na cavidade dobrada 79

reorganizando os termos utilizando a equagao (A.8) para z%, chega-se a:

S T S N
7 i1 + ZRl2
¢ =tan~! (L))", , (A.10)
f? (1=1)f? (l _f) — Ll
(Li—f)2+23 | L—h—f 12
novamente, utilizando a equacao (A.7) para [y, temos:
HI? (h—f)+=3
¢ =tan! (h— f)2+z2 h+2r {f * - f>2+zR} <(ll—f>2+z§>
B 12 (L=f)S? (=pr2 1 ((a=f)>+23
- 1)2+2% [Ll—ll—f — (b= f)z} —h {f+ 7 e } <(liff)2+z§>
(A.11)
- ZRf211+ZR{f+$}[(ll—f)2+2122]
= tan ;
!
P2 I9RE = = 2| =+ R - 2 23
o termo (%) que surge na equacao anterior ¢ para simplificar o denominador de
R

forma a reduzir a expressao. O denominador (L — [1) é substituido pela equacao (A.7), de

modo que novamente reescrevemos da seguinte forma:

P ZRf2l1+ZR{f+%}[(ll—f)2+2123]
= tan

_ 2
r {f+W}f —h= 7=k {f + T} (I — f)% + 23]
(ll_f)2+zR

(A.12)

simplificando os termos,

¢ = tan™*

( zrf?li+ znf (L= f)* + 23] + 2r(L = ) f? )
S = P2+ = =)=l =)+ 2g b= A= L)
(A.13)
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logo, é possivel mostrar que:

¢ = tan ™! (%R f

{ fu+l=fP+zl+ G -Nf })
flli =2+ 23 = fl =2 == 2+ 2plh—fh= )]’

{ S =P +zp]+ (= f)f })
—l1 l1—f) ‘f‘zjz%]_(ll_f)[(ll_f)f"‘llf] 7

= tan—

= tan—

fu+lh =24z + - f)f })
(L= )2+ 2] + (L= ) + 1]

=
- {fll+ ll—g§+[(ll—f)2+z§]}>’

(e
(7
(7
(7

— fan it (= f =P+
o fll+ll—f)f+[ — P75 )
— 1) FHI—f)2+23) )

(A.14)

Portanto, é possivel mostrar que a fase de Gouy acumulada na cavidade dobrada é

reduzida a termos simples que compoe a geometria do problema, logo:

¢ = tan! (fZ—Rll) (A.15)
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APENDICE

Modelo tedrico da cavidade dobrada
utilizando Mathematica

Neste capitulo apresento a simulagao teérica da proposta desenvolvida no software
Wolfram Mathematica. O cédigo foi desenvolvido pelo autor dessa dissertacao. Os
graficos de cintura e da fase de Gouy foram obtidos do cédigo abaixo. Basicamente,
simulamos a matriz ABCD da cavidade no qual verificamos a existéncia das duas cinturas
da cavidade. Propomos a corre¢ao do astigmatismo da cavidade com o uso de cristais
birrefringentes no qual levamos em consideracao o plano focal do espelho curvo. O cédigo
¢é dividido em: parametros de entrada, matriz ABCD e plot das cinturas. No final do
codigo ¢é exibido o grafico da compensacao do astigmatismo na polarizagao ordinaria e

extraordinaria do cristal assim como os valores das quatro cinturas.



In[200]

- ClearAll[ni, 11c, 12c, 11, 12, R1, O]

R1 = 100 % 1073; (xespelho curvox)

A = 1064 x 107°; (xcomprimento de ondax)

nl = 1.7467; (xindice de refracao do cristalx)
n2 =1; (*indice de refrag¢ao do arx)

1l1c = 2.5 % 1073;
12c = 5% 1073;

11 = 81.5 % 1073; (xdistancia entre M1 até Rx)
12 = 113 10°3; (xdistancia entre M2 até R«)

nx = 1.7404;
ny = 1.7479;
nz = 1.8296;
¢ = (23.5) » (7 /180);

(*Indices de r‘efr‘acéo/ dire¢bes ordinaria e extraordindriax)
nzo = (n1? /nz);
nyo = nz;

nze = (ny? /n1);
1

nye = ((((nyz* (Cos[¢])2)/nx2) + (Sin[¢])2)/ (nyz/nl))_ ;

(xcorre¢ao - BRA¢O 11x)

11zo = (11 +1ic) - (11c) * (1- (1 /nzo))
l1yo = (11 +1ic) - (11c) * (1- (1 /nyo))
lize = (11 +11c) - (11c) * (1 - (1/nze))
liye = (11+1ic) - (11c) * (1- (1 /nye))
(xCorre¢ao - BRACO 12x)

12z0 = (12 +12c) - (12c) * (1- (1 /nzo))
12yo = (12 +12c) - (12c) * (1- (1 /nyo))
12ze = (12 +12c) - (12c) * (1 - (1/nze))
12ye = (12+12c) - (12c) * (1- (1 /nye))

(*Matrizes de propagacao c/ caminho doptico corrigidox)
(*wlzo-corre¢ao no 1 cristalx)
M1zl = {{1, 11z0}, {0, 1}};

M2z1 = {{1, @}, {-2/ (R1/Cos[e «Pi/180]), 1}};

M3z1 = {{1, 12ze}, {@, 1}}; (*12zo p/ 12zex) (+INDICA 2-CRISTAL RODADOx)
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M4zl = {{1, @}, {0, 1}};

M5z1 = {{1, 12ze}, {0, 1}};
(x12zo0 p/ 12zex) (*INDICA 2-CRISTAL RODADO=x)

M6zl = {{1, @}, {-2/ (R1/Cos[e«Pi/180]), 1}};
M7z1 = {{1, 11zo0}, {0, 1}};

Mcavzl = M7z1.M6z1.M5z1.M4z1.M3z1.M2z1.M121;
Alzo = Mcavz1[[1, 1]];

Blzo = Mcavz1[[1, 2]];

Clzo = Mcavz1l[[2, 1]];

D1zo = Mcavzl1l[[2, 2]];

A= (Dlzo - Alzo) A2 +4 xBlzo x C1zo; (xparametro avaliar estabilidadex)

w1z0 = Sqrt [ (Abs[Blzo] 1) / (nzo )] (1- ( (D120 + A1z0) /2)2) e,

(*w2zo-corre¢ao no 2 cristalsx)

M1z2 = {{1, 11z0}, {O, 1}};

M2z2 = {{1, @}, {-2/ (R1/Cos[e«Pi/180]), 1}};

M3z2 = {{1, 12ze}, {0, 1}}; (*12z0 p/ 12zex) (*INDICA 2-CRISTAL RODADO=*)
Mcavz2 = M3z2.M2z2.M1z2;

A2zo = Mcavz2[[1, 1]];

B2zo = Mcavz2[[1, 2]];

C2zo = Mcavz2[[2, 1]];

D2zo = Mcavz2[[2, 2]];

A = (D2zo - A2z0) ~2 + 4 » B2z0 * C220;

q2z0 = (I*Pi*n2+wlz072) /2;

w2zo = Sqrt[- (1 / (Pin2« Im[(C2zo » q2zo + D2zo) / (A2zo * q2zo + B2z0)]))];

(*wlyo-corre¢ao no 1 cristals)

M1yl = {{1, 11yo}, {@, 1}};

M2y1 = {{1, @}, {-2/ (R1»Cos[e«Pi/180]), 1}};

M3yl = {{1, 12ye}, {@, 1}}; (x12yo p/ 12yes) (+INDICA 2-CRISTAL RODADOx)

M4y1 = {{1, @}, {0, 1}};
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M5yl = {{1, 12ye}, {@, 1}}; (*12yo p/ 12yex) (*+INDICA 2-CRISTAL RODADO)
Meyl = {{1, @}, {-2/ (R1xCos[e«Pi/180]), 1}};

M7yl = {{1, 11y0}, {0, 1}};

Mcavyl = M7yl1.M6yl.M5yl1.M4yl.M3yl.M2yl.M1ly1l;

Alyo = Mcavyl[[1, 1]];

Blyo = Mcavyl[[1, 2]];

Clyo = Mcavyl[[2, 1]];

Dlyo = Mcavyl[[2, 2]];

A= (Dlyo - Alyo) A2 +4 % Blyo » Clyo; (xparametro avaliar estabilidadex)

wlyO = Sqrt[ (Abs[Blyo] x 1) / (nyo ) | « (1 - ((p1yo + A1yo) /2) 2) -,

(*w2yo-corre¢ao no 2 cristalx)

Mly2 = {{1, 11yo}, {0, 1}};

M2y2 = {{1, @}, {-2/ (R1*Cos[e«Pi/180]), 1}};

M3y2 = {{1, 12ye}, {@, 1}}; (*12zo p/ 12zex) (*INDICA 2-CRISTAL RODADO)
Mcavy2 = M3y2.M2y2.M1y2;

A2yo = Mcavz2[[1, 1]];

B2yo = Mcavz2[[1, 2]];

C2yo = Mcavz2[[2, 1]];

D2yo = Mcavz2[[2, 2]];

A = (D2yo - A2yo) ~2 + 4 x B2yo * C2y0;

q2yo = (I*Pin2xwly0”2) /2;

w2yo = Sqrt[- (1 / (Pin2« Im[ (C2yo  q2yo + D2yo) / (A2yo  q2yo + B2yo)]))];

(*wlze-corre¢do no 1 cristalsx)

M1zl = {{1, 11ze}, {O, 1}};
M2z1 = {{1, @}, {-2/ (R1/Cos[e«Pi/180]), 1}};

M3z1 = {{1, 12z0}, {O, 1}};
(x12ze p/ 12zox) (+INDICA 2-CRISTAL RODADO+)

M4zl = {{1, @}, {0, 1}};

| 3
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M5z1 = {{1, 12z0}, {O, 1}};
(x12ze p/ 12zox) (+INDICA 2-CRISTAL RODADO+)

M6zl = {{1, @}, {-2/ (R1/Cos[e«Pi/180]), 1}};

M7z1 = {{1, 11ze}, {0, 1}};

Mcavzl = M7z1.M6z1.M5z1.M4z1.M3z1.M2z1.M121;
Alze = Mcavzl[[1, 1]];
Blze = Mcavz1[[1, 2]];
Clze = Mcavz1[[2, 1]];
Dlze = Mcavz1l[[2, 2]];

A= (Dlze - A1ze) A2 +4 xBlze x Clze; (xparametro avaliar estabilidadex)

wlzE = Sqrt[ (Abs[Blze] 1) / (nze » ) | « (1 - ((p1ze + A1ze) /2)2) -

(*w2ze-corre¢ao no 2 cristalx)
Mlze2 = {{1, 11ze}, {0, 1}};
M2ze2 = {{1, @}, {-2/ (R1/Cos[e xPi/180]), 1}};

M3ze2 = {{1, 12z0}, {0, 1}};
(x12ze p/ 12zox) (+INDICA 2-CRISTAL RODADOx)

Mcavze2 = M3ze2.M2ze2.M1ze2;

Alze2 = Mcavze2[[1, 1]];

Blze2 = Mcavze2[[1, 2]];

Clze2 = Mcavze2[[2, 1]];

Dl1ze2 = Mcavze2[[2, 2]];

A= (Dlzez - Alzez) "2 +4 xBlze2 x Clze2;

q2ze = (I#Pixn2xwlzE~2) /x;

w2ze = Sqrt[- (1/ (Pin2« Im[ (Clze2 » g2ze + D1ze2) / (Alze2 « q2ze + Bize2)]))];
(*wlye-corre¢ao no 1 cristalx)

M1yl = {{1, l1lye}, {0, 1}};
M2yl = {{1, @}, {-2/ (R1Cos[e«Pi/180]), 1}};

M3yl = {{1, 12yo}, {0, 1}};
(+12ye p/ 12yox) (+INDICA 2-CRISTAL RODADO«)

Mayl = {{1, @}, {0, 1}};
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M5y1 = {{1, 12y0}, {9, 1}};
(x12ye p/ 12yox) (+INDICA 2-CRISTAL RODADO)

Meyl = {{1, @}, {-2/ (Rl*Cos[e*Pi/lse]), 1}};
M7yl = {{1, liye}, {0, 1}};

Mcavyl = M7y1.M6y1l.M5yl1.M4y1l.M3yl.M2yl.M1ly1l;
Alye = Mcavyl[[1, 1]];

Blye = Mcavyl[[1, 2]];

Clye = Mcavyl[[2, 1]];

Dlye = Mcavyl[[2, 2]];

A = (Dlye - Alye) 2 + 4 » Blye « Clye;

wlyE = Sqrt[ (Abs[Blye] x 1) / (nye » ) | « (1 - ((p1ye + Alye) /2)2) 178

(*w2ye-corre¢ao no 2 cristals)

Mlye2 = {{1, llye}, {0, 1}};
M2ye2 = {{1, @}, {-2/ (R1«Cos[exPi/180]), 1}};

M3ye2 = {{1, 12yo}, {0, 1}};
(*12ye p/ 12yox) (+INDICA 2-CRISTAL RODADO)

Mcavye2 = M3ye2.M2ye2.Mlye2;

Alye2 = Mcavye2[[1, 1]];

Blye2 = Mcavye2[[1, 2]];

Clye2 = Mcavye2[[2, 1]];

Dlye2 = Mcavye2[[2, 2]];

A= (D1ye2 - A1ye2) "2 +4 xBlye2 x Clye2;

q2ye = (I#Pixn2xwlyE~2) /x;

w2ye = Sqrt[- (1/ (Pin2« Im[ (Clye2 » g2ye + Dlye2) / (Alye2 « q2ye + Biye2)]))];

(#Plot[{wlzox10"6,w2z0x10"6}, {6,0,7},
PlotStyle- {Darker [Blue],Green},PlotRange- {0,600},
PlotLegends-{"Wiz0", "Waz", "Wl (6=0°) "} ,Frame-True,FrameLabel-{"6(°)","w(um) "}]

Plot[{wlzox10"6},{6,0,7},PlotStyle- {Darker[Blue] },PlotRange- {0,600},

| 5
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PlotLegends- {"wi", "Wl (6=0°) "} ,Frame-True,FrameLabel-{"6(°)","w(um)"}]*)

(*Grafico DAS CINTURAS*)

(%

Plot[{10”6%wlz0}, {6,0,5}, PlotStyle-{Yellow},
AxesLabel-{"e","wlzo (um) "}, Filling-Axis]
Plot[{10”6%wlze}, {6,0,5}, PlotStyle-{Orange},
AxesLabel-{"6","wlze (um) "}, Filling-Axis]
Plot[{10”6xwlyo0}, {6,0,5}, PlotStyle-{Pink},
AxesLabel-{"6","wlyo (um) "}, Filling-Axis]

Plot[{10”6%wlye}, {6,0,5}, PlotStyle-{Purple},

AxesLabel-{"6","wlye (um) "}, Filling-Axis]

Plot[{10"6+w2z0},{6,0,5},

PlotStyle-{Red}, AxesLabel-{"6","w2zo(um)"}, Filling-Axis]
Plot[ {10"6xw2ze}, {6,0,5}, PlotStyle- {Black},
AxesLabel-{"e","w2ze (um) "}, Filling-Axis]
Plot[{10”6%w2yo0}, {6,0,5}, PlotStyle-{Blue},

AxesLabel- {"6","w2yo (um) "}, Filling-Axis]
Plot[{10”6xw2ye}, {6,0,5}, PlotStyle-{Green},
AxesLabel-{"6","w2ye (um) "}, Filling-Axis]

x)

(xdistancia focal - inclina¢ao dos espelhosx)
fz=R1/ (2 Cos[e«Pi/180]);

fy = R1x Cos[e « Pi /180] /2;

(xcomprimento de rayleighx)
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Zrzo = Sqrt [ (fz~2  (11zo - fz)) / (12ze - fz) - (11zo0 - fz) ~2];
Zryo = Sqrt[ (fy~2 « (11yo - fy)) / (12ye - fy) - (11yo - fy) ~2];
Zrze = Sqrt[ (fz"2 » (11ze - fz)) / (12z0 - fz) - (11ze - fz) ~2];

Zrye = Sqrt[ (fy~2 « (11ye - fy)) / (12yo - fy) - (11ye - fy) ~2];

(xPlot[{Zrzo,Zryo}, {6,0,5},PlotStyle- {Darker [Blue],Green},
PlotLegends—{"Zrzo","Zryo"},FrameLabel-{"6(°)","Zrzo,Zryo}"}]
Plot[{Zrze,Zrye}, {6,0,5},PlotStyle- {Darker [Black],Green},

PlotLegends-{"Zrze","Zrye"},FrameLabel-{"6(°)","Zrze,Zrye}"}]+*)

(%mmmmmm e FASE DE GOUY-—-——-—————— e *)
Zrye _ _Zrze

fy-1l1iye fz-11ze
A®e = ArcTan | ]
ZryexZrze

(fy-11ye) * (fz-11ze)

Zryo _ _Zrzo
fy-1l1iyo fz-11zo0 ] .
F]

AZO = ArcTan [ ———

(fy-11yo) % (fz-11zo0)

Plot[{Abs[A&e], Abs[Abs[A&0]]}, {6, O, 3.44}, AxesLabel » {"6(°)", "A& (radianos)"},
PlotRange - Automatic, PlotStyle » {Directive[Red, Thickness[0.008]],
Directive [Darker[Black], Thickness[0.008]]}, PlotLegends -» {"AZe", "AZT0"},

BaseStyle -» {FontSize -» 15, Bold, FontFamily - "Latin Modern Math"}]

6=1.5;
Print["wlzo", "=", Re[w1z0] * 1076, "um"]
Print["wlze", "=", Re[wlzE] * 1076, "um"]

Print["wlyo", "=", Re[wlyO] * 1076, "um"]

| 7
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Print["wlye", "=", Re[wlyE] * 1076, "um"]
Print["w2zo0", "=", Re[w2z0] * 1076, "um"]
Print["w2ze", "=", Re[w2ze] * 1076, "um"]
Print["w2yo", "=", Re[w2yo] * 1076, "um"]
Print["w2ye", "=", Re[w2ye] * 1076, "um"]

out214)= ©.0829992

out215= ©.0828664

out216)= 0.0829293

out2171= ©.0829397

out218= ©.115998

out219= ©.115733

out2201= ©.115859

oute21= ©.115879

A®(radianos)

0.015}
0.010} — Ade
Out[316]= Ado
0.005+
- 6(°)

05 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

wlzo=51.1058um
wlze=49.8475um
wlyo=48.7896.m
wlye=50.1364.m
W220=80.244.m

w2ze=79.5933um
w2yo=78.8931um

w2ye=79.7209um
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