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“What is the son but an extension of the father?”
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Resumo

S~ao apresentadas solu�c~oes anal��ticas da equa�c~ao de Lippmann-Schwinger

para diversos potenciais modelados como uma parede de contorno usando

o conceito de distribui�c~ao de�nidos em curvas e superf��cies. Foram obtidas

as solu�c~oes para a equa�c~ao de Lippmann-Schwinger para o espalhamento bi-

dimensional de uma onda plana por potenciais em forma de circunferência

e elipse, enquanto que em três dimens~oes foi determinado o espalhamento

por uma barreira esferoidal. Atrav�es do formalismo de potencial duplo foi

encontrada a solu�c~ao para o espalhamento bidimensional por um potencial

linear e por uma barreira arbitr�aria.
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Abstract

Analytical solutions of the Lippmann-Schwinger equation are presented for

several potentials modeled as a boundary wall using the concept of a dis-

tribution de�ned in curves and surfaces. The solutions for the Lippmann-

Schwinger equation were obtained for the two-dimensional scattering of a

plane wave by potentials in the form of circumference and ellipse, while in

three dimensions the scattering by a spheroidal barrier was determined. Th-

rough the double potential formalism, a solution was found for two-dimensional

scattering over a linear potential and an arbitrary barrier.

xvi



Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

A F��sica dos processos de espalhamento �e muito rica. Na �epoca da velha

mecânica quântica Rutherford [1] investigou a estrutura atômica por meio

do espalhamento de part��culas� sobre lâminas de ouro. Franck e Hertz des-

cobriram os n��veis atômicos de energia estudando o espalhamento de el�etrons

por vapor de merc�urio, e na f��sica de part��culas elementares s~ao estudadas

colis~oes [2] em car�ater te�orico, enquanto que experimentalmente �e investi-

gada a possibilidade de se criar novas part��culas �e [3, 4, 5]. A ideia chave de

um problema de espalhamento �e analisar a intera�c~ao entre uma part��cula li-

vre, chamada de proj�etil, que �e lan�cada sobre um dado objeto chamado alvo.

Este alvo, por sua vez, pode ser outra part��cula, um �atomo, uma mol�ecula,

ou mesmo um objeto macrosc�opico e todos eles s~ao modelados por meio de

um potencial. Depois que a intera�c~ao ocorre, a part��cula �e espalhada em um

estado livre, que pode ser diferente do estado inicial, e esta altera�c~ao nos per-

mite inferir grandezas f��sicas como por exemplo: momento angular, energia,

polariza�c~ao, intensidade e assim por diante. A natureza e a intensidade das

for�cas envolvidas no processo podem ser avaliadas a partir das varia�c~oes nes-

tas grandezas. Em outras palavras, a estrutura interna, a forma e a posi�c~ao

1



de componentes do alvo, que s~ao na maioria das vezes inacess��veis, podem ser

investigadas a partir dos dados coletados em um processo de espalhamento.

Esta metodologia encontra aplica�c~oes em �areas onde as intera�c~oes s~ao

conhecidas, como por exemplo na f��sica atômica, e em �areas como a f��sica

nuclear onde as intera�c~oes devem ser postuladas. A teoria do espalhamento

tamb�em �e estudada como um tema da f��sica-matem�atica, principalmente do

ponto-de-vista da an�alise espectral e tamb�em como uma ferramenta para

explorar a pr�opria dinâmica dos sistemas f��sicos [6]. Fenômenos ionizantes,

por exemplo, s~ao importantes para se testar modelos de espalhamento oriun-

dos da f��sica de poucos corpos [7]. Este efeito torna-se ainda mais relevante

quando sabemos que a intera�c~ao entre part��culas carregadas com o tecido

humano �e uma linha de pesquisa onde a f��sica te�orica tem um ponto de

contato com a f��sica m�edica. Assim, podemos a�rmar categoricamente que

grande parte do conhecimento que temos a respeito do mundo microsc�opico

foi conseguido atrav�es da an�alise e do estudo de processos de espalhamento.

Macroscopicamente, e n~ao apenas na F��sica, o espalhamento est�a presente

nos estudos de engenharia civil: constru�c~ao de t�uneis e an�alise de risco em

trens de metrô [8]; em problemas ac�usticos e no espalhamento de ondas de

�agua e na engenharia oceânica [9, 10]. Na �area de geologia h�a estudos sis-

mol�ogicos importantes e tamb�em na detec�c~ao de defeitos em meios cont��nuos

[11, 12]. Existem tamb�em, aplica�c~oes promissoras como concentradores de

ondas de �agua para produ�c~ao de energia [13].

Fisicamente, a dinâmica quântica �e governada pelas equa�c~oes de Schr•odin-

ger, ou de Pauli, ou de Dirac, dependendo da energia envolvida no processo

e da presen�ca ou ausência do spin. Estas três equa�c~oes s~ao equa�c~oes di-

ferenciais parciais: relacionam grandezas f��sicas e suas derivadas em certos

pontos do espa�co. Pode-se dizer que esta �e uma formula�c~ao local da mecânica
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quântica. Em 1950, B. Lippmann e J. Schwinger introduziram uma aborda-

gem global para os mesmos problemas e chegaram a uma equa�c~ao integral que

governa a dinâmica quântica. Esta equa�c~ao �cou conhecida como equa�c~ao de

Lippmann-Schwinger (LS) [14] que �e uma equa�c~ao integral de Fredholm de

segunda esp�ecie [15, 16] cujo n�ucleo (kernel) �e o produto da fun�c~ao de Green

do problema com o potencial espalhador. Nesta abordagem, uma grandeza

f��sica  avaliada em um dado ponto se relaciona com uma integral dela

mesma multiplicada pelo n�ucleo da equa�c~ao. Assim, para calcular a fun�c~ao

de onda em um dado ponto do espa�co devemos conhecer a sua integral em

um dom��nio pr�e-estabelecido.

Os estados f��sicos de part��culas s~ao representados por fun�c~oes de onda

que podem ser classi�cados de acordo com seu espectro de energia, quando o

espectro de energia �e discreto o estado f��sico �e denominado deestado ligado,

enquanto que o espectro de energia cont��nuo de�ne umestado de espalha-

mento.

Experimentalmente, a grandeza a ser medida �e a se�c~ao de choque diferen-

cial (em três dimens~oes) ou o comprimento de choque diferencial (em duas

dimens~oes). Do ponto de vista te�orico, a se�c~ao de choque (ou comprimento

de choque) pode ser obtida atrav�es da fun�c~ao de onda do estado espalhado ,

como ser�a visto na se�c~ao 3.2. Do ponto de vista cronol�ogico, a teoria do espa-

lhamento foi desenvolvida utilizando a onda plana� (r ) = exp ( ik � r ) como

sendo a fun�c~ao que representa a onda incidente. Esse tipo de fun�c~ao n~ao

representa uma part��cula pois ocupa todo o espa�co e n~ao �e normaliz�avel, ou

seja, n~ao pertence �a um espa�co de Hilbert. Um estado como o representado

pela onda plana �e chamado de estadoimpr�oprio , justamente por n~ao repre-

sentar uma part��cula. Portanto, a fun�c~ao de onda espalhada obtida atrav�es

da equa�c~ao de LS tamb�em ser�a um estado impr�oprio. Para representar uma
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part��cula, �e necess�ario que a fun�c~ao de onda que representa o estado seja nor-

maliz�avel, ou seja um estadopr�oprio , e com isso pode-se represent�a-lo por
R

w(E) (E) exp (� iEt )dE , onde  (E) �e a fun�c~ao de onda de um estado

impr�oprio e w(E) uma distribui�c~ao de energia. Nessa tese ser~ao utilizados

apenas estados impr�oprios.

Quando as energias envolvidas no processo de espalhamento s~ao altas a

t�ecnica usual �e conhecida como aproxima�c~ao de Born, no entanto, se uma

certa condi�c~ao envolvendo o momento inicial n~ao for satisfeita, a s�erie deixa

de ser convergente e deve-se recorrer a outras t�ecnicas como a expans~ao

em ondas parciais. Entretanto, se as energias envolvidas no problema n~ao

forem nem t~ao altas para justi�car a aproxima�c~ao de Born, e nem t~ao baixas

para utilizar os desvios de fase das ondas parciais, a alternativa �e recorrer

a m�etodos num�ericos. Belki�c [17] a�rma que muitas vezes a F��sica mais

interessante ocorre justamente nesta regi~ao de energias intermedi�arias.

Os trabalhos contidos nessa tese, n~ao necessitam de analisar previamente

a energia da part��cula incidente. A�nal as solu�c~oes aqui encontradas s~ao

anal��ticas, portanto s~ao v�alidas para todos os valores de energia. Solu�c~oes

exatas n~ao possuem a di�culdade de se avaliar regi~oes de convergência, no

entanto solu�c~oes exatas da equa�c~ao de LS s~ao raras. Neste trabalho nosso ob-

jetivo ser�a construir uma metodologia para se obter estas solu�c~oes para diver-

sas geometrias para o espalhamento de ondas planas por barreiras cont��nuas

modeladas como paredes de contorno, em duas e em três dimens~oes. Mos-

traremos aplica�c~oes dos resultados como no c�alculo exato de se�c~oes e com-

primentos de choque, c�alculo de ressonâncias e de condi�c~oes de invisibilidade

de barreiras. A ideia principal ser�a obter autofun�c~oes do operador integral

presente na equa�c~ao de LS e escrever a fun�c~ao de Green dos problemas como

uma expans~ao bilinear, que possui a propriedade de convergência uniforme.
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Com isso temos os ingredientes necess�arios para resolver a equa�c~ao de LS.

A estrutura da tese �e a seguinte: no cap��tulo 2 s~ao introduzimos os con-

ceitos da teoria das distribui�c~oes que s~ao fundamentais para o bom entendi-

mento do trabalho: de�ni�c~ao, suporte, fun�c~oes teste, opera�c~oes de diferen-

cia�c~ao e propriedades. De�ne-se as paredes de contorno ao tratar de distri-

bui�c~oes escritas ao longo de curvas e de superf��cies. No cap��tulo 3 �e resolvida

analiticamente a eqaua�c~ao de LS para o problema do espalhamento de uma

onda plana por uma barreira circular do tipoboundary-wallmodelada com

distribui�c~oes delta de Dirac. No cap��tulo 4 �e determinada analiticamente a

solu�c~ao a equa�c~ao de LS para o problema do espalhamento de uma onda

plana por uma barreira el��ptica do tipo boundary-wallmodelada com distri-

bui�c~oes delta de Dirac mas onde a intensidade (s) �e vari�avel. No cap��tulo 5

�e apresentado uma aplica�c~ao desta metodologia para um problema que en-

volve dois potenciais: um do tipoboundary-walle outro externo que depende

linearmente de uma das coordenadas. No cap��tulo 6 �e extendida a t�ecnica

de solu�c~ao da equa�c~ao de LS desenvolvida nos cap��tulos 3 e 4 para um pro-

blema em três dimens~oes espaciais. Neste cap��tulo �e resolvido analiticamente

o problema do espalhamento de uma onda plana por uma barreira esferoi-

dal do tipo boundary-wall. Finalmente, no cap��tulo 7 conclui-se o trabalho e

apresentam-se as perspectivas futuras.
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Cap��tulo 2

Distribui�c~oes

O conceito de distribui�c~ao foi introduzido por Dirac em seus trabalhos semi-

nais sobre mecânica quântica [19] na d�ecada de 1920. No entanto, apesar de

ser um conceito fundamental ele foi formalizado matematicamente em 1950

por Schwartz [20] que deu in��cio ao que se conhece hoje, em Matem�atica,

como teoria das distribui�c~oes. As distribui�c~oes s~ao objetos matem�aticos que

se assemelham �a fun�c~oes, mas podem ter um car�ater singular, como a delta

de Dirac � (x � x0). Ela �e amplamente utilizada em f��sica e engenharias.

Um exemplo simples �e a densidade de carga� (x) de part��culas pontuais

� (x) = q�(x � x0), ou seja, em qualquer posi�c~ao do espa�cox 6= x0 n~ao h�a

carga, e se for efetuada a integra�c~ao em todo o espa�co tem-se,

Z

Rn
� (x)dnx = q; (2.1)

onde q �e a carga da part��cula. Como pode ser visto nesse exemplo, a delta

de Dirac �e uma �otima ferramenta para representar singularidades. Nesse

presente cap��tulo ser~ao apresentados conceitos e de�ni�c~oes relevantes para o

entendimento das distribui�c~oes.
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2.1. De�ni�c~oes

2.1 De�ni�c~oes

Para compreender o signi�cado das distribui�c~oes �e necess�ario apresentar al-

gumas de�ni�c~oes prim�arias, tais como: suporte, fun�c~oes teste, fun�c~oes local-

mente integr�aveis e funcionais lineares.

2.1.1 Nota�c~ao multi-��ndice

As derivadas parciais de ordem arbitr�aria com respeito a diferentes vari�aveis

ser~ao utilizadas diversas vezes nesse cap��tulo, portanto se torna evidente o

uso de uma nota�c~ao compacta para represent�a-las. Primeiramente considera-

se um conjunto ordenado dej n�umeros inteiros n~ao-negativos representados

por m = ( m1; m2; :::; mj ) de modo quejmj = m1 + m2 + ::: + mj , e a partir

disso de�ne-se am-�esima derivada com respeito a diferentes vari�aveis como:

@m f =
@jmj f

@xm1
1 @xm2

2 :::@xm j
j

: (2.2)

Para elucidar a utilidade dessa nota�c~ao, ser�a escrita uma derivada de ordem

jmj = 6, sendo que ser�a tomada a segunda derivada parcial com respeito a

coordenadax, uma em rela�c~ao ay e três emz, portanto m = (2 ; 1; 3),

@(2;1;3)f =
@6f

@x2@y@z3
: (2.3)

2.1.2 Suporte

O suporte de uma fun�c~aof , que \transforma"n n�umeros reais em apenas

um n�umero real, �e de�nido como o menor conjunto fechado \fora"def no

qual a fun�c~ao se anula. Rigorosamente podemos escrever, sejaf : Rn ! R e

x 7! f (x), ondeRn �e o espa�co real den dimens~oes, pode-se de�nir o suporte
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2.1. De�ni�c~oes

como,

supp(f ) := f x 2 Rn : f (x) 6= 0g: (2.4)

Um exemplo simples �e a fun�c~ao,

f (x) =

8
>>>>><

>>>>>:

0 x � � 1

2+ x2

1+ x2 � 1 < x < 1

0 x � 1

;

cujo suporte �e supp(f ) = f� 1 � x � 1g, ou seja, apesar da fun�c~ao ser nula

nos pontosx = 1 e x = � 1 eles tamb�em s~ao considerados como parte desse

conjunto chamado de suporte. Os pontosx = � 1 s~ao o fechamento do

conjunto no qual f n~ao se anula.

2.1.3 Fun�c~oes teste

As fun�c~oes testef s~ao aquelas que possuem suporte em algum subespa�co

de Rn , que possuem derivadas de qualquer ordem com respeito a qualquer

vari�avel, e que as derivadas dessas fun�c~oes tamb�em possuam suporte em

algum subespa�co deRn . Em outras palavras, as fun�c~oes teste s~ao aquelas

que pertencem ao conjuntoC(1 )
0 (Rn ), como por exemplo,

f (x) =

8
>>>>><

>>>>>:

0 x � � 1

exp � 1
1� x2 � 1 < x < 1

0 x � 1

:
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2.1. De�ni�c~oes

2.1.4 Fun�c~oes localmente integr�aveis

Fun�c~oes localmente integr�aveis s~ao �uteis para de�nir o funcional linear. Essas

fun�c~oes s~ao de�nidas de forma que sua integral em um subespa�co deRn exista:

Z

K
j f (x) j dx < 1 ; (2.5)

ondeK �e um subespa�co limitado deRn . Enquanto essas fun�c~oes s~ao essenciais

para descrever um funcional linear, o mesmo n~ao pode ser dito para uma

distribui�c~ao. Essa a�rma�c~ao se tornar�a mais clara na se�c~ao 2.2.

2.1.5 Funcional linear

Um funcional linear (Fl ) �e um mapeamento de uma fun�c~ao (f ) para um

n�umero que pode ser complexo, ou seja,C(1 )
0 (Rn ) 7! C. Esse mapeamento �e

de�nido como

hFl ; f i =
Z

Rn
Fl (x)f (x)dx; (2.6)

ondehFl ; f i �e um n�umero complexo,Fl (x) �e uma fun�c~ao localmente integr�avel

e f (x) �e a fun�c~ao na qual o funcional atua. Esse mapeamento deve satisfazer

duas condi�c~oes: a linearidade e a continuidade.

� Linearidade:

hFl ; (c1f 1 + c2f 2)i = c1hFl ; f 1i + c2hFl ; f 2i (2.7)

� Continuidade: Uma sequência de n�umeroshFl ; f m i converge parahFl ; f i ,

quando a sequência de fun�c~oesf m converge paraf . Podemos dizer que,

lim
m!1

hFl ; f m i = hFl ; lim
m!1

f m i : (2.8)
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2.2. Distribui�c~ao

2.2 Distribui�c~ao

Foram apresentadas todas as de�ni�c~oes iniciais necess�arias para o entendi-

mento do conceito de distribui�c~ao. A mesma pode ser representada de ma-

neira semelhante ao funcional linear, a �unica diferen�ca, entretanto, �e o fato de

que Fl n~ao precisa ser uma fun�c~ao localmente integr�avel. QuandoFl �e uma

fun�c~ao localmente integr�avel pode-se usar a equa�c~ao (2.6) para representar a

distribui�c~ao, e a mesma �e chamada de distribui�c~ao regular. Por outro lado,

n~ao se deve usar a equa�c~ao (2.6) para o caso deFl n~ao ser uma fun�c~ao local-

mente integr�avel, e tal distribui�c~ao �e chamada de distribui�c~ao singular. Um

exemplo de distribui�c~ao singular �e aquela que possuiFl = � (x � x0), onde

� (x � x0) �e a delta de Dirac. A delta de Dirac n~ao �e uma fun�c~ao, mas sabe-se

qual �e o seu "efeito"quando integra-se com fun�c~oes teste:

h�; f i = f (x0): (2.9)

�E importante notar que em diversos livros-texto �e apresentada a delta de

Dirac na forma

� (x � x0) =

8
><

>:

0 x 6= x0

1 x = x0

; (2.10)

ou da forma,

h�; f i =
Z

Rn
� (x � x0)f (x)dx; (2.11)

ambas s~ao formas incorretas de representar uma distribui�c~ao singular. A pri-

meira (2.10) �e usada de maneira pedag�ogica apenas para introduzir aos novos

alunos o seu efeito devido �a integra�c~ao, enquanto que a segunda (2.11) �e usada

devido a sua praticidade para efetuar c�alculos. Nessa tese ser�a usada diversas

vezes essa segunda nota�c~ao �ct��cia com o intuito de agilizar os c�alculos e por
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2.2. Distribui�c~ao

ser uma pr�atica comum nas diversas �areas da f��sica.

Uma distribui�c~ao tamb�em possui as duas condi�c~oes referentes ao funcional

linear, que s~ao a linearidade e a continuidade.

2.2.1 Propriedades

As distribui�c~oes possuem diversas propriedades interessantes, entretanto ser~ao

descritas apenas aquelas relevantes para a compreens~ao da tese, tais como:

a deriva�c~ao e a generaliza�c~ao de fun�c~ao.

Deriva�c~ao unidimensional

Primeiramente ser�a descrito a deriva�c~ao de uma distribui�c~ao unidimensional

hFl ; f i , �
dFl

dx
; f

�
=

Z

R

dFl (x)
dx

f (x)dx: (2.12)

Integrando por partes e levando em conta que as fun�c~oes teste possuem su-

porte compacto, ou seja,

Fl (x)f (x)
�
�
�
1

x= �1
= 0; (2.13)

temos que a equa�c~ao (2.12) se torna,

�
dFl

dx
; f

�
= �

Z

R
Fl (x)

df (x)
dx

dx = �
�

Fl ;
df
dx

�
: (2.14)

Pode-se repetir esse procedimento para determinar a derivada de ordemn de

uma distribui�c~ao,

�
dnFl

dxn
; f

�
= ( � 1)n

�
Fl ;

dn f
dxn

�
; (2.15)
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2.2. Distribui�c~ao

e para isso vale lembrar que as derivadas das fun�c~oes teste tamb�em possuem

suporte. Usando a delta de Dirac como exemplo:

�
dn � (x � x0)

dxn
; f

�
= ( � 1)n dn f (x)

dxn

�
�
�
x= x0

: (2.16)

Deriva�c~ao multidimensional

O procedimento para descrever as derivadas com respeito a diferentes vari�aveis

�e an�alogo ao caso anterior, sendo assim, ser�a usada a equa�c~ao (2.15) como de-

�ni�c~ao para a deriva�c~ao parcial. Atrav�es de aplica�c~oes sucessivas da derivada

parcial pode-se escrever,

h@mFl ; f i = ( � 1)jmjhFl ; @m f i ; (2.17)

ondem �e um multi-��ndice.

Generaliza�c~ao de fun�c~ao

A distribui�c~ao tamb�em �e conhecida por ser uma generaliza�c~ao do conceito de

fun�c~ao. Usualmente, uma fun�c~aog(x) pode ser descrita pelos seus valores

quandox varia em todo o seu dom��nio. Entretanto, a mesma fun�c~ao pode ser

descrita ao saber os valores devido �a integra�c~ao com todas as fun�c~oes testes

f (x), supondo uma fun�c~ao teste espec���ca 	x ;� (y) da forma,

	 x ;� (y) = � � 1	 ( � (x � y)) ; (2.18)

podemos integra-las e tomar o limite de� ! 0,

lim
� ! 0

Z

Rn
g(y)	 x ;� (y) dy = lim

� ! 0
� � 1

Z

Rn
g(y)	 ( � (x � y)) dy = g(x); (2.19)
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2.3. Expans~ao em s�erie de deltas

a prova da �ultima igualdade pode ser encontrada na referência [21], teorema

7.7 e p�agina 242.

2.3 Expans~ao em s�erie de deltas

A delta de Dirac e suas derivadas formam uma base no espa�co de distri-

bui�c~oes, portanto pode-se expandir qualquer distribui�c~aoD(x) em termos

das derivadas das deltas.

D(x) =
1X

i =0

ci � (i )(x); (2.20)

ondeci s~ao n�umeros, que podem ser complexos, e� (i )(x) �e a i-�esima derivada

da delta de Dirac em rela�c~ao ax, vale a pena destacar que quandoi = 0

nenhuma derivada �e efetuada. Para conseguir obter os n�umerosci que ca-

racterizam a distribui�c~ao �e necess�ario usar um procedimento muito comum

em rela�c~ao as s�eries, que �e utilizar-se de condi�c~oes de ortogonalidade. Entre-

tanto, as fun�c~oes que s~ao ortogonais �as derivadas das deltas n~ao pertencem

ao espa�co de distribui�c~oes, tais fun�c~oes s~ao as potências dex e a condi�c~ao de

ortogonalidade �e, Z 1

�1
� (i )(x)x j dx = ( � 1)i i ! � i;j ; (2.21)

onde� i;j �e a delta de Kroenecker.

2.4 Distribui�c~ao ao longo de uma curva

Ser�a de�nido uma distribui�c~ao ao longo de uma curva. SejaC uma curva

suave ed� um elemento in�nitesimal de comprimento, pode-se de�nir uma
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2.4. Distribui�c~ao ao longo de uma curva

distribui�c~ao ao longo de uma curva como,

hF; f i C =
Z

C
F (y)f (y)d�: (2.22)

Parametrizando a curvaC por um vetor P(s) em Rn , pode-se escrever a

distribui�c~ao na curva como,

hF; f i C =
Z b

a
F (y(s))f (y(s))

�
�
�
�
dP(s)

ds

�
�
�
� ds; (2.23)

onde a e b s~ao os extremos do parâmetros. No cap��tulo 3 ser�a utilizado

um potencial em duas dimens~oes que possui a forma de uma distribui�c~ao em

uma circunferência de raioR, que �e parametrizada por,

P(s) = ( R coss; R sins) : (2.24)

A distribui�c~ao usada para descrever o potencial �e o produto de uma delta de

Dirac e uma fun�c~ao de intensidade de acoplamento,

V(r 0) = h�; f i C =
Z 2�

0
 (s) � (r 0 � r (s)) f (r (s)) R ds; (2.25)

onde a fun�c~ao teste ser�a o produto da fun�c~ao de GreenG(r ; r 0) com a fun�c~ao

de onda (r 0). A mesma ideia �e reproduzida no cap��tulo 4 para descrever

um potencial em forma de elipse, que �e parametrizada por,

P(s) =
� a

2
cosh� 0 coss;

a
2

sinh� 0 sins
�

; (2.26)

portanto o potencial �e escrito,

V(r 0) = 4
Z 2�

0
 (s) � (r 0 � r (s)) f (r (s))

a
2

q
cosh2 � 0 � cos2 s ds; (2.27)
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2.5. Distribui�c~ao ao longo de uma superf��cie

note que nesse caso foi introduzido um fator 4 por conveniência, e a fun�c~ao

teste f ser�a novamente o produto da fun�c~ao de Green e da fun�c~ao de onda.

2.5 Distribui�c~ao ao longo de uma superf��cie

�E poss��vel de�nir uma distribui�c~ao em uma superf��cie de maneira semelhante

�a curva feita na se�c~ao anterior,

hF; f i S =
Z

S
F (y)f (y) dS(y); (2.28)

ondeS �e a superf��cie onde est�a presente a distribui�c~ao edS(y) �e o elemento

de superf��cie. Ser�a utilizada essa distribui�c~ao no cap��tulo 6, para representar

uma casca esferoidal oblata.

V(� 0; � 0; � 0) =
Z Z

S
 (u; v)

� (� 0 � � 0)� (� 0 � u)� (� 0 � v)
jJ j

dS; (2.29)

ondeS �e uma casca esferoidal de�nida por� = � 0, J �e o Jacobiano, a fun�c~ao

de intensidade do potencial �e escrita como (u; v) e o elemento de superf��cie

�e escrito como,

dS =
a2

4

q
(1 + � 2

0)( � 2
0 + u2) du dv: (2.30)
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Cap��tulo 3

O espalhamento e as solu�c~oes

para potenciais em forma de

circunferência

Neste cap��tulo ser�a resolvida analiticamente a equa�c~ao de LS para o espa-

lhamento de uma onda plana por uma barreira circular modelada como uma

parede de contorno. Os resultados presentes nesse cap��tulo foram basea-

dos em dois artigos, um sobre espalhamento por um c��rculo [22] e outro

que est�a submetido na revistaJournal of Mathematical Physicscujo t��tulo �e

Exact Solutions for the Lippmann-Schwinger Equation in Two Dimensions

and Invisibility Conditions. Esse estudo foi motivado pelos trabalhos das re-

ferências [23, 24, 25]. Enquanto que uma poss��vel aplica�c~ao no ponto de vista

experimental, �e estabelecer uma conex~ao entre o espalhamento quântico e o

espalhamento de luz. De modo que experimentalmente pode-se utilizar de

um modulador espacial de luz (SLM - Spatial Light Modulator) para obter

um padr~ao de espalhamento que seja an�alogo ao espalhamento quântico. Tal

conex~ao que espera-se alcan�car �e a maneira de produzir uma m�ascara no
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SLM que simula um potencial qualquer discutido nessa tese. A equa�c~ao que

caracteriza o espalhamento quântico �e a equa�c~ao de LS,

j � i = j� � i + ( E � Ĥ0 � i� )� 1V̂ j � i ; (3.1)

onde Ĥ0 �e o hamiltoniano da part��cula livre, V̂ �e o potencial e � = 0+ .

Utilizando-se da representa�c~ao de posi�c~ao para a fun�c~ao de onda espalhada

em um problema bi-dimensional, pode-se observar que a equa�c~ao anterior

torna-se,

 + (r ) = � + (r ) +
Z

R2
G0(r ; r 0)V(r 0) + (r 0)d2r 0; (3.2)

onde � + (r ) = ei k �r �e a onda plana incidente eG0(r ; r 0) �e a fun�c~ao de Green

relacionado ao problema da part��cula livre [26],

G0(r ; r 0) = �H (1)
0 (kjr � r 0j) ; (3.3)

ondek =
p

2mE=~2, � = � im=2~2 e H (1)
0 (z) fun�c~ao de Hankel de primeira

esp�ecie e ordem zero [27].�E importante salientar que o potencial usado nessa

tese �e escrito como uma integral de linha de uma delta de Dirac,

V(~r) =
Z

C
ds � (r � r (s))  (s); (3.4)

ondeC �e uma curva arbitr�aria, podendo ser fechada ou aberta,r (s) �e o vetor

posi�c~ao na curvaC, e  (s) �e um parâmetro que representa a intensidade do

potencial. Substituindo esse potencial na equa�c~ao de LS e integrando na

posi�c~ao,

 + (r ) = � + (r ) +
Z

C
 (s)G0(r ; r (s))  + (r (s))ds; (3.5)

que �e uma equa�c~ao integral para .

17



3.1. Equa�c~ao de Fredholm

3.1 Equa�c~ao de Fredholm

A equa�c~ao de LS (equa�c~ao 3.2) �e uma equa�c~ao de Fredholm de segunda

esp�ecie que �e de�nida como,

y(r ) = f (r ) + �
Z

�
K (r ; r 0)y(r' )dn r 0; (3.6)

onde � �e uma regi~ao de um espa�coRn , r �e um vetor no interior da regi~ao �,

f (r ) �e uma fun�c~ao conhecida,K (r ; r 0) �e denominada fun�c~ao n�ucleo (kernel).

�E uma equa�c~ao integral, ou seja, a fun�c~aoy(r ) �e desconhecida. Levando em

considera�c~ao os problemas bidimensionais de espalhamento, pode-se identi-

�car que a regi~ao � �e o espa�co bidimensionalR2, a fun�c~ao conhecidaf (r )

�e a onda plana incidente� (r ), a fun�c~ao n�ucleo K (r ; r 0) �e o produto entre a

fun�c~ao de Green e o potencialG0(r ; r 0)V(r 0) e a fun�c~ao desconheciday(r ) �e

a onda espalhada (r ) a ser determinada.

3.2 Grandezas f��sicas para problemas de es-

palhamento

Nessa se�c~ao, ser�a apresentada uma pequena revis~ao de algumas grandezas

f��sicas para problemas de espalhamento que ser~ao calculadas em outras se�c~oes

[17], tais como o comprimento de choque e a amplitude de espalhamento.

Tamb�em ser~ao mostradas a an�alise de ondas parciais e o teorema �otico. Note

que nessa tese os conceitos e as grandezas s~ao escritas levando em consi-

dera�c~ao apenas os casos bidimensionais, o que difere da grande maioria dos

livros-texto. Tais conceitos podem ser encontrados em [28, 29, 30], enquanto

que uma compara�c~ao direta com o caso tridimensional pode ser visualizada

em [25]. �E importante notar que na teoria do espalhamento �e levado em con-
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3.2. Grandezas f��sicas para problemas de espalhamento

sidera�c~ao o fato de que a onda espalhada a ser detectada est�a muito distante

da regi~ao onde o potencial atua, em outras palavras, �e exigido do potencial

espalhador que,

lim
r !1

V(r ) = 0 ; (3.7)

ent~ao �e considerada a forma assint�otica da fun�c~ao de onda,

 � ei k �r + f (� � � )
eikr

p
r

; (3.8)

onde f �e a amplitude de espalhamento ,k �e o n�umero de onda incidente

e � �e o ângulo que k faz com o eixo horizontal, ele indica a dire�c~ao de

incidência da onda plana, vale salientar que o termo
p

r no denominador

est�a relacionado com a dimensionalidade. Pode-se de�nir o comprimento de

choque de espalhamentol, que �e o an�alogo bidimensional da se�c~ao de choque

� , como sendo,

l =
Z �

� �

dl
d�

d�; (3.9)

onde a derivada �e denominada comprimento de choque diferencial e possui a

seguinte rela�c~ao,
dl
d�

= jf (� � � )j2 : (3.10)

Pode-se usar a an�alise de ondas parciais, pois �e �util quando o potencial �e

invariante sob rota�c~ao. Ent~ao a amplitude de espalhamento pode ser escrita

como,

f (� � � ) =
1X

n= �1

exp [in (� � � )] f n (k); (3.11)

ondef n (k) �e de�nido,

f n (k) =

r
2
�

exp
�

i
�
4

� r
1
k

exp [i� m (k)] sin � m (k); (3.12)
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3.2. Grandezas f��sicas para problemas de espalhamento

onde � (k) �e o desvio de fase, que �e um ângulo que mede o qu~ao afastado a

solu�c~ao assint�otica da onda espalhada est�a da onda plana. O comprimento

de choque de espalhamentol, que �e o an�alogo bidimensional da se�c~ao de

choque (de�nida em um espa�co tridimensional), possui as seguintes rela�c~oes,

l(k) =
Z 2�

0
jf (� � � )j2 d� (3.13)

=
1X

n= �1

2� jf n (k)j2 (3.14)

=
1X

n= �1

ln (k); (3.15)

ondeln (k) �e limitado pelo valor m�aximo 4 =k,

ln (k) =
4
k

sin2(� n (k)) : (3.16)

Um caso importante dessa an�alise �e o teorema �optico,

Re
h
exp

�
i
�
4

�
f (0)

i
= �

1
2

r
k
2�

l(k); (3.17)

que �e uma consequência imediata da conserva�c~ao do uxo de probabilidade.

Comportamento assint�otico

Ao obter a solu�c~ao anal��tica �e poss��vel relacion�a-la com as grandezas de

espalhamento. Supondo que uma solu�c~ao seja descrita como,

 3(r ) = � (r ) +
1X

l= �1

� l i l exp(il� )H (1)
l (kr ); (3.18)
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3.2. Grandezas f��sicas para problemas de espalhamento

de modo que� l �e um coe�ciente. A partir disso �e utilizado o comportamento

assint�otico da fun�c~ao de Hankel,

H (1)
l (kr ) �

r
2

�kr
exp

�
ikr �

i�
4

�
il�
2

�
; (3.19)

ent~ao a fun�c~ao de onda pode ser escrita como,

 (r ) � � (r ) +
exp[ikr ]

p
r

f (� � � ); (3.20)

onde a amplitude de espalhamentof (� � � ) �e

f (� � � ) =

r
2

�k
exp

�
� i�

4

� 1X

l= �1

� l exp(il� ); (3.21)

e usando a an�alise de ondas parciais pode-se obter,

f l = � l

r
2

�k
exp

�
� i�

4

�
; (3.22)

e comparando com a equa�c~ao (3.12) �e calculado o desvio de fase� l

� l =
log(1 + 2� l )

2i
; (3.23)

que �e uma compara�c~ao direta entre o desvio de fase e a solu�c~ao anal��tica da

fun�c~ao de onda.
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3.3. Parede de contorno

3.3 Parede de contorno

Uma parede de contorno �e de�nida atrav�es de um potencialV(r ) de modo

que,

V(~r) =
Z

C
ds � (r � r (s))  (s); (3.24)

ondeC �e uma curva representada por uma circunferência de raioR e que �e

parametrizada pelo vetorr (s),

r (s) = ( R coss; R sins) ; (3.25)

onde s �e um parâmetro que pertence ao intervalo [0; 2� ]. Ent~ao para esse

caso, a equa�c~ao (3.5) se torna,

 + (r; � ) = � + (r; � ) + (3.26)

+ R�
Z 2�

0
H (1)

0

�
k
p

r 2 + R2 � 2rR cos(s � � )
�

 + (R; s) ds;

que �e uma equa�c~ao de Fredholm de segunda esp�ecie cujo n�ucleo �e,

H (1)
0

�
k
p

r 2 + R2 � 2rR cos(s � � )
�

: (3.27)

Essa equa�c~ao �e resolvida atrav�es da equa�c~ao de autovalor para um operador

integral, que ser�a explorada na subse�c~ao 3.3.1.

3.3.1 Autofun�c~ao de um operador integral

Considere o operador integralF,

F =
Z 2�

0
H (1)

0

�
k
p

r 2 + R2 � 2rR cos(s � � )
�

ds; (3.28)
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3.3. Parede de contorno

que �e essencial para determinar a solu�c~ao da equa�c~ao de LS, que pode ser re-

sumidamente escrita + = � + + F + , portanto ser�a calculada as autofun�c~oes

desse operador integral,

F (� ) = �
Z 2�

0
H (1)

0

�
k
p

r 2 + R2 � 2rR cos(s � � )
�

F (s) ds; (3.29)

onde F (� ) �e a autofun�c~ao1 do operador integral,� �e o valor caracter��stico

e o autovalor �e 1=� . Utilizando-se da expans~ao de Gra� (equa�c~ao 8.531 da

referência [31]),

H (1)
0

�
k
p

r 2 + R2 � 2rR cos(s � � )
�

= J0(kr )H (1)
0 (kR) (3.30)

+2
1X

l=1

Jl (kr )H (1)
l (kR) cos(l(s � � )) ;

ondeJl (z) �e a fun�c~ao de Bessel de ordeml e escrevemosr < R para encontrar

a solu�c~ao interna (para encontrar a solu�c~ao exteriorr > R apenas �e necess�ario

trocar r e R na equa�c~ao anterior). Ent~ao podemos integrar (3.29) em rela�c~ao

�a � ,

g0 = 2��J 0(kr )H (1)
0 (kR)g0 + (3.31)

+2�
1X

l=1

Jl (kr )H (1)
l (kR)

Z 2�

0

Z 2�

0
F (s) cos[l(s � � )] ds d�;

onde foi de�nido g0 =
R2�

0 F (� )d� . A integral em � no lado direito se anula,

portanto � 0,

� 0 =
1

2�J 0(kr )H (1)
0 (kR)

(3.32)

1 �E importante n~ao confundir a autofun�c~ao do operador integral com a autofun�c~ao do
Hamiltoniano, ambos n~ao s~ao necessariamente iguais.
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3.4. Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

que �e o valor caracter��stico � 0 associado �a autofun�c~aoF (� ) = 1. O pr�oximo

passo �e encontrar os autovalores 1=� e suas autofun�c~oes correspondentes.

Para isso, multiplica-se a equa�c~ao (3.29) por cos(m� ) e integramos em� ,

gm = 2� m

1X

l=1

Jl (kr )H (1)
l (kR)

Z 2�

0

Z 2�

0
F (s) cos[l(s � � )] cos(m� ) ds d�;

(3.33)

ondegm =
R2�

0 F (� ) cos(m� )d� . Utilizando-se da f�ormula de soma de arcos e

da rela�c~ao de ortogonalidade,

Z 2�

0

Z 2�

0
cos(l(s � � )) cos(m� )d�ds = �g l � l;m ; (3.34)

ent~ao a equa�c~ao torna-se,

gm = 2�g m � mJm (kr )H (1)
m (kR); (3.35)

portanto o autovalor 1=� m associado com a autofun�c~ao cos(m� ) �e dado por,

� m =
1

2�J m (kr )H (1)
m (kR)

: (3.36)

O mesmo autovalor �e encontrado ao multiplicar a equa�c~ao (3.29) por sin(m� )

e integrar em� . Ent~ao esse mesmo autovalor �e associado a sin(m� ), i.e., �e

degenerado.

3.4 Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

Nessa subse�c~ao ser�a resolvida a equa�c~ao de LS usando as autofun�c~oes do

operador integral. Essas autofun�c~oes formam um conjunto completo, que

�e exatamente a base usada na s�erie de Fourier. Portanto, ser�a efetuada a
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3.4. Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

expans~ao em s�erie de Fourier para as fun�c~oes e � ,

 (~r) =
a0(r )

2
+

1X

n=1

an (r ) cos(n� ) + bn (r ) sin(n� ); (3.37)

� (~r) =
c0(r )

2
+

1X

n=1

cn (r ) cos(n� ) + dn (r ) sin(n� ); (3.38)

onde� (~r) �e a onda plana incidente. Pode-se determinar os coe�cientesc0, cn

e dn usando rela�c~ao de ortogonalidade entre as fun�c~oes seno e cosseno, assim

como a representa�c~ao integral das fun�c~oes de Bessel | integral de n�umero

2.5.40.10 da referência [32] |

Z a+2 �

a
exp (i�z � w sinz)dz = 2�J � (w); (3.39)

ondej arg(z)j < � e � 2 Z. A onda plana incidente pode ser escrita como,

� (~r) = exp ( i~k � ~r) = exp [ ikr cos(� � � )]; (3.40)

onde � �e o angulo entre a dire�c~ao positiva do eixox e o vetor de onda~k.

Ent~ao os coe�cientes da s�erie de Fourier podem ser calculados,

c0(r ) =
1
�

Z 2�

0
exp [(ikr cos(� � � )]d� = 2J0(kr ); (3.41)

cn (r ) =
1
�

Z 2�

0
exp [ikr cos(� � � )] cos(n� )d� = 2 i nJn (kr ) cos(n� ); (3.42)

e

dn (r ) =
1
�

Z 2�

0
exp [ikr sin(� � � )] cos(n� )d� = � 2i n (� 1)nJn (kr ) sin(n� ):

(3.43)
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3.4. Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

Ent~ao, para encontrar os coe�cientes da expans~ao na equa�c~ao (3.37), �e subs-

titu��do na integral da equa�c~ao (3.26),

Z 2�

0
H (1)

0

�
k
p

r 2 + R2 � 2rR cos(s � � )
�

 (R; s) ds = (3.44)

=
a0(R)
2� 0

+
1X

n=1

1
� n

[an (R) cos(n� ) + bn (R) sin(n� )] ;

ent~ao s~ao encontrados os coe�cientes da s�erie de Fourier da fun�c~ao de onda

 ,

a0(r ) = c0(r ) + 2 ��Ra 0(R)J0(kr )H (1)
0 (kR); (3.45)

assim como,

an (r ) = cn (r ) + 2 ��Ra n (R)Jn (kr )H (1)
n (kR); (3.46)

e,

bn (r ) = dn (r ) + 2 ��Ra n (R)Jn (kr )H (1)
n (kR); (3.47)

avaliando a equa�c~ao (3.45) emr = R e usando (3.41),

a0(r ) = 2 J0(kr )

 

1 +
2��RJ 0(kR)H (1)

0 (kR)

1 � 2��RJ 0(kR)H (1)
0 (kR)

!

; (3.48)

e repetindo o mesmo procedimento acima, tem-se,

an (r ) = 2 i nJn (kr ) cosn�

 

1 +
2��RJ n (kR)H (1)

n (kR)

1 � 2��RJ n (kR)H (1)
n (kR)

!

(3.49)

e

bn (r ) = 2 i n (� 1)n+1 Jn (kr ) sin(n� )

 

1 +
2��RJ n (kR)H (1)

n (kR)

1 � 2��RJ n (kR)H (1)
n (kR)

!

:

(3.50)
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3.4. Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

Para a regi~ao exterior,r > R , �e modi�cada a equa�c~ao (3.30),

H (1)
0

�
k
p

r 2 + R2 � 2rR cos(s � � )
�

= J0(kR)H (1)
0 (kr ) (3.51)

+2
1X

l=1

Jl (kR)H (1)
l (kr ) cos[l(s � � )];

e aplica-se a metodologia de forma an�aloga de modo que s~ao obtidos os

coe�cientes da s�erie de Fourier para a fun�c~ao de onda ,

a0(r ) = 2

 

J0(kr ) +
2��RJ 2

0 (kR)

1 � 2��RJ 0(kR)H (1)
0 (kR)

H (1)
0 (kr )

!

; (3.52)

an (r ) = 2 i n cos(n� )

 

Jn (kr ) +
2��RJ 2

n (kR)

1 � 2��RJ n (kR)H (1)
n (kR)

H (1)
n (kr )

!

;

(3.53)

e

bn (r ) = 2 i n (� 1)n+1 sin(n� )

 

Jn (kr ) +
2��RJ 2

n (kR)

1 � 2��RJ n (kR)H (1)
n (kR)

H (1)
n (kr )

!

;

(3.54)

De�nindo wn ( ),

wn ( ) =
2��RJ n (kR)H (1)

n (kR)

1 � 2��RJ n (kR)H (1)
n (kR)

; (3.55)

e un ( ),

un ( ) =
wn ( )Jn (kR)

H (1)
n (kR)

; (3.56)

�E poss��vel escrever a solu�c~ao interior como,

 (r ) = J0(kr )[1 + w0( )] + 2
1X

n=1

i nJn (kr )[1 + wn ( )] cos [n(� + ( � 1)n � )] ;

(3.57)
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3.4. Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

enquanto que a exterior �e

 (r ) = J0(kr ) + u0( )H (1)
0 (kr ) + 2

1X

n=1

i n
�
Jn (kr ) + un ( )H (1)

n (kr )
�

� cos [n(� + ( � 1)n � )] : (3.58)

Note que o potencial �e invariante sob rota�c~ao, portanto o espalhamento ocorre

de maneira semelhante para qualquer ângulo de incidência� . Tendo isso em

mente, pode-se escolher o ângulo de incidência� = 0, com o �unico objetivo

de simpli�car a solu�c~ao. Observe tamb�em que os termos dos somat�orios s~ao

pares com rela�c~ao ao ��ndice, ou seja,

i � nJ� n (kr ) = i nJn (kr ); (3.59)

e o mesmo vale parawn ( ) e un ( ). Por �m as solu�c~oes se tornam,

 (r ) =
1X

n= �1

i nJn (kr )[1 + wn ( )] exp (in� ) ; (3.60)

para a parte interna, enquanto que para a parte externa,

 (r ) =
1X

n= �1

i n
�
Jn (kr ) + un ( )H (1)

n (kr )
�

exp (in� ) : (3.61)

3.4.1 Compara�c~ao

�E feita a compara�c~ao entre a solu�c~ao anal��tica e a num�erica com o objetivo de

veri�car se a solu�c~ao encontrada �e a correta. Ent~ao �e utilizado o m�etodo de

paredes de contorno (BWM) do apêndice A, por ser um m�etodo que fornece

resultados con��aveis [33]. O m�etodo num�erico foi implementado nosoftware

Mathematica a �m de reproduzir as solu�c~oes num�ericas.
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3.4. Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

Figura 3.1: O espalhamento de uma onda plana incidente por uma barreira
circular (circunferência preta). Na esquerda �e mostrada a densidade de pro-
babilidade calculada usando as solu�c~oes exatas (3.57) e (3.58). Na direita
�e apresentada a densidade de probabilidade calculada usando o m�etodo de
paredes de contorno. A constante de acoplamento = 2 e a curva foi divida
em 100 partes e pode-se observar que a fun�c~ao de onda atravessa a barreira.

A solu�c~ao exata ser�a comparada com a num�erica, nessa subse�c~ao, atrav�es

de alguns exemplos. Foi escolhido~ = m = 1 e o raio da circunferênciaR = 1.

No m�etodo num�erico, a barreira foi dividida emN = 100 partes e na solu�c~ao

anal��tica n�os truncamos a s�erie em 50 termos. As fun�c~oes foram normalizadas

sobre seus valores m�aximos. Ent~ao, no primeiro exemplo, escolhemos = 2

e a dire�c~ao de propaga�c~ao da onda plana incidente da esquerda para a direita

(dire�c~ao +x), ou seja,� = 0 com o n�umero de ondak1;1 = z1;1=R, ondezn;m

�e o m-�esimo zero da fun�c~ao de BesselJn (z). Na �g. 3.1, pode-se notar dois

gr�a�cos de cores, que mostram a fun�c~ao de onda devido ao espalhamento

pela barreira. Tais fun�c~oes foram obtidas atrav�es do m�etodo num�erico e

atrav�es da solu�c~ao anal��tica. Pode-se observar um excelente acordo entre os

dois casos. Com o objetivo de veri�car esse excelente acordo, foi calculado

(ponto a ponto) o modulo da diferen�ca entre os m�odulos quadrados das duas

solu�c~oesjj  ej2 � j  n j2j, e o maior valor encontrado foi de 0:07, onde e e  n
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3.4. Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

Figura 3.2: Gr�a�co da densidade de probabilidade para uma onda plana
incidente espalhada por uma barreira circular impenetr�avel. Na �gura da
esquerda est�a presente a solu�c~ao exata enquanto que a da direita est�a presente
a num�erica usando o m�etodo de paredes de contorno. Em ambos os casos o
n�umero de onda �e k1;1 = z1;1=R e se propaga para a direita. Aqui pode-se
observar o tunelamento. A maior diferen�ca entre ambas as solu�c~oes �e de 0:1.
Aqui foi usado ~ = m = 1, R = 1 e a barreira foi divida em 300 partes e o
dom��nio em uma malha de 101� 101.

s~ao as solu�c~oes das fun�c~oes de onda anal��tica e num�erica respectivamente.

Ressonância e Tunelamento

Em um segundo e terceiro exemplo foi estudado o caso onde o potencial ao

longo da barreira �e in�nito (  ! 1 ), ou seja a barreira �e impenetr�avel. Ao

escolher o valor do n�umero de onda relacionado com um zero da fun�c~ao de

Bessel de ordemp da forma kp;m = zp;m=R, �e poss��vel observar que o termo

w� p( ) = 0, enquanto que todos os os outros termos s~ao,

wn ( ) = � 1 8n 6= � p: (3.62)
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Isso signi�ca que, dentro da circunferência, apenas os termos de ordemp n~ao

se anulam, como por exemplo o casokp;m = k1;1, que possui solu�c~ao interna,

 (r; � ) = 2 iJ 1

� z1;1r
R

�
cos�: (3.63)

Essa solu�c~ao �e a mesma para o problema de uma part��cula con�nada em po�co

circular in�nito, quando o valor esperado do momento angular �e zero. Em

outras palavras, �e uma superposi�c~ao de autoestados

 (r; � ) = J1

� z1;1r
R

�
ei� + J1

� z1;1r
R

�
e� i� : (3.64)

Observa-se ent~ao que o efeito de tunelamento ocorre somente quando o

n�umero de onda da onda plana incidente coincide com uma autoenergia

de uma part��cula con�nada em um po�co circular in�nito de modo que sua

solu�c~ao (interna) �e,

 (r; � ) = 2 i pJp (kp;m r ) cosp�: (3.65)

A compara�c~ao para esse caso pode ser observada usando as duas solu�c~oes

exata e num�erica na �gura 3.2.

Quando �e alterado o n�umero de onda para um valor diferente daquele

associado �a autoenergia de uma part��cula con�nada em um po�co de potencial

circular in�nito, a fun�c~ao de onda se anula. Ent~ao, quando o n�umero de onda

obedece a rela�c~aokR 6= zn;m tem-se que,

lim
 !1

wn ( ) = � 1; (3.66)

para todos osn inteiros. Na �gura 3.3 est�a presente um gr�a�co de densi-

dade de probabilidade, onde foi considerada a onda plana tendo o n�umero
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3.4. Solu�c~ao atrav�es da expans~ao

Figura 3.3: Gr�a�co de cores da densidade de probabilidade de uma onda
plana que foi espalhada por uma circunferência. Na �gura �a esquerda est�a
presente a solu�c~ao anal��tica enquanto que a da direita est�a presente a solu�c~ao
num�erica usando o m�etodo de paredes de contorno. Note que, para o n�umero
de onda k = 4, a solu�c~ao exata possui valores nulos dentro da barreira,
enquanto que na solu�c~ao num�erica existem pequenos valores na parte interna.
Nesse caso dividimos a barreira em 300 partes e o dom��nio �e uma malha de
101� 101.

de onda diferente de um zero da Bessel. Por esse motivo, a densidade de

probabilidade da solu�c~ao exata �e nula dentro da barreira. Com o objetivo de

veri�car essa solu�c~ao, foi dividida a barreira em 300 segmentos e foi calculada

numericamente a solu�c~ao. A diferen�ca entre as densidades de probabilida-

des das duas solu�c~oes (exata e num�erica) �e menor que 0:05, um resultado

que con�rma a exatid~ao da solu�c~ao anal��tica. Por �m, esse exemplo ilustra

que a solu�c~ao encontrada �e a exata. Para futuras compara�c~oes ser~ao escritas

as solu�c~oes interna e externa para o caso da circunferência na condi�c~ao de

ressonância,

 i (r; � ) = 2 i pJp (kp;m r ) cosp�; (3.67)
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onde i �e a fun�c~ao de onda interna, enquanto que o,

 o(r; � ) = � (r ) �
X

n6= � p

i n Jn (kp;m r )

H (1)
n (kp;m r )

H (1)
n (kr ) exp [in� ] ; (3.68)

�e a solu�c~ao da parte externa �a circunferência. Tamb�em �e poss��vel encontrar

as solu�c~oes usando a fun�c~ao de Green total do problema, que �e a fun�c~ao de

Green envolvendo o potencial. Tal procedimento �e apresentado na subse�c~ao

seguinte.

3.4.2 Fun�c~ao de Green total

Uma outra maneira de obter a solu�c~ao anal��tica �e atrav�es da seguinte equa�c~ao,

 + (r ) = � + (r ) +
Z

R2
G(r ; r 0)V(r 0)� + (r 0)dr 0; (3.69)

onde G(r ; r 0) �e a fun�c~ao de Green do problema envolvendo o potencial que

pode ser obtida atrav�es de uma equa�c~ao integral para fun�c~oes de Green [34,

35, 36, 37],

G(r ; r 0) = G0(r ; r 0) +
Z

R 2
G0(r ; r 00)V(r 00)G(r 00; r 0)d2r 00; (3.70)

Nota que, a equa�c~ao (3.70) tamb�em �e uma equa�c~ao integral, onde o que

queremos encontrar �e oG(r ; r 0), enquanto que o potencial �e conhecido e a

fun�c~ao G0(r ; r 0) �e a fun�c~ao de Green relacionado com o problema da part��cula

livre equa�c~ao (3.3), e o potencialV(r 00) �e referente �a circunferência,

V(r 00) = R
Z �

� �

� (r 00� R)� (� 00� s)
r 00

ds: (3.71)
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3.5. M�ultiplas paredes de contorno circulares

Para resolver a equa�c~ao integral, foi utilizada a expans~ao de Gra� (equa�c~ao

(3.30) que �e idêntica �a seguinte equa�c~ao),

G0(r ; r 0) = �
1X

l= �1

Jl (kr < )H (1)
l (kr > )eil ( � � � 0) ; (3.72)

onder< = min[ r; r 0], r> = max[r; r 0], e foi substitu��da dentro da integral, de

modo que a equa�c~ao se torna

G(r ; r 0) = G0(r ; r 0)+ R�
1X

l= �1

Jl (kr 2< )H (1)
l (kr 2> )eil�

Z �

� �
e� ils G(R; s; r0; � 0)ds;

(3.73)

onde r2< = min[ r; R ], r2> = max[r; R ]. Ambos os lados da equa�c~ao pode

ser multiplicada por e� il� e s~ao integrados, com respeito a� de � � at�e � , e

avaliado emr = R, desse modo pode-se isolar a integral e obter

Z �

� �
e� ims G(R; s; r0; � 0)ds =

2��J m (kr 3< )H (1)
m (kr 3> )e� im� 0

1 � 2�R�J m (kR)H (1)
m (kR)

; (3.74)

onder3< = Min [r 0; R] e r3> = Max [r 0; R]. Finalmente, o resultado �e

G(r ; r 0) = G0(r ; r 0)+2 �R� 2
1X

l= �1

Jl (kr 2< )H (1)
l (kr 2> )Jl (kr 3< )H (1)

l (kr 3> )

1 � 2�R�J l (kR)H (1)
l (kR)

eil ( � � � 0) :

(3.75)

Com essa fun�c~ao de Green pode-se encontrar os mesmos resultados, presentes

nas equa�c~oes 3.60 e 3.61, substituindo-a na equa�c~ao (3.69).

3.5 M�ultiplas paredes de contorno circulares

Nessa se�c~ao ser�a calculada a fun�c~ao de onda devido ao espalhamento por

m�ultiplas Paredes de Contorno Circulares. Primeiramente, ser�a mostrada
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3.5. M�ultiplas paredes de contorno circulares

a solu�c~ao, para duas circunferências concêntricos, e depois ser�a discutido

o efeito de ressonância e o de invisibilidade e suas conex~oes com as linhas

nodais.

3.5.1 Solu�c~ao para duas circunferências

As duas barreiras s~ao circunferências concêntricas de raiosR1 e R2, e pos-

suem a constante de acoplamento 1 e  2, respectivamente. Por simplicidade

assumimosR1 < R 2. Portanto, o potencial pode ser descrito como,

V(r ) =
Z

C1

ds1 � (r � r (s1))  1 +
Z

C2

ds2 � (r � r (s2))  2; (3.76)

que �e o mesmo que,

V(r 0) = R1 1

Z �

� �
� (r 0 � R1)

� (� 0 � s)
r 0

ds+ R2 2

Z �

� �
� (r 0 � R2)

� (� 0 � s)
r 0

ds:

(3.77)

Substituindo esse potencial na equa�c~ao de LS,

 (r ) = � (r ) + � 1R1

Z �

� �
H (1)

0 (kjr � r (s1)j)  (R1; s1)ds1 (3.78)

+ � 2R2

Z �

� �
H (1)

0 (kjr � r (s2)j)  (R2; s2)ds2:

Como foi visto no caso de uma circunferência, as fun�c~oes seno, cosseno e

constante s~ao autofun�c~oes do operador integral, portanto expandir as fun�c~oes

em s�erie de Fourier �e um bom procedimento para resolver essas equa�c~oes

integrais. Expandindo� e  em s�erie de Fourier,

� (r ) = exp ( ikx ) =
1X

l= �1

i lJl (kr ) exp (il� ) ; (3.79)
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3.5. M�ultiplas paredes de contorno circulares

 (r ) =
1X

l= �1

cl (r ) exp (il� ) ; (3.80)

ondecl (r ) = (1 =2� )
R�

� �  (r ) exp (� il� ) d� , e a fun�c~ao de Hankel �e substitu��da

pela expans~ao de Graf, equa�c~ao (3.72), o que torna a equa�c~ao (3.78),

cl (r ) = 2 �i lJl (kr ) + 2 �R 1 1�c l (R1)Jl (kr 1< )H (1)
l (kr 1> ) +

+2�R 2 2�c l (R2)Jl (kr 2< )H (1)
l (kr 2> ); (3.81)

para chegar na equa�c~ao acima, foi multiplicado por expil� e integrado de

0 a 2� . Os sub-��ndices na vari�avel r signi�cam r i< = min [ Ri ; r ] e r i< =

max [Ri ; r ]. Para resolver a equa�c~ao (3.81), o coe�cientecl (r ) �e avaliado em

R1 e R2

cl (R1) = 2 �i lJl (kR1) + 2 �R 1 1�c l (R1)Jl (kR1)H (1)
l (kR1) +

+2�R 2 2�c l (R2)Jl (kR1)H (1)
l (kR2); (3.82)

cl (R2) = 2 �i lJl (kR2) + 2 �R 1 1�c l (R1)Jl (kR1)H (1)
l (kR2) +

+2�R 2 2�c l (R2)Jl (kR2)H (1)
l (kR2): (3.83)

Com o objetivo de facilitar a escrita e a visualiza�c~ao das equa�c~oes, �e intro-

duzido uma nova nota�c~ao,

Jl (kRi ) = Ji H (1)
l (kRi ) = H i ; (3.84)
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3.5. M�ultiplas paredes de contorno circulares

e portanto tem-se um sistema de equa�c~oes paracl (R1) e cl (R2),

0

@
1 � 2�R 1 1�J 1H1 2�R 2 2�J 1H2

2�R 1 1�J 1H2 1 � 2�R 2 2�J 2H2

1

A

0

@
cl (R1)

cl (R2)

1

A =

0

@
2�i lJ1

2�i lJ2

1

A : (3.85)

Resolvendo esse sistema paracl (R1) e cl (R2),

cl (R1) =
i lJ1

D
; (3.86)

cl (R2) =
i l

D
[J2 + 2�R 1 1�J 1 (J1H2 � J2H1)] ; (3.87)

e D �e o denominador

D = 1 � 2�R 1 1�J 1H1 � 2�R 2 2�J 2H2

� 4� 2R1R2 1 2� 2J1H2(J1H2 � J2H1): (3.88)

Esse denominador �e o determinante da matriz 2� 2 da equa�c~ao (3.85).

Dessa forma, pode-se substituircl (R1) e cl (R2) na equa�c~ao (3.81) para en-

contrar a solu�c~ao. Portanto, ser�a escrita a fun�c~ao de onda em três regi~oes,

dentro da circunferência menor ( 1), na regi~ao intermedi�aria ( 2) e fora da

circunferência maior ( 3),

 1(r ) = � (r ) +
1X

l= �1

� 1i l exp(il� )Jl (kr ); (3.89)

 2(r ) = � (r ) +
1X

l= �1

i l exp(il� )
h
� 2Jl (kr ) + � 2H (1)

l (kr )
i

; (3.90)

 3(r ) = � (r ) +
1X

l= �1

� 3i l exp[il� ]H (1)
l (kr ); (3.91)
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3.5. M�ultiplas paredes de contorno circulares

Figura 3.4: Gr�a�co de cores da densidade de probabilidade, de modo que
as cores mais claras representam os maiores valores enquanto que as mais
escuras os menores valores. Os raios dos c��rculos s~aoR1 = 1 e R2 = 2, e os
parâmetros do potencial s~ao 1 = 1 e  2 = 2. O n�umero de onda da onda
plana incidente �e k = 2.

onde os coe�cientes� 1; � 2; � 2; � 3 foram obtidos substituindocl (R1) e cl (R2)

na equa�c~ao (3.81),

� 1 =
1
D

[2�R 1 1�J 1H1 + 2�R 2 2�J 2H2

+4� 2R1R2 1 2� 2J1H2(J1H2 � J2H1)]; (3.92)

� 2 =
1
D

[+2�R 2 2�J 2H2

+4� 2R1R2 1 2� 2J1H2(J1H2 � J2H1)]; (3.93)
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n � n (0:2) � n (2) � n (20)
0 � 0:95 � 1:18 � 0:09

� 1 � 0:09 1:00 � 0:21
� 2 � 10� 3 1:51 � 0:09
� 3 � 10� 6 � 0:87 � 0:23
� 4 � 10� 8 � 0:35 � 0:06
l(k) 13:64 11:37 0:73

Tabela 3.1: Valores de desvio de fase� n (k) e o comprimento de choque total
l(k) para k = 2, k = 0:2 e k = 20 . Os valores de para os raios e paras os
parâmetros dos potenciais s~ao os mesmos do exemplo contido na �gura 3.4.

� 2 =
2�R 1 1� (J1)2

D
; (3.94)

� 3 =
1
D

[2�R 1 1� (J1)2 + 2�R 2 2� (J2)2

+4� 2R1R2 1 2� 2J1J2(J1H2 � J2H1)]: (3.95)

Com o objetivo de visualizar a fun�c~ao de onda, foi feito um gr�a�co onde a

cor representa a densidade de probabilidade. Em todos os gr�a�cos sobre as

circunferências duplas foi utilizado~ = me = 1. Na �gura 3.4 foi escolhido

o n�umero de onda da plana incidentek = 2, e os raios do c��rculosR1 = 1 e

R2 = 2, e os parâmetros do potencial s~ao 1 = 1 e  2 = 2.

3.5.2 Comportamento assint�otico

Para determinar as grandezas relacionadas ao espalhamento, foi usada a

solu�c~ao exterior equa�c~ao (3.91), onde seus coe�cientes� 3 s~ao dados pela

equa�c~ao (3.95). O desvio de fase �e calculado usando a equa�c~ao (3.23). Usando

os valores obtidos para� l e as equa�c~oes (3.16), (3.15) �e poss��vel determinar o

comprimento de choque de espalhamentol. Usando o exemplo da �gura 3.4,

s~ao mostrados alguns valores para o desvio de fase e o comprimento de cho-
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que na tabela 3.1 para três valores dek. Foi feito um gr�a�co do comprimento

de choque diferencial para os mesmosk na �gura 3.5, foi truncada a s�erie da

equa�c~ao (3.11) emn = 4 para k = 0:2, n = 10 para k = 2 e n = 50 para

k = 20. Esses n�umeros de termosn s~ao diferentes pois foi notado que a s�erie

precisa de mais termos para convergir conforme escolhemos valores maiores

de k. Esse exemplo foi escolhido apenas para ilustar como �e calculado o des-

vio de fase e o comprimento de choque de espalhamento. Esse procedimento

ser�a repetido na subse�c~ao 3.5.4 sobre invisibilidade.

Figura 3.5: Gr�a�co do comprimento de choque diferencial para os n�umeros
de ondak = 0:2, k = 2 e k = 20. A s�erie foi truncada para os valores de
n = 5, n = 10 e n = 50, respectivamente. Os raios dos c��rculos s~aoR1 = 1 e
R2 = 2, os parâmetros dos potenciais s~ao 1 = 1 e  2 = 2.

3.5.3 Ressonância

Nessa subse�c~ao ser~ao apresentadas as condi�c~oes para a ressonância, para duas

paredes de contorno circulares quando 1 ! 1 e  2 ! 1 .
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3.5. M�ultiplas paredes de contorno circulares

Regi~ao interna

A dependência de 1 e  2 na equa�c~ao (3.89) est�a contida em� 1. Ser�a anali-

sado o comportamento de� 1 quando ambos os tendem ao in�nito.

lim
 1 !1

lim
 2 !1

� 1 = � 1 8 l 2 N; (3.96)

desde que sejam obedecidas as restri�c~oeskR1 6= zl;n ou/e kR2 6= zl;m , ondezl;n

e zl;m s~ao zeros da fun�c~ao de Bessel de ordeml. Portanto, na regi~ao interna

�a circunferência menor, cada termo da soma na equa�c~ao (3.89) cancela com

cada termo de� (r ) (equa�c~ao 3.79). Por outro lado, quandokR1 e kR2 s~ao

zeros da fun�c~ao de Bessel da mesma ordemp ent~ao� p = 0, ent~ao cada termo

da equa�c~ao (3.89) cancela um termo de� (r ), exceto para aqueles de ordem

p e � p. A solu�c~ao interna ent~ao se torna,

 1(r ) = i p exp(ip� )Jp(kr ) + i � p exp(� ip� )J� p(kr )

= 2 i pJp(kr ) cos(p� ): (3.97)

Regi~ao intermedi�aria

A fun�c~ao de onda da equa�c~ao (3.90) pertence �a regi~ao entre as duas circun-

ferências, ou sejaR1 < r < R 2. Os parâmetros do potencial 1 e  2 est~ao nos

coe�cientes� 2 e � 2. �E poss��vel determinar o limite para os dois coe�cientes.

Ao calcular o limite para� 2 tem-se como resultado o mesmo de� 1, por outro

lado o coe�ciente� 2 �e

lim
 1 !1

lim
 2 !1

� 2 = 0 8 l 2 N; (3.98)

para qualquer valor dek.
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Regi~ao externa

Essa terceira regi~ao �e a externa �a circunferência maior, e a fun�c~ao de onda

nessa regi~ao �e 3(r ). A mesma �e analisada ao tomar o limite dos parâmetros

tendendo ao in�nito, que possui a seguinte forma,

lim
 1 !1

lim
 2 !1

� 3 = �
Jl (kR2)

H (1)
l (kR2)

8 l 2 N; (3.99)

portanto a equa�c~ao (3.91) se torna,

 3(r ) = � (r ) �
1X

l= �1

Jl (kR2)

H (1)
l (kR2)

i l exp(il� )H (1)
l (kr ): (3.100)

A partir dessa equa�c~ao pode-se escrever sucintamente o desvio de fase,

� l =
1
2i

log

 

1 � 2
Jl (kR2)

H (1)
l (kR2)

!

; (3.101)

Note que o desvio de fase somente �e identicamente zero quandokR2 �e um

zero da fun�c~ao de Bessel. Isso ocorre porque esse termo da soma da fun�c~ao

de onda (modo ou autoestado do momento angular) �ca aprisionado dentro

da circunferência, na �gura 3.6 �e mostrado um gr�a�co de cores da fun�c~ao

de onda, de modo que o n�umero de ondak e os raios das circunferências

possuem a rela�c~aokR1 = z2;1, kR2 = z2;2 e k = 1. Nesse caso as express~oes

para a fun�c~ao de onda para as três regi~oes s~ao,

 2(r ) =  1(r ) = � 2J2(kr ) cos(2� ); (3.102)

e,

 3(r ) = � (r ) �
X

l6= � 2

Jl (kR2)

H (1)
l (kR2)

i l exp[il� ]H (1)
l (kr ): (3.103)

42



3.5. M�ultiplas paredes de contorno circulares

3.5.4 Invisibilidade

Nessa subse�c~ao s~ao apresentadas algumas condi�c~oes para tornar a circun-

ferência interna invis��vel. Nessa tese �e de�nida a invisibilidade como sendo

a incapacidade de discernir a forma do potencial baseando-se apenas na de-

tec�c~ao da onda espalhada long��nqua a atua�c~ao do potencial. Portanto, deseja-

se que a fun�c~ao de onda espalhada por duas paredes de contorno circulares

concêntricas seja idêntica (ou aproximada) �a onda espalhada por apenas

uma circunferência. Em outras palavras, a circunferência interna se torna

invis��vel para um detector posicionado longe da atua�c~ao do potencial. Os

dois casos que foram identi�cados, onde ocorre a invisibilidade, s~ao: quando

 1 =  2 ! 1 ou quando 1R1= 2R2 � 1.

Parâmetros in�nitos

Nessa etapa �e investigada a invisibilidade de paredes de contorno circulares

com os parâmetros in�nitos,  1 =  2 ! 1 . Ao analisar a condi�c~ao de res-

sonância,kR1 = zp;n e kR2 = zp;m simultaneamente, nota-se que a fun�c~ao

de onda �e exatamente a mesma que aquela espalhada por apenas uma cir-

cunferência tamb�em na condi�c~ao de ressonânciaKR 2 = zp;m . Isso pode ser

observado atrav�es das solu�c~oes para o espalhamento por duas circunferências

(equa�c~oes 3.97 e 3.100) e comparado com as solu�c~oes interna e externa para o

espalhamento devido �a presen�ca de uma �unica circunferência (equa�c~ao (3.67)

e (3.68)). Para exempli�car essa situa�c~ao s~ao apresentados dois gr�a�cos de

cores de densidade de probabilidade, ambas ilustram o espalhamento devido

a uma circunferência (�gura 3.7). Na �gura 3.7 a circunferência possui raio

igual ao da circunferência externa da �gura 3.6, que �eR2 = z2;2=k. Em

ambos os casos, tem-sek = 1, a circunferência interna possui raioR1 = z2;1.

Portanto pode-se observar que a circunferência interna �e completamente in-
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vis��vel para um detector situado longe da a�c~ao do potencial. Como as fun�c~oes

de onda s~ao idênticas �e imposs��vel distinguir ambos os casos.

�E importante salientar que isso ocorre pois a circunferência interna da

�gura 3.6 �e posicionada exatamente na regi~ao denominada de linha nodal.

Uma linha nodal �e uma curva que �e constitu��da de pontos onde a fun�c~ao de

onda se anula. Em ambas as �guras 3.6 e 3.7, as linhas nodais s~ao: as circun-

ferências com raios relacionados com os zeros da fun�c~ao de Bessel de ordem

dois, especi�camente o primeiro e segundo zeros; e as retas correspondentes

aos zeros da fun�c~ao angular cos 2� , que s~ao� = � �= 4.

Segunda condi�c~ao

A segunda condi�c~ao encontrada �e respons�avel por deixar a circunferência

interna \quase invis��vel", ou seja, as fun�c~oes de onda fora do potencial para

os dois casos s~ao numericamente pr�oximas. Tal condi�c~ao �e

R1 1

R2 2
� 1: (3.104)

Para mostrar tal a�rma�c~ao, deve-se dividir cada termo da equa�c~ao (3.95) por

( 2R2)2 e utilizar a rela�c~ao presente na equa�c~ao (3.104), ent~ao o coe�ciente

pode ser escrito como,

� 3 �
2�R 2 2�J 2

2

1 � 2�R 2 2�J 2H2
; (3.105)

que �e aproximadamenteun ( ). Note que� 3 �e o coe�ciente presente na onda

espalhada por duas circunferências eun ( ) �e o coe�ciente da onda espalhada

por uma circunferência apenas (equa�c~ao (3.56)). Para comparar ambos os

espalhamento, foi feito um gr�a�co de cores da densidade de probabilidade do

espalhamento por uma e duas circunferências. Os gr�a�cos est~ao presentes
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Figura 3.6: Gr�a�co de cores da densidade de probabilidade de uma fun�c~ao de
onda com n�umero de ondak = 1. As cores mais claras indicam valores mai-
ores de densidade de probabilidade, enquanto que o preto signi�ca densidade
de probabilidade nula. Os c��rculos possuem raiosR1 = z2;1=k e R2 = z2;2=k.
Os parâmetros do potencial s~ao considerados in�nitos, 1 =  2 ! 1 . Devido
�a ressonância observa-se que existe fun�c~ao de onda dentro das circunferências.

Figura 3.7: Gr�a�co de cores para a fun�c~ao de onda espalhada por uma cir-
cunferência com raioR = z2;2=k. Esse raio �e o mesmo valor do raio da cir-
cunferência externa da �gura 3.6. Para poder comparar com o caso de duas
circunferências, foi escolhido o mesmo esquema de cores e mesmo n�umero de
onda. Essa fun�c~ao de onda �e exatamente a mesma que aquela da �gura 3.6.
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nas �guras 3.8.a e 3.8.b, respectivamente. O n�umero de onda usado nesse

exemplo �e k = 2, o raio do c��rculo interno �e R1 = 1, o raio do c��rculo externo

R2 = 3, os parâmetros dos potenciais s~ao 1 = 0:5 e  2 = 3, de modo que a

raz~ao possui valor,
R1 1

R2 2
� 0:056� 1: (3.106)

Deve-se notar que foram feitos gr�a�cos de cores das densidades de proba-

bilidades para o caso fora da condi�c~ao de invisibilidade, que podem ser vistos

nas �guras 3.8.c e 3.8.d. Nesse caso, o de visibilidade, os raios s~ao exata-

mente os mesmo das anteriores, entretanto as constantes de intensidade do

potencial s~ao 1 = 1 e  2 = 0:5, fazendo com que a raz~aoR1 1=R2 2 � 0:6.

Com o objetivo de comparar as �guras 3.8.a e 3.8.b, foi calculada a diferen�ca

percentual entreD% a densidade de probabilidade fora dos c��rculos,

D% =
jj  o(x; y)j2 � j  3(x; y)j2j

M
; (3.107)

onde M �e o maior valor de j oj2. Na �gura 3.9 foi percebido que o maior

valor da diferen�ca percentual �eD% = 4:52%, portanto pode-se a�rmar que

as fun�c~oes de onda fora das circunferências s~ao pr�oximas. Foram calculados

os desvios de fase para cada caso, como pode ser visto na tabela 3.2. Na

quarta coluna da tabela pode ser vista a diferen�ca relativa percentual. A

mesma �e calculada atrav�es do m�odulo da diferen�ca dos desvios de fase e

dividida pelo desvio de fase relacionado a uma circunferência. Foi calculada

essa diferen�ca com o objetivo de veri�car o qu~ao pr�oximo o caso com duas

circunferência est�a do caso de uma circunferência. Nesse exemplo, pode-se

notar que a maior diferen�ca relativa percentual ocorre paral = 3, que possui

valor pr�oximo �a 9 :3%.
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Figura 3.8: Gr�a�co de cores da densidade de probabilidade. O raio das
circunferências externas das �guras a) e b) e as das �guras c) e d) valem
R2 = 3, enquanto que o raio interno das circunferências das �guras a) e c)
s~aoR1 = 1. Os potenciais da �gura a) possui parâmetros que pertencem
�a condi�c~ao de invisibilidade, fazendo com que a densidade de probabilidade
na parte externa �a circunferência se assemelhe a da �gura b). Em contraste,
os parâmetros referentes aos potenciais da �gura c) n~ao s~ao v�alidos para a
condi�c~ao de invisibilidade, ou seja, a densidade de probabilidade, na regi~ao
exterior �a circunferência maior, �e diferente daquela presente na �gura d).
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Figura 3.9: Gr�a�co da diferen�ca percentual D% calculada pela diferen�ca das
densidades de probabilidades dos espalhamentos presentes nas �guras 3.8.a
e 3.8.b. O cilindro em preto representa a circunferência.

3.5.5 M�ultiplas circunferências

Nessa subse�c~ao ser�a apresentada a solu�c~ao para a fun�c~ao de onda espa-

lhada por N circunferências. Nessa generaliza�c~ao paraN circunferências

concêntricas, ser~ao assumidas as nota�c~oes,

R1 < R 2 < ::: < R N ; (3.108)

e para as fun�c~oes cil��ndricas (Bessel e Hankel), ser�a usada a mesma que

a equa�c~ao (3.84), e para cada circunferência de raioRi �e associado um
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