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Resumo

Sao apresentadas soluwcees analticas da equacao de Lippmann-Schwinger
para diversos potenciais modelados como uma parede de contorno usando
o conceito de distribucao de nidos em curvas e superfcies. Foram obtidas
as soluwcees para a equacao de Lippmann-Schwinger para o espalhamento bi-
dimensional de uma onda plana por potenciais em forma de circunferéncia
e elipse, enquanto que em trés dimensees foi determinado o espalhamento
por uma barreira esferoidal. Atrawes do formalismo de potencial duplo foi
encontrada a solucao para o espalhamento bidimensional por um potencial

linear e por uma barreira arbitaria.
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Abstract

Analytical solutions of the Lippmann-Schwinger equation are presented for
several potentials modeled as a boundary wall using the concept of a dis-
tribution de ned in curves and surfaces. The solutions for the Lippmann-

Schwinger equation were obtained for the two-dimensional scattering of a
plane wave by potentials in the form of circumference and ellipse, while in
three dimensions the scattering by a spheroidal barrier was determined. Th-
rough the double potential formalism, a solution was found for two-dimensional

scattering over a linear potential and an arbitrary barrier.
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Captulo 1

Introdwcao

A Fsica dos processos de espalhamento e muito rica. Naepoca da velha
mecanica quantica Rutherford [1] investigou a estrutura atbmica por meio
do espalhamento de partculas sobre laminas de ouro. Franck e Hertz des-
cobriram os nveis atdbmicos de energia estudando o espalhamento de ektrons
por vapor de merairio, e na fsica de partculas elementares sao estudadas
colisees [2] em caamter teorico, enquanto que experimentalmente e investi-
gada a possibilidade de se criar novas partculase [3, 4, 5]. A ideia chave de
um problema de espalhamentoe analisar a interacao entre uma partcula li-
vre, chamada de progtil, quee larcada sobre um dado objeto chamado alvo.
Este alvo, por sua vez, pode ser outra partcula, umatomo, uma mokcula,

ou mesmo um objeto macrosmpico e todos eles sao modelados por meio de
um potencial. Depois que a interacao ocorre, a partculae espalhada em um
estado livre, que pode ser diferente do estado inicial, e esta alteracao nos per-
mite inferir grandezas fsicas como por exemplo: momento angular, energia,
polarizecao, intensidade e assim por diante. A natureza e a intensidade das
forcas envolvidas no processo podem ser avaliadas a partir das variacees nes-

tas grandezas. Em outras palavras, a estrutura interna, a forma e a poscao



de componentes do alvo, que sao na maioria das vezes inacessveis, podem ser
investigadas a partir dos dados coletados em um processo de espalhamento.

Esta metodologia encontra aplicacees em areas onde as interacees sao
conhecidas, como por exemplo na fsica atbmica, e emareas como a fsica
nuclear onde as interacees devem ser postuladas. A teoria do espalhamento
tamleme estudada como um tema da fsica-matenmatica, principalmente do
ponto-de-vista da aralise espectral e tamleem como uma ferramenta para
explorar a popria dindmica dos sistemas fsicos [6]. Fendmenos ionizantes,
por exemplo, sao importantes para se testar modelos de espalhamento oriun-
dos da fsica de poucos corpos [7]. Este efeito torna-se ainda mais relevante
guando sabemos que a interacao entre partculas carregadas com o tecido
humano e uma linha de pesquisa onde a fsica teorica tem um ponto de
contato com a fsica nedica. Assim, podemos armar categoricamente que
grande parte do conhecimento que temos a respeito do mundo micros@pico
foi conseguido atrawes da aralise e do estudo de processos de espalhamento.
Macroscopicamente, e nao apenas na Fsica, o espalhamento est presente
nos estudos de engenharia civil: construcao de uneis e aralise de risco em
trens de metr® [8]; em problemas aasticos e no espalhamento de ondas de
agua e na engenharia oceénica [9, 10]. Naarea de geologia ha estudos sis-
mobgicos importantes e tamkem na deteacao de defeitos em meios contnuos
[11, 12]. Existem tamkem, aplicacees promissoras como concentradores de
ondas deagua para produwcao de energia [13].

Fisicamente, a dindmica quanticae governada pelas equacees de Schredin-
ger, ou de Pauli, ou de Dirac, dependendo da energia envolvida no processo
e da preserca ou auséncia do spin. Estas trés equacoes sao equacees di-
ferenciais parciais: relacionam grandezas fsicas e suas derivadas em certos

pontos do espaco. Pode-se dizer que estae uma formulacao local da mecénica



guantica. Em 1950, B. Lippmann e J. Schwinger introduziram uma aborda-
gem global para os mesmos problemas e chegaram a uma equacao integral que
governa a dinAmica quantica. Esta equacao cou conhecida como equacao de
Lippmann-Schwinger (LS) [14] quee uma equeacao integral de Fredholm de
segunda especie [15, 16] cujo rucle&érne)e o produto da furcao de Green

do problema com o potencial espalhador. Nesta abordagem, uma grandeza
fsica  avaliada em um dado ponto se relaciona com uma integral dela
mesma multiplicada pelo rucleo da equacao. Assim, para calcular a furncao
de onda em um dado ponto do espaco devemos conhecer a sua integral em
um domnio pe-estabelecido.

Os estados fsicos de partculas sao representados por furcees de onda
gue podem ser classi cados de acordo com seu espectro de energia, quando o
espectro de energiae discreto o estado fsicoe denominado dstado ligado
engquanto que o espectro de energia contnuo de ne umstado de espalha-
mento.

Experimentalmente, a grandeza a ser medidae a secao de choque diferen-
cial (em trés dimensees) ou o comprimento de choque diferencial (em duas
dimensoes). Do ponto de vista teorico, a secao de choque (ou comprimento
de choque) pode ser obtida atrawes da furcao de onda do estado espalhago
como seR visto na secao 3.2. Do ponto de vista cronobgico, a teoria do espa-
Ihamento foi desenvolvida utilizando a onda plana(r) = exp(ik r) como
sendo a furcao que representa a onda incidente. Esse tipo de furcao nao
representa uma partcula pois ocupa todo o espaco e naoe normaliavel, ou
seja, nao pertencea um espaco de Hilbert. Um estado como o representado
pela onda planae chamado de estadimpoprio , justamente por nao repre-
sentar uma partcula. Portanto, a funcao de onda espalhada obtida atraves

da equacao de LS tamkem sela um estado impoprio. Para representar uma



partcula,e necessario que a funcao de onda que representa o estado seja nor-
maliavel, ou seja um estadopoprio, e com isso pode-se represent-lo por
RW(E) (E)exp( IEt)dE , onde (E)e a furcao de onda de um estado
impoprio e w(E) uma distribucao de energia. Nessa tese serao utilizados
apenas estados impioprios.

Quando as energias envolvidas no processo de espalhamento sao altas a
tcnica usuale conhecida como aproximacao de Born, no entanto, se uma
certa condcao envolvendo o momento inicial nao for satisfeita, a ®rie deixa
de ser convergente e deve-se recorrer a outras ecnicas como a expansao
em ondas parciais. Entretanto, se as energias envolvidas no problema nao
forem nem tao altas para justi car a aproximacao de Born, e nem tao baixas
para utilizar os desvios de fase das ondas parciais, a alternativae recorrer
a metodos nunericos. Belke [17] arma que muitas vezes a Fsica mais
interessante ocorre justamente nesta regiao de energias intermedarias.

Os trabalhos contidos nessa tese, nao necessitam de analisar previamente
a energia da partcula incidente. A nal as soluwcees aqui encontradas sao
analticas, portanto sao \alidas para todos os valores de energia. Soluwcees
exatas nao possuem a di culdade de se avaliar regiees de convergéncia, no
entanto solucees exatas da equacao de LS sao raras. Neste trabalho nosso ob-
jetivo sel construir uma metodologia para se obter estas solucoes para diver-
sas geometrias para o espalhamento de ondas planas por barreiras contnuas
modeladas como paredes de contorno, em duas e em trés dimensees. Mos-
traremos aplicacees dos resultados como no @lculo exato de secees e com-
primentos de choque, @lculo de ressonéncias e de condcoees de invisibilidade
de barreiras. A ideia principal sea obter autofurcees do operador integral
presente na equacao de LS e escrever a furcao de Green dos problemas como

uma expansao bilinear, que possui a propriedade de convergéncia uniforme.



Com isso temos os ingredientes necessarios para resolver a equacao de LS.
A estrutura da tesee a seguinte: no captulo 2 sao introduzimos o0s con-
ceitos da teoria das distribucees que sao fundamentais para o bom entendi-
mento do trabalho: de ncao, suporte, furcees teste, operacees de diferen-
ciacao e propriedades. De ne-se as paredes de contorno ao tratar de distri-
bucees escritas ao longo de curvas e de superfcies. No captulo 3e resolvida
analiticamente a eqauacao de LS para o problema do espalhamento de uma
onda plana por uma barreira circular do tipoboundary-wallmodelada com
distribucees delta de Dirac. No captulo 4e determinada analiticamente a
solwcao a equacao de LS para o problema do espalhamento de uma onda
plana por uma barreira elptica do tipo boundary-wallmodelada com distri-
bucees delta de Dirac mas onde a intensidad€s)e varavel. No captulo 5
e apresentado uma aplicacao desta metodologia para um problema que en-
volve dois potenciais: um do tipdoundary-walle outro externo que depende
linearmente de uma das coordenadas. No captulo 6e extendida a tcnica
de soluwcao da equacao de LS desenvolvida nos captulos 3 e 4 para um pro-
blema em trés dimensees espaciais. Neste captuloe resolvido analiticamente
0 problema do espalhamento de uma onda plana por uma barreira esferoi-
dal do tipo boundary-wall Finalmente, no captulo 7 conclui-se o trabalho e

apresentam-se as perspectivas futuras.



Captulo 2

Distribucees

O conceito de distribucao foi introduzido por Dirac em seus trabalhos semi-
nais sobre mecéanica quantica [19] na cecada de 1920. No entanto, apesar de
ser um conceito fundamental ele foi formalizado matematicamente em 1950
por Schwartz [20] que deu incio ao que se conhece hoje, em Matematica,
como teoria das distribucees. As distribucees sao objetos matematicos que
se assemelhama furcees, mas podem ter um casater singular, como a delta
de Dirac (X Xg). Elae amplamente utilizada em fsica e engenharias.
Um exemplo simples e a densidade de carggx) de partculas pontuais

(X) = g (X Xg), ou seja, em qualquer poscao do espaco6 Xo hao ha
carga, e se for efetuada a integracao em todo o espaco tem-se,

Z
(x)d"x = q; (2.1)

Rn

ondege a carga da partcula. Como pode ser visto nesse exemplo, a delta
de Dirac e uma otima ferramenta para representar singularidades. Nesse
presente captulo serao apresentados conceitos e de ncoees relevantes para o

entendimento das distribucees.



2.1. De ncoes

2.1 De ncoes

Para compreender o signi cado das distribuceese necessario apresentar al-
gumas de ncees primarias, tais como: suporte, furcees teste, furcees local-

mente integaveis e funcionais lineares.

2.1.1 Notaao multi-ndice

As derivadas parciais de ordem arbitaria com respeito a diferentes varaveis
serao utilizadas diversas vezes nesse captulo, portanto se torna evidente o
uso de uma notacao compacta para represent-las. Primeiramente considera-
se um conjunto ordenado d¢ rumeros inteiros nao-negativos representados
por m = (mg; my;::;;m;) de modo queimj = my + my + i+ m;, e a partir
disso de ne-se anesima derivada com respeito a diferentes varaveis como:
@

af = @fl@g‘z:::@g":

2.2)

Para elucidar a utilidade dessa notacao, sel escrita uma derivada de ordem
jmj = 6, sendo que ser tomada a segunda derivada parcial com respeito a

coordenadax, uma em relacao a e trés emz, portanto m = (2; 1, 3),

" @f
13 — G
@ @2@y@z 23)

2.1.2 Suporte

O suporte de uma furcadf , que \transforma”n rumeros reais em apenas
um rumero real,e de nido como o menor conjunto fechado \fora"def no
gual a furcao se anula. Rigorosamente podemos escrever, $ejJ&" ! Re

x 7! f (x), onde R"e o espaco real den dimensees, pode-se de nir 0 suporte



2.1. De ncoes

como,

supp(f) .= fx 2 R :f(x) 6 0g: (2.4)
Um exemplo simplese a furcao,

§ x 1

fx)=_22¢  1<x< 1;

3

cujo suporteesupp(f)=f 1 x 1g, ou seja, apesar da furcao ser nula

nos pontosx =1 e x = 1 eles tamkem sao considerados como parte desse
conjunto chamado de suporte. Os pontog = 1 sao o fechamento do

conjunto no qualf nao se anula.

2.1.3 Furcees teste

As furcees testef sao aquelas que possuem suporte em algum subespaco
de R", que possuem derivadas de qualquer ordem com respeito a qualquer
varavel, e que as derivadas dessas furcees tamkem possuam suporte em
algum subespaco deR". Em outras palavras, as furcees teste sao aquelas

que pertencem ao conjuntctél )(R”), como por exemplo,

f(x)=

eXP 1z x2 l1<x< 1:

%O X 1
i

1



2.1. De ncoes

2.1.4 Furcees localmente integaveis

Furcees localmente integraveis saouteis para de nir o funcional linear. Essas
furcees sao de nidas de forma que sua integral em um subespacdexista:

y
jf(x)j dx<1; (2.5)
K

ondeKe um subespeaco limitado deR". Enquanto essas furcees sao essenciais
para descrever um funcional linear, 0 mesmo nao pode ser dito para uma

distribucao. Essa a rmacao se tornam mais clara na secao 2.2.

2.1.5 Funcional linear

Um funcional linear (F)) e um mapeamento de uma furcao f() para um
rumero que pode ser complexo, ou sejé;él )(R“) 7! C. Esse mapeamentoe
de nido como 7

e fi= F (O)f (x)dx; (2.6)

R
ondehF; f ie um rumero complexo, F;(x)e uma furcao localmente integavel
ef (x)e a furcao na qual o funcional atua. Esse mapeamento deve satisfazer

duas condcees: a linearidade e a continuidade.

Linearidade:

H:|;(C1f]_+ szz)i = C]_H:|;f1i + Czl’F|;f2i (27)

Continuidade: Uma sequéncia de rumerds=; f,,i converge para¥;fi,

quando a sequéncia de furceés, converge pard . Podemos dizer que,

lim hF; fi = bF; lim fgic: (2.8)
m!l m!l



2.2. Distribucao

2.2 Distributcao

Foram apresentadas todas as de ncoees iniciais necessarias para o entendi-
mento do conceito de distribucao. A mesma pode ser representada de ma-
neira semelhante ao funcional linear, aunica difererca, entretanto,e o fato de
qgue F, nao precisa ser uma furcao localmente integavel. Quandge uma
furcao localmente integavel pode-se usar a equacao (2.6) para representar a
distribucao, e a mesmae chamada de distribucao regular. Por outro lado,
nao se deve usar a equacao (2.6) para o casd~@ao ser uma furcao local-
mente integavel, e tal distribucaoe chamada de distribucao singular. Um
exemplo de distribucao singulare aquela que posst, = (X Xg), onde

(X Xp)e a delta de Dirac. A delta de Dirac naoe uma furcao, mas sabe-se

quale o seu "efeito"quando integra-se com furcees teste:

hif i = f(Xo): (2.9)

E importante notar que em diversos livros-texto e apresentada a delta de

Dirac na forma 8
S 0 Xx6 Xg
(X XO) = S X (210)
-1 X=X
ou da forma, 7
h;fi= (X  Xp)f (x)dx; (2.11)

RN
ambas sao formas incorretas de representar uma distribucao singular. A pri-

meira (2.10)e usada de maneira pedagbgica apenas para introduzir aos novos
alunos o seu efeito devidoa integracao, enquanto que a segunda (2.11)e usada
devido a sua praticidade para efetuar @lculos. Nessa tese seila usada diversas

vezes essa segunda notacao ctcia com o intuito de agilizar os @lculos e por

10



2.2. Distribucao

ser uma pratica comum nas diversasareas da fsica.
Uma distribucao tamkem possui as duas condcees referentes ao funcional

linear, que sao a linearidade e a continuidade.

2.2.1 Propriedades

As distribucees possuem diversas propriedades interessantes, entretanto serao
descritas apenas aquelas relevantes para a compreensao da tese, tais como:

a derivecao e a generalizacao de furcao.

Derivacao unidimensional

Primeiramente sera descrito a derivacao de uma distribucao unidimensional
hE:fi, 7
ﬁ. f — dFl (X)
dx'= g dx

f (x)dx: (2.12)

Integrando por partes e levando em conta que as furcees teste possuem su-

porte compacto, ou seja,
1
F(x)f (x) . =0 (2.13)
X=

temos que a equacao (2.12) se torna,

Z

Fp - Fi(x)
R

dx’

dx) . _ LT
Sodx= Fig (2.14)

Pode-se repetir esse procedimento para determinar a derivada de ordene
uma distribucao,
dF df

dX”’f =( 1° FI;W ; (2.15)

11



2.2. Distribucao

e para isso vale lembrar que as derivadas das furcees teste tamkem possuem

suporte. Usando a delta de Dirac como exemplo:

d" (X Xo)
dxn

d"f (x)

fo=( 1y .
' ( ) dxn X=Xg

(2.16)

Derivacao multidimensional

O procedimento para descrever as derivadas com respeito a diferentes varaveis
e aralogo ao caso anterior, sendo assim, serl usada a equacao (2.15) como de-
ncao para a derivacao parcial. Atrawes de aplicacees sucessivas da derivada

parcial pode-se escrever,

h@Fi:fi =( 1)™h; @fi; (2.17)

onde me um multi-ndice.

Generalizacao de furcao

A distribuc-ao tamkeme conhecida por ser uma generalizacao do conceito de
furcao. Usualmente, uma furcag(x) pode ser descrita pelos seus valores
guandox varia em todo o seu domnio. Entretanto, a mesma furncao pode ser
descrita ao saber os valores devidoa integracao com todas as furcees testes

f (x), supondo uma furcao teste espec ca . (y) da forma,

=t xoy); (2.18)
podemos integra-las e tomar o limite de! O,

Z Z
m L 90) o () dy = lim, ' LI OOy dy=gx) (2:19)

12



2.3. Expansao em srie de deltas

a prova daultima igualdade pode ser encontrada na referéncia [21], teorema

7.7 e mgina 242.

2.3 Expansao em ®rie de deltas

A delta de Dirac e suas derivadas formam uma base no espaco de distri-
bucees, portanto pode-se expandir qualquer distribuca® (x) em termos

das derivadas das deltas.

D(x) = X ¢ Ox); (2.20)
i=0

ondec sao rumeros, que podem ser complexos, 8(x)e a iesima derivada
da delta de Dirac em relacao &, vale a pena destacar que quando= 0
nenhuma derivadae efetuada. Para conseguir obter os rumer@s que ca-
racterizam a distribucaoe necessario usar um procedimento muito comum
em relacao as ries, quee utilizar-se de condcees de ortogonalidade. Entre-
tanto, as furcees que sao ortogonaisas derivadas das deltas nao pertencem
ao espaco de distribucees, tais furcees sao as poténciaxdea condcao de
ortogonalidadee, Z,

Oe)xidx=( 1) il i; (2.21)
1

onde ;; e a delta de Kroenecker.

2.4 Distribucao ao longo de uma curva

Ser de nido uma distribucao ao longo de uma curva. Sej& uma curva

suave ed um elemento in nitesimal de comprimento, pode-se de nir uma

13



2.4. Distribucao ao longo de uma curva

distribucao ao longo de uma curva como,

z
b fic = . F(y)f (y)d: (2.22)

Parametrizando a curvaC por um vetor P(s) em R, pode-se escrever a

distribucao na curva como,
Z b

Fific=  F(o)f(y(e) O

ds

ds; (2.23)

onde a e b sao os extremos do parametrs. No captulo 3 sea utilizado
um potencial em duas dimensees que possui a forma de uma distribucao em

uma circunferéncia de raidR, quee parametrizada por,
P(s) = (Rcoss;Rsins): (2.24)

A distribucao usada para descrever o potenciale o produto de uma delta de
Dirac e uma furcao de intensidade de acoplamento,

Z,

V(I9Y=h;f i.= (s) (r° r(s)) f(r(s) Rds; (2.25)
0

onde a furcao teste sel o produto da furcao de Greed(r;r% com a furcao
de onda (r9. A mesma ideiae reproduzida no captulo 4 para descrever

um potencial em forma de elipse, quee parametrizada por,
a a . .
P(s) = zcosh ocoss;ésmh oSins ; (2.26)

portanto o potenciale escrito,

z q
V(% =4 i (s) (r° r(s)) f(r(s) g costt o cogsds; (2.27)
0

14



2.5. Distribucao ao longo de uma superfcie

note que nesse caso foi introduzido um fator 4 por conveniéncia, e a furncao

testef sela novamente o produto da furcao de Green e da furcao de onda.

2.5 Distribucao ao longo de uma superfcie

E possvel de nir uma distribucao em uma superfcie de maneira semelhante

a curva feita na secao anterior,

Z
hEfig = . F(y)f (y) dS(y); (2.28)

onde Se a superfcie onde esh presente a distribucao @S(y)e o elemento
de superfcie. Ser utilizada essa distribucao no captulo 6, para representar

uma casca esferoidal oblata.

zZz
V(%% 9= (u;v)
S

(° 9 (° W(* W

ds; 2.29
] (2.29)

onde Se uma casca esferoidal de nida por = 4, Je o Jacobiano, a furcao
de intensidade do potenciale escrita como(u; V) e o elemento de superfcie
e escrito como,

324
dsS= 7 (L+ 2)( 2+ u?) dudv: (2.30)

15



Captulo 3

O espalhamento e as solcees
para potenciais em forma de

circunferéncia

Neste captulo sema resolvida analiticamente a equacao de LS para o espa-
lhamento de uma onda plana por uma barreira circular modelada como uma
parede de contorno. Os resultados presentes nesse captulo foram basea-
dos em dois artigos, um sobre espalhamento por um crculo [22] e outro
gue esk submetido na revistalournal of Mathematical Physicscujo ttuloe
Exact Solutions for the Lippmann-Schwinger Equation in Two Dimensions
and Invisibility Conditions. Esse estudo foi motivado pelos trabalhos das re-
feréncias [23, 24, 25]. Enquanto que uma possvel aplicacao no ponto de vista
experimental,e estabelecer uma conexao entre 0 espalhamento quéantico e o
espalhamento de luz. De modo que experimentalmente pode-se utilizar de
um modulador espacial de luzLM- Spatial Light Modulator) para obter

um padrao de espalhamento que seja aralogo ao espalhamento quéantico. Tal

conexao que espera-se alcarcare a maneira de produzir uma nascara no

16



SLM que simula um potencial qualquer discutido nessa tese. A equacao que

caracteriza o espalhamento quanticoe a equacao de LS,
i i=j i+(E He i)W i (3.1)

onde Ho e o hamiltoniano da partcula livre, ¥ e o potencial e = 0*.
Utilizando-se da representacao de poscao para a furcao de onda espalhada
em um problema bi-dimensional, pode-se observar que a equacao anterior

torna-se, 7
()= T+ Go(rrVv(r) T(r)drS (3.2)
R2

onde *(r) = €X"e a onda plana incidente eGy(r;r%e a furcao de Green

relacionado ao problema da partcula livre [26],
Go(r;r9 = H g’ (kir r9); (3.3)

ondek = P 2mE=~2, = im=2~2e Hc(,l)(z) furcao de Hankel de primeira
especie e ordem zero [27E importante salientar que o potencial usado nessa

tesee escrito como uma integral de linha de uma delta de Dirac,

Z

V(¥) = ds (r r(s)) (s); (3.4
C

ondeCe uma curva arbitaria, podendo ser fechada ou abertar,(s)e o vetor
poscao na curvaC, e (s)e um parametro que representa a intensidade do
potencial. Substituindo esse potencial na equacao de LS e integrando na
poscao, 7

()= T+ . (5)Go(r;r(s)) " (r(s))ds; (3.5)

guee uma equacao integral para .

17



3.1. Equecao de Fredholm

3.1 Equacao de Fredholm

A equacao de LS (equacao 3.2) e uma equacao de Fredholm de segunda
especie quee de nida como,

Z
y(r)=f(r)+ K (r;r9y(r)drS (3.6)

onde e uma regiao de um espacoR", re um vetor no interior da regiao

f (r)e uma furcao conhecidaK (r;r%e denominada furcao rucleo kernel).

E uma equacao integral, ou seja, a furcag(r)e desconhecida. Levando em
consideracao os problemas bidimensionais de espalhamento, pode-se identi-
car que a regiao e o espaco bidimensionalR?, a furcao conhecidaf (r)

e a onda plana incidente (r), a furcao rucleo K (r;r%e o produto entre a
funcao de Green e o potencidBy(r;rYV(r9 e a funcao desconhecidg(r)e

a onda espalhada (r) a ser determinada.

3.2 Grandezas fsicas para problemas de es-
palhamento

Nessa secao, sela apresentada uma pequena revisao de algumas grandezas
fsicas para problemas de espalhamento que serao calculadas em outras secoes
[17], tais como o comprimento de choque e a amplitude de espalhamento.
Tambem serao mostradas a aralise de ondas parciais e o teoremaotico. Note
gue nessa tese 0s conceitos e as grandezas sao escritas levando em consi-
deracao apenas os casos bidimensionais, o que difere da grande maioria dos
livros-texto. Tais conceitos podem ser encontrados em [28, 29, 30], enquanto
gue uma comparacao direta com o caso tridimensional pode ser visualizada

em [25]. E importante notar que na teoria do espalhamentoe levado em con-
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3.2. Grandezas fsicas para problemas de espalhamento

sideracao o fato de que a onda espalhada a ser detectada est muito distante
da regiao onde o potencial atua, em outras palavras, e exigido do potencial
espalhador que,

rI!ilm V(r)=0; (3.7

entaoe considerada a forma assinbtica da funcao de onda,

_ gkr
e rHf( )P (3.8)
ondef e a amplitude de espalhamento k e o rumero de onda incidente
e e 0 angulo quek faz com o eixo horizontal, ele indica a direcao de
incidéncia da onda plana, vale salientar que o term%F no denominador
esh relacionado com a dimensionalidade. Pode-se de nir o comprimento de
choque de espalhamently quee o aralogo bidimensional da secao de choque

, como sendo, 7
| = —d; (3.9)

onde a derivadae denominada comprimento de choque diferencial e possui a
seguinte relacao,
dl

g jif ( )% (3.10)

Pode-se usar a aralise de ondas parciais, pois e util quando o potencial e
invariante sob rotacao. Entao a amplitude de espalhamento pode ser escrita

como,

fC )= expin( )lfn(k); (3.11)

ondef,(k)e de nido,

fa(k) = —exp i expli m(K)]sin m(K); (3.12)

4

||
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3.2. Grandezas fsicas para problemas de espalhamento

onde (k)e o desvio de fase, quee um angulo que mede o quao afastado a
solucao assinbtica da onda espalhada est da onda plana. O comprimento
de choque de espalhament que e o aralogo bidimensional da secao de

choque (de nida em um espaco tridimensional), possui as seguintes relecees,

Z,

1(K) = if ( )j%d (3.13)
0
X

= 2 jfa(k)j? (3.14)
n=1
X

= In(K); (3.15)
n=1

ondel, (k)e limitado pelo valor maximo 4 =k,

ln (k) = gsinz( ~(K)): (3.16)

Um caso importante dessa aralisee o teoremaoptico,
- r
h 1

[
. a k _
Re exp IZ f(0) = > 2—I(k), (3.17)

guee uma consequéncia imediata da conservecao do uxo de probabilidade.

Comportamento assinbtico

Ao obter a solucao analticae possvel relaciora-la com as grandezas de
espalhamento. Supondo que uma solucao seja descrita como,
)4 1
s(r)= (r)+ il exp(l YH® (kr); (3.18)

=1
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3.2. Grandezas fsicas para problemas de espalhamento

de modo que ;e um coe ciente. A partir dissoe utilizado o comportamento
assinbtico da furcao de Hankel,

r

H® (kr) %exp ikr IZ L. (3.19)

entao a furcao de onda pode ser escrita como,

0 o+ Z oy, (3.20)

onde a amplitude de espalhamentb( )e
f = r 2 | X [ ); 3.21
()= em 4 exp(l ); (3:21)

=1
e usando a aralise de ondas parciais pode-se obter,
r— .
f= %exp Tl : (3.22)
e comparando com a equeacao (3.12)e calculado o desvio de fase

_log(1+2 ).

5 (3.23)

guee uma comparacao direta entre o desvio de fase e a solucao analtica da

furcao de onda.
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3.3. Parede de contorno

3.3 Parede de contorno

Uma parede de contornoe de nida atraves de um potenciaV (r) de modo
que1 Z
V(¥) = ds (r r(s)) (s); (3.24)
C

onde Ce uma curva representada por uma circunferéncia de ralR e quee
parametrizada pelo vetorr(s),

r(s) = (Rcoss;Rsins); (3.25)

onde se um parametro que pertence ao intervalo [ ]. Entao para esse

caso, a equacao (3.5) se torna,

) = (n %+2 (3.26)

p
+R HY k r2+RZ 2rRcosé ) *(R;s)ds;
0

guee uma equacao de Fredholm de segunda especie cujo rucleoe,

p
HY k r2+ R?Z 2rRcos6 ) : (3.27)

Essa equacaoe resolvida atrawes da equacao de autovalor para um operador

integral, que sem explorada na subsecao 3.3.1.

3.3.1 Autofurcao de um operador integral

Considere o operador integrafF,

Z,

p
F= HY k r2+ RZ2 2rRcos6 ) ds; (3.28)
0
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3.3. Parede de contorno

guee essencial para determinar a solucao da equacao de LS, que pode ser re-
sumidamente escrita * = T+ F T, portanto sem calculada as autofurcees
desse operador integral,

Z,

F()= HY kp r2+ R2 2rRcos6 ) F(s)ds; (3.29)
0

onde F( )e a autofurcao' do operador integral, e o valor caracterstico
e 0 autovalore 1= . Utilizando-se da expansao de Gra (equacao 8.531 da
referéncia [31]),

p
HY k r2+RZ 2rRcosé ) = Jo(kr)HP (kR) (3.30)

b3
2 J(knHP (kR)cosl(s  ));

=1

ondeJ,(z)e a funcao de Bessel de orderhe escrevemos< R para encontrar
a solucao interna (para encontrar a solcao exterigr> R apenase necessrio
trocar r e R na equacao anterior). Entao podemos integrar (3.29) em relacao

a ,

B = 2 J okn)HP (KR)g + (3.31)
h Z, 72,
+2 Ji(kr)H® (kR) F(s)cosl(s )]dsd;
=1 o 0

R,

onde foi de nidogo =

F()d . Aintegral em no lado direito se anula,

portanto o,
1

0= &)
23 o(kn)HO (kR)

(3.32)

LE importante nao confundir a autofurcao do operador integral com a autofurcao do
Hamiltoniano, ambos nao sao necessariamente iguais.
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3.4. Solucao atrawes da expansao

guee o valor caracterstico o associadoa autofurcad~( ) = 1. O poximo
passo e encontrar os autovalores=1 e suas autofurcees correspondentes.
Para isso, multiplica-se a equacao (3.29) por cas() e integramos em

Zy L,

A
=2 m Jikr)HP(KR) F(s)cos[(s )]cos(m )dsd;
0 0

(3.33)
R
ondegn, = 02 F( )cos(m )d . Utilizando-se da brmula de soma de arcos e

da relacao de ortogonalidade,

Z 2 Z 2
cos((s ))cos(m )dds = g m; (3.34)
0 0

entao a equecao torna-se,
On =2 0m me(kl’)Hr(nl)(kR); (3.35)

portanto o autovalor 1= , associado com a autofurncao cas()e dado por,

1

m = . 336
23 m(kn)H® (kR) (3.36)

O mesmo autovalore encontrado ao multiplicar a equacao (3.29) por sim()
e integrar em . Entao esse mesmo autovalore associado a sm(), i.e.,e

degenerado.

3.4 Solwcao atraes da expansao

Nessa subsecao sem resolvida a equacao de LS usando as autofurcees do
operador integral. Essas autofurcees formam um conjunto completo, que

e exatamente a base usada na srie de Fourier. Portanto, sela efetuada a
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3.4. Solucao atrawes da expansao

expansao em <rie de Fourier para as furceese

%

(f) = a"g) + 7 ay(r)cosn )+ by(r)sin(n ): (3.37)
n=1
%

(f) = Cog) + 7 cy(r)cosh )+ da(r)sin(n ) (3.38)
n=1

onde (¥)e a onda plana incidente. Pode-se determinar 0s coe cienteg, ¢,
e d, usando relacao de ortogonalidade entre as furcees seno e cosseno, assim
como a representacao integral das furcees de Bessel | integral de rumero

2.5.40.10 da referéncia [32] |
z

a+2
exp(iz wsinz)dz=2J (w); (3.39)

a

ondejarg(z)j < e 2 Z. Aonda plana incidente pode ser escrita como,
(¥r) =exp (iR +) = exp[ikr cos( )E (3.40)

onde e o angulo entre a direcao positiva do eixx e o vetor de ondak.
Entao os coe cientes da srie de Fourier podem ser calculados,

Z,

Co(r) = 1 exp [(ikr cos( )d = 2Jq(kr); (3.41)
0

Z,

C(r) = 1 exp [ikr cos( )Jcosth )d =2i"J,(kr)cos(h ); (3.42)
0

Z
dn(r) = 1 i exp [ikr sin( )Jcosih )d = 2i"( 1)"J,(kr)sin(n ):
0

(3.43)
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3.4. Solucao atrawes da expansao

Entao, para encontrar os coe cientes da expansao na equacao (3.37),e subs-

titudo na integral da equacao (3.26),

Z, p
HY k r2+ RZ 2rRcos6 ) (R;s)ds = (3.44)
0
s
- a;(Fj) + in[an(R)cos(n )+ b (R)sin(n )];

n=1

entao sao encontrados 0s coe cientes da srie de Fourier da furcao de onda

a(r) = Go(r)+2 Ra o(R)Jo(kr)H (kR); (3.45)
assim como,

an(r)= c(r)+2 Ra ,(R)Jn(kr)HY (kR); (3.46)
e,

bh(r) = do(r)+2 Ra ,(R)Jn(kr)H® (KR); (3.47)

avaliando a equacao (3.45) em = R e usando (3.41),

!
2 RJ o(kR)HP(kR)

ao(r) =2Jo(kr) 1+ (3.48)
° 1 2 RI JkRHP(KR)
e repetindo o mesmo procedimento acima, tem-se,
(1) !
1
a,(r)=2i"J,(krycosn 1+ 2 RJ_a(kR)Hi"(kR) (3.49)

1 2 RJ (KR)HS(KR)

!

2 RJ (kR)H{P(KR)

1 2 RJ (KR)HS(KR)
(3.50)

bh(r) =2i"( 1™ . (kr)sin(n ) 1+
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3.4. Solucao atrawes da expansao

Para a regiao exteriory > R ,e modi cada a equacao (3.30),

H K TR 2R cos6 ) = Jo(kR)H (kr) (3.51)
)4 1
+2 J(KR)HM (kr)cosl(s )I;
=1

e aplica-se a metodologia de forma araloga de modo que sao obtidos os

coe cientes da srie de Fourier para a furcao de onda,

2 RJ §(kR) H(()l)(kr)- ; (3.52)

=2 Jo(k
(") o TR o(kR)HD (kR)
!
Can 2 RJ 2(kR) _
a,(r)=2i"coshh ) Jn(kr)+ T 2 Ry n(kR)Hr(\l)(kR)H’gl)(kr) ;
(3.53)
e
!
oing e 2 RJ 2(kR) .
b(r)=2i"( )™t sin(n ) Jn(kr)+ R n(kR)Hél)(kR)Hr(‘l)(kr) ;
(3.54)
De nindo w,( ),
2 RJ L (KR)HP(KR)
W)= TS R H(KR)HY (kR) (3.55)
eun( ),
_ Wn()In(kR)
Un( )= HO (R) (3.56)
E possvel escrever a solucao interior como,
b3
(r) = Jo(kr)[L+ wo( )]+2  i"JIn(kr)[1+ wn( )lcosh( +( 1)" )I;
" (3.57)
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3.4. Solucao atrawes da expansao

enquanto que a exteriore

R
(r) = Jo(kr)+ up( YHP(kr)y+2 i Ja(kr) + ug( YHP (kr)
n=1

cosh( +( 1)" )]: (3.58)

Note que o potenciale invariante sob rotacao, portanto o espalhamento ocorre
de maneira semelhante para qualquer angulo de incidéncia Tendo isso em
mente, pode-se escolher o angulo de incidéncia= 0, com ounico objetivo

de simpli car a solucao. Observe tamkem que os termos dos somabrios sao

pares com relacao ao ndice, ou seja,
i "J n(kr) = i"J,(kr); (3.59)

e 0 mesmo vale parav,( ) e u,( ). Por m as solucees se tornam,

b3
(r)= i"Jn(kr)[1+ wn( )exp(in ); (3.60)

n=1
para a parte interna, enquanto que para a parte externa,

b3
(r) = i" Jo(kr)+ un( YHO (kr) exp(n ): (3.61)

n=1
3.4.1 Comparaao

E feita a comparacao entre a solucao analtica e a nunerica com o objetivo de
veri car se a solucao encontradae a correta. Entaoe utilizado o nmetodo de
paredes de contorno (BWM) do apéndice A, por ser um netodo que fornece
resultados conaveis [33]. O netodo nunerico foi implementado naoftware

Mathematica a m de reproduzir as solucees nunericas.
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3.4. Solucao atrawes da expansao

Figura 3.1: O espalhamento de uma onda plana incidente por uma barreira
circular (circunferéncia preta). Na esquerdae mostrada a densidade de pro-
babilidade calculada usando as soluwcees exatas (3.57) e (3.58). Na direita
e apresentada a densidade de probabilidade calculada usando o netodo de
paredes de contorno. A constante de acoplamento= 2 e a curva foi divida

em 100 partes e pode-se observar que a furcao de onda atravessa a barreira.

A solucao exata sela comparada com a nunerica, nessa subsecao, atrawes
de alguns exemplos. Foi escolhido= m =1 e o raio da circunferéncidR = 1.
No netodo nunerico, a barreira foi dividida emN = 100 partes e na solucao
analtica ros truncamos a ®rie em 50 termos. As furcees foram normalizadas
sobre seus valores nmaximos. Entao, no primeiro exemplo, escolhemes?2
e a direcao de propagacao da onda plana incidente da esquerda para a direita
(direcao +x), ou seja, =0 com o rumero de ondak;.; = z;.1=R, ondez,n,
e 0 mesimo zero da furcao de Bessdl,(z). Na g. 3.1, pode-se notar dois
gl cos de cores, que mostram a furcao de onda devido ao espalhamento
pela barreira. Tais furcees foram obtidas atrawes do netodo nunerico e
atraes da soluwcao analtica. Pode-se observar um excelente acordo entre 0s
dois casos. Com o0 objetivo de veri car esse excelente acordo, foi calculado
(ponto a ponto) o modulo da difererca entre os nodulos quadrados das duas

soliceesjj 2 j nj?%, € 0 maior valor encontrado foi de:07, onde . e ,
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3.4. Solucao atrawes da expansao

Figura 3.2: Gr co da densidade de probabilidade para uma onda plana
incidente espalhada por uma barreira circular impenetavel. Na gura da
esquerda esh presente a solucao exata enquanto que a da direita est presente
a nunerica usando o netodo de paredes de contorno. Em ambos 0s casos o
rumero de ondae k;.; = z;.,=R e se propaga para a direita. Aqui pode-se
observar o tunelamento. A maior difererca entre ambas as soluwceese dé.0
Aqui foi usado~= m =1, R =1 e a barreira foi divida em 300 partes e 0
domnio em uma malha de 101 101.

sao0 as soluwcoees das furcees de onda analtica e nurrerica respectivamente.

Ressonancia e Tunelamento

Em um segundo e terceiro exemplo foi estudado o caso onde o potencial ao
longo da barreirae innito ( !'1 ), ou seja a barreirae impenetavel. Ao
escolher o valor do rumero de onda relacionado com um zero da furcao de
Bessel de ordenp da formakpm = z,,m=R,e possvel observar que o termo

W () =0, enquanto que todos os 0s outros termos sao,

wh( )= 1 8n6 p: (3.62)
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3.4. Solucao atrawes da expansao

Isso signi ca que, dentro da circunferéncia, apenas os termos de ordemao

se anulam, como por exemplo o casg.,m = Ki.1, que possui solcao interna,
. Z1.4r
(r; )=2iJ, % cos (3.63)

Essa solucaoe a mesma para o problema de uma partcula con nada em paco
circular in nito, quando o valor esperado do momento angulare zero. Em

outras palavras,e uma superposcao de autoestados
n)y=J == € +J; = el: 3.64
(n)=d % o (3.64)

Observa-se entao que o efeito de tunelamento ocorre somente quando o
rumero de onda da onda plana incidente coincide com uma autoenergia
de uma partcula con nada em um paco circular in nito de modo que sua

soluwcao (interna)e,
(; ) =2iPJy (Kpmr)cosp : (3.65)

A comparacao para esse caso pode ser observada usando as duas solucees
exata e nunerica na gura 3.2.

Quando e alterado o rumero de onda para um valor diferente daquele
associadoa autoenergia de uma partcula con nada em um paco de potencial
circular in nito, a furcao de onda se anula. Entao, quando o rumero de onda

obedece a relaca&R 6 z,,, tem-se que,
Ililm wh( )= 1 (3.66)

para todos osn inteiros. Na gura 3.3 esh presente um ga co de densi-

dade de probabilidade, onde foi considerada a onda plana tendo o rumero
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3.4. Solucao atrawes da expansao

Figura 3.3: Gra co de cores da densidade de probabilidade de uma onda
plana que foi espalhada por uma circunferéncia. Na guraa esquerda esa

presente a solucao analtica enquanto que a da direita est presente a solucao
nunerica usando o netodo de paredes de contorno. Note que, para o rumero
de ondak = 4, a solucao exata possui valores nulos dentro da barreira,

enguanto que na soluc-ao nunerica existem pequenos valores na parte interna.
Nesse caso dividimos a barreira em 300 partes e o domnioe uma malha de
101 101.

de onda diferente de um zero da Bessel. Por esse motivo, a densidade de
probabilidade da solucao exatae nula dentro da barreira. Com o objetivo de
veri car essa soluwcao, foi dividida a barreira em 300 segmentos e foi calculada
numericamente a solwcao. A difererca entre as densidades de probabilida-
des das duas solwcees (exata e nunerica) e menor queédb, um resultado
gue con rma a exatidao da solucao analtica. Por m, esse exemplo ilustra
que a solucao encontradae a exata. Para futuras comparacees serao escritas
as solwcees interna e externa para o caso da circunferéncia na condcao de
ressonancia,

i(; ) =2iPJ; (kp:mr)cosp ; (3.67)
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3.4. Solucao atrawes da expansao

onde ;e a furcao de onda interna, enquanto que o,

X o In (ko)

O () ORI (3.68)

olr; )= (1)
né p

e a solucao da parte externaa circunferéncia. Tamkeme possvel encontrar
as solwcoees usando a furcao de Green total do problema, quee a furcao de
Green envolvendo o potencial. Tal procedimentoe apresentado na subsecao

seguinte.

3.4.2 Furcao de Green total

Uma outra maneira de obter a solcao analticae atrawes da seguinte equacao,

z
)= f(n+ GV T (r9ar (3.69)
R2

onde G(r;r%e a furcao de Green do problema envolvendo o potencial que
pode ser obtida atraves de uma equeacao integral para furcees de Green [34,
35, 36, 37],

Z
G(r;r9 = Go(r;r9 + Go(r; rOV (rYG(r®r%d?r % (3.70)

R

Nota que, a equacao (3.70) tamkeem e uma equacao integral, onde o que
queremos encontrare oG(r;r9, enquanto que o potenciale conhecido e a
funcao Goy(r; r%e a furcao de Green relacionado com o problema da partcula
livre equacao (3.3), e o potenciaV/ (r%e referentea circunferéncia,

(r® R) (% s)
50 ds:

V(%= R (3.71)
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

Para resolver a equacao integral, foi utilizada a expansao de Gra (equacao

(3.30) quee idénticaa seguinte equacao),

ps L .
Go(r;r9 = Jikr HHO (krs)e € 9, (3.72)
=1
onder. =min[r;r9, r» = max[r;r9, e foi substituda dentro da integral, de
modo que a equacao se torna
W Z
G(r:r9 = Go(r;r%+R Ji(kr o< )HD (kr s )€l e ®G(R;s;r® 9ds;

=1

(3.73)
onder,« = min[r;R], ro> = max[r;R]. Ambos os lados da equacao pode
ser multiplicada pore " e sao integrados, com respeito ade ae ,e

avaliado emr = R, desse modo pode-se isolar a integral e obter

Z .
2 J m(kra)HS (kres)e ™

e ™G(R;s;r% 9ds=
1 2RJ n(kRH¥ (KR)

(3.74)

ondersc = Min[r%R] ers- = Max[r%R]. Finalmente, o resultadoe

2 R Ji(kra ) HP (kros ) di(krs ) HP (krss) i o,

G(r;r) = Go(r;r)+2
(r;r9 = Go(r;r9+2 R . 1 2R J (kRHP(kR)

(3.75)
Com essa furcao de Green pode-se encontrar o0s mesmos resultados, presentes

nas equacoes 3.60 e 3.61, substituindo-a na equacao (3.69).

3.5 Miltiplas paredes de contorno circulares

Nessa secao sem calculada a furcao de onda devido ao espalhamento por

nultiplas Paredes de Contorno Circulares. Primeiramente, sela mostrada
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

a solwcao, para duas circunferéncias concéntricos, e depois sela discutido
o efeito de ressonéancia e o de invisibilidade e suas conexees com as linhas

nodais.

3.5.1 Solwcao para duas circunferéncias

As duas barreiras sao circunferéncias concéntricas de raiyse R,, e pos-
suem a constante de acoplamentq e », respectivamente. Por simplicidade
assumimosRk; < R ,. Portanto, o potencial pode ser descrito como,

Z 4

V(r)= . ds; (r r(sy)) 1+ . ds, (r r(s2) 2 (3.76)

quee 0 mesmo que,

Z 0 Z 0
S S
V(r(ﬁ =Ry, (ro R]_)%dS'f' R, » (ro Rz)%ds:
(3.77)
Substituindo esse potencial na equacao de LS,
z
(N = (M+ R HPKr r(s)i) (Rus)ds, (3.78)

ya
+ Ry HP (K r(s2)j) (Raisp)dsy:

Como foi visto no caso de uma circunferéncia, as furcees seno, cosseno e
constante sao autofurcees do operador integral, portanto expandir as furcees
em <rie de Fouriere um bom procedimento para resolver essas equacoes
integrais. Expandindo e em rie de Fourier,

b3

(r) =exp (ikx) = i'J(kr)exp(l ): (3.79)
1= 1
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

b
(r)= a(ryexp(l ); (3.80)

=1
R
ondeg(r)=(1=2) (r)exp( il )d , e afurcao de Hankele substituda

pela expansao de Graf, equacao (3.72), o que torna a equacao (3.78),

a(r) = 2i'J(kr)+2 Ry 1 ¢ (Ry)Ji(kric)H® (krys) +
+2 R 5 2 € (Ro)Jy(Kra< )H® (kros):; (3.81)

para chegar na equacao acima, foi multiplicado por exp e integrado de
0 a 2. Os sub-ndices na varavel r signicamri< = min[R;;r] eri< =

max [Rj;r]. Para resolver a equacao (3.81), o coe cienig(r)e avaliado em
R:ieR,

a(Ry) = 2i'J3(kRy)+2 Ry 1 ¢ (R)J(KR)H®P (kRy) +
+2 R 5 5 ¢ (R2)J(KR)H M (KRy); (3.82)
a(R2) = 21 '3(kR2)+2 R 1 ¢i(R1)J(kR1)HD (kR,) +

+2 R 5 2 ¢ (R2)J)(KR2)H™ (KRy): (3.83)

Com o objetivo de facilitar a escrita e a visualizacao das equeacees, e intro-

duzido uma nova notecao,

JkR) =3 HOP®KR) = H; (3.84)
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

e portanto tem-se um sistema de equacoees paidR;) e ¢(R>),

0 10 1 0 1
@1 2R1 1J1H1 2R2 2J1H2 A@CI(R:L)A:@ZIIJ:L

A (3.85)
2R 1 1J1H> 1 2R, 32J3H; a(R2) 2i'3,

Resolvendo esse sistema pacdR1) e ¢(R>),

i
a(Ri1) = %; (3.86)
il
G(Ry) = '5[J2+2 Ry ,J1(0Hy JoH): (3.87)

e D e o denominador

D =1 2R11J1H1 2R22J2H2
4 *RiRy 1 2 2J1H2(31Hz  JoHy): (3.88)

Esse denominador e o determinante da matriz 2 2 da equacao (3.85).
Dessa forma, pode-se substituig;(R;) e ¢(R;) na equacao (3.81) para en-
contrar a solucao. Portanto, sela escrita a funcao de onda em trés regiees,
dentro da circunferéncia menor (;), na regiao intermedaria ( ;) e fora da

circunferéncia maior ( 3),

X
()= (r)+ A4 exp(l )Ji(kr); (3.89)
I=1
X h i
oA(r)= (r)+ i'exp(l ) 2di(kr)+ HP(kr) ; (3.90)
I=1
X
s(r)= (r)+ si' explil JH® (kr); (3.91)

=1
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

Figura 3.4. Gr co de cores da densidade de probabilidade, de modo que
as cores mais claras representam 0os maiores valores enquanto que as mais
escuras 0os menores valores. Os raios dos crculos Rac=1 e R, =2, e 0s
parametros do potencial sao; =1 e , =2. O rumero de onda da onda
plana incidentee k = 2.

onde 0s coe cientes ;; »; »; 3 foram obtidos substituindog(R;) e g(R>)

na equacao (3.81),

1
1 = 5[2R1 1J1H1+2 R 2 2JoH>
+4 2RiRy 1 2 2J1Ho(JiH,  JoHY)I; (3.92)

1
2 = 5["‘2 R> 2JoH,
+4 2RiR; 1 2 2JiHo(J1Ho  JoH)); (3.93)
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

n  a0:2) a2 n(20)
0 0:95 1:18 0:09
1 0:09 100 0:21
2 103 151 0:09
3 10 © 0:87 0:23
4 10 8 0:35 0:06
(k) 1364 1137 Q73

Tabela 3.1: Valores de desvio de fasg(k) e o comprimento de choque total
(k) parak =2, k =0:2 ek =20 . Os valores de para os raios e paras 0s
parametros dos potenciais sao os mesmos do exemplo contido na gura 3.4.

= 2R 11 (31)%,

3.94
D ; (3.94)
1
3 = 5[2R1 1 (J1)?+2 R 2 (J2)2
+4 2RiRy 1 5 2J13x(J1Hy  JoHY)]: (3.95)

Com o objetivo de visualizar a furcao de onda, foi feito um gia co onde a
cor representa a densidade de probabilidade. Em todos os ga cos sobre as
circunferéncias duplas foi utilizado~- = me = 1. Na gura 3.4 foi escolhido

o rumero de onda da plana incident&k = 2, e os raios do crculosR; =1 e

R, = 2, e os parametros do potencial sao, =1e ,=2.

3.5.2 Comportamento assinbtico

Para determinar as grandezas relacionadas ao espalhamento, foi usada a
solucao exterior equacao (3.91), onde seus coe cienteg sao dados pela
equacao (3.95). O desvio de fasee calculado usando a equacao (3.23). Usando
os valores obtidos para, e as equacoes (3.16), (3.15)e possvel determinar o
comprimento de choque de espalhamentoUsando o exemplo da gura 3.4,

sao mostrados alguns valores para o desvio de fase e o comprimento de cho-
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

gue natabela 3.1 para trés valores de Foi feito um ga co do comprimento

de choque diferencial para os mesmisa gura 3.5, foi truncada a rie da
equacao (3.11) ertn = 4 para k = 0:2,n = 10 parak = 2 e n = 50 para

k = 20. Esses rumeros de termosa sao diferentes pois foi notado que a srie
precisa de mais termos para convergir conforme escolhemos valores maiores
de k. Esse exemplo foi escolhido apenas para ilustar comoe calculado o des-
vio de fase e o comprimento de choque de espalhamento. Esse procedimento

sel repetido na subsecao 3.5.4 sobre invisibilidade.

Figura 3.5: Gia co do comprimento de choque diferencial para os rumeros
de ondak = 0:2, k =2 e k = 20. A =rie foi truncada para os valores de
n=>5, n=10 en =50, respectivamente. Os raios dos crculos sd®, =1 e
R, = 2, os parametros dos potenciais saq =1e ,=2.

3.5.3 Ressoné&ncia

Nessa subsecao serao apresentadas as condcoes para a ressonancia, para duas

paredes de contorno circulares quanda!1 e ,!1
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

Regiao interna

A dependéncia de ; e ; na equacao (3.89) esh contida em ;. Sel anali-

sado o comportamento de ; quando ambos os tendem ao in nito.
im Iim ;= 1 812N; (3.96)
111 211

desde que sejam obedecidas as restrc&&s 6 z., ou/e kR, 6 z.,, ondez;,

e z.m, Sao zeros da furcao de Bessel de ordenPortanto, na regiao interna

a circunferéncia menor, cada termo da soma na equacao (3.89) cancela com
cada termo de (r) (equacao 3.79). Por outro lado, quand&R; e kR, sao
zeros da furcao de Bessel da mesma orderantao , = 0, entao cada termo

da equacao (3.89) cancela um termo de(r), exceto para aqueles de ordem

pe p. Asoluao interna entao se torna,

1((r) = iPexp(ip )Ip(kr)+ i Pexp( ip )J p(kr)
= 2iPJy(kr)cosp ): (3.97)

Regiao intermedaria

A furcao de onda da equacao (3.90) pertencea regiao entre as duas circun-
feréncias, ou seji&R; <r <R ,. Os parametros do potencial; e , estao nos
coe cientes , e ,. E possvel determinar o limite para os dois coe cientes.
Ao calcular o limite para , tem-se como resultado o mesmo dg, por outro

lado o coe ciente ,e
im lim ,=0 812N; (3.98)
111 211

para qualquer valor dek.
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

Regiao externa

Essa terceira regiaoe a externaa circunferéncia maior, e a furcao de onda
nessa regiaoe 3(r). A mesmae analisada ao tomar o limite dos parametros

tendendo ao in nito, que possui a seguinte forma,

im lim 5= J('l()k—R"‘) 812 N: (3.99)
111 211 HI (kRz)
portanto a equacao (3.91) se torna,
()= (1) Ji(kR2) i exp(l YH® (kr): (3.100)

, HP(kR2)

A partir dessa equacao pode-se escrever sucintamente o desvio de fase,

!
Ji(kRy)

R 3.10
H® (kRy) (8101

= i.log
2
Note que o desvio de fase somentee identicamente zero quakéRze um
zero da furcao de Bessel. I1sso ocorre porque esse termo da soma da furcao
de onda (modo ou autoestado do momento angular) ca aprisionado dentro
da circunferéncia, na gura 3.6e mostrado um ga co de cores da furcao
de onda, de modo que o rumero de ondl e os raios das circunferéncias
possuem a relaca&R; = z,1, kR, = 75, ek = 1. Nesse caso as expressoes

para a furcao de onda para as trés regiees sao,

o(r) = 1(r) = 2J(kr)cos(2); (3.102)

® X
= kR I TH® (kr): 3.103
3(r) (r) . ZHI(l)(kRZ)I eXpI] ]HI ( r)' ( A )
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

3.5.4 Invisibilidade

Nessa subsecao sao apresentadas algumas condcees para tornar a circun-
feréncia interna invisvel. Nessa tesee de nida a invisibilidade como sendo

a incapacidade de discernir a forma do potencial baseando-se apenas na de-
teacao da onda espalhada longnqua a atuacao do potencial. Portanto, deseja-
se que a furcao de onda espalhada por duas paredes de contorno circulares
concéntricas seja idéntica (ou aproximada) a onda espalhada por apenas
uma circunferéncia. Em outras palavras, a circunferéncia interna se torna
invisvel para um detector posicionado longe da atuacao do potencial. Os
dois casos que foram identi cados, onde ocorre a invisibilidade, sao: quando

1= 2!1 ouquando ;R;=,R, 1.

Par&metros in nitos

Nessa etapae investigada a invisibilidade de paredes de contorno circulares
com os parametros innitos, ; = ,!1 . Ao analisar a condcao de res-
sonancia,kR; = z,, e kR, = z,, simultaneamente, nota-se que a furcao
de ondae exatamente a mesma que aquela espalhada por apenas uma cir-
cunferéncia tamkem na condcao de ressonanckR ; = z,,. Isso pode ser
observado atrawes das solucees para o espalhamento por duas circunferéncias
(equacees 3.97 e 3.100) e comparado com as solucoees interna e externa para o
espalhamento devidoa preserca de umaunica circunferéncia (equacao (3.67)
e (3.68)). Para exempli car essa situacao sao apresentados dois ga cos de
cores de densidade de probabilidade, ambas ilustram o espalhamento devido
a uma circunferéncia (gura 3.7). Na gura 3.7 a circunfer&ncia possui raio
igual ao da circunferéncia externa da gura 3.6, que &R, = z,,=k. Em
ambos os casos, tem-de= 1, a circunferéncia interna possui raidR; = Z,.1.

Portanto pode-se observar que a circunferéncia internae completamente in-
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

visvel para um detector situado longe da acao do potencial. Como as furcees
de onda sao idénticase impossvel distinguir ambos 0s casos.

E importante salientar que isso ocorre pois a circunferéncia interna da
gura 3.6 e posicionada exatamente na regiao denominada de linha nodal.
Uma linha nodale uma curva quee constituda de pontos onde a furcao de
onda se anula. Em ambas as guras 3.6 e 3.7, as linhas nodais sao: as circun-
feréncias com raios relacionados com os zeros da furcao de Bessel de ordem
dois, especi camente 0 primeiro e segundo zeros; e as retas correspondentes

aos zeros da furcao angular cos2que sao = =4,

Segunda condcao

A segunda condcao encontrada e responsavel por deixar a circunferéncia
interna \quase invisvel", ou seja, as furcees de onda fora do potencial para

os dois casos sao numericamente poximas. Tal condcaoe

R11
R22

1: (3.104)

Para mostrar tal a rmacao, deve-se dividir cada termo da equacao (3.95) por
( 2R,)? e utilizar a relacao presente na equacao (3.104), entao o coe ciente

pode ser escrito como,

2R, ,J 2
1 2R, 2 JH,

(3.105)

guee aproximadamenteu,( ). Note que 3e 0 coe ciente presente na onda
espalhada por duas circunferénciaswg( )e o coe ciente da onda espalhada
por uma circunferéncia apenas (equacao (3.56)). Para comparar ambos 0s
espalhamento, foi feito um g& co de cores da densidade de probabilidade do

espalhamento por uma e duas circunferéncias. Os gl cos estao presentes
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

Figura 3.6: Gia co de cores da densidade de probabilidade de uma furcao de
onda com rumero de ond& = 1. As cores mais claras indicam valores mai-
ores de densidade de probabilidade, enquanto que o preto signi ca densidade
de probabilidade nula. Os crculos possuem raid?; = z,3.=k e Ry = z,.,=k.

Os parametros do potencial sao considerados in nitos, = ,!1 . Devido

a ressonéancia observa-se que existe funcao de onda dentro das circunferéncias.

Figura 3.7: Gia co de cores para a furcao de onda espalhada por uma cir-
cunferéncia com raioR = z,,=k. Esse raioe o mesmo valor do raio da cir-
cunferéncia externa da gura 3.6. Para poder comparar com o caso de duas
circunferéncias, foi escolhido o mesmo esquema de cores e mesmo rumero de
onda. Essa furcao de ondae exatamente a mesma que aquela da gura 3.6.
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

nas guras 3.8.a e 3.8.b, respectivamente. O rumero de onda usado nesse
exemploek = 2, o raio do crculo internoe R; =1, o raio do crculo externo
R, = 3, os parametros dos potenciais saqg = 0:5 e , = 3, de modo que a

razao possui valor,
R1 1

Rz 2

0:056 1 (3.106)

Deve-se notar que foram feitos ga cos de cores das densidades de proba-
bilidades para o caso fora da condcao de invisibilidade, que podem ser vistos
nas guras 3.8.c e 3.8.d. Nesse caso, o de visibilidade, os raios sao exata-
mente 0S mesmo das anteriores, entretanto as constantes de intensidade do
potencial sao ; =1 e , =0:5, fazendo com que a razde; =R, , 0:6.
Com o objetivo de comparar as guras 3.8.a e 3.8.b, foi calculada a difererca

percentual entreDo, a densidade de probabilidade fora dos crculos,

_ o5y T s y)iF .

Do, M

(3.107)

onde M e o maior valor dej oj2. Na gura 3.9 foi percebido que o maior
valor da difererca percentualeD¢, = 4:52%, portanto pode-se a rmar que

as furcees de onda fora das circunferéncias sao pioximas. Foram calculados
os desvios de fase para cada caso, como pode ser visto na tabela 3.2. Na
guarta coluna da tabela pode ser vista a difererca relativa percentual. A
mesma e calculada atraves do nodulo da difererca dos desvios de fase e
dividida pelo desvio de fase relacionado a uma circunferéncia. Foi calculada
essa difererca com o objetivo de veri car 0 quao poximo o caso com duas
circunferéncia esth do caso de uma circunferéncia. Nesse exemplo, pode-se
notar que a maior difererca relativa percentual ocorre parb= 3, que possui

valor poximoa 9 :3%.

46



3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

Figura 3.8: Gra co de cores da densidade de probabilidade. O raio das
circunferéncias externas das guras a) e b) e as das guras c) e d) valem
R, = 3, enquanto que o raio interno das circunferéncias das guras a) e c)
saoR; = 1. Os potenciais da gura a) possui parametros que pertencem
a condcao de invisibilidade, fazendo com que a densidade de probabilidade
na parte externaa circunferéncia se assemelhe a da gura b). Em contraste,
0S parametros referentes aos potenciais da gura c) nao sao \alidos para a
condcao de invisibilidade, ou seja, a densidade de probabilidade, na regiao
exteriora circunferéncia maior, e diferente daguela presente na gura d).
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3.5. Multiplas paredes de contorno circulares

Figura 3.9: Gia co da difererca percentual Do, calculada pela difererca das
densidades de probabilidades dos espalhamentos presentes nas guras 3.8.a
e 3.8.b. O cilindro em preto representa a circunferéncia.

3.5.5 Miltiplas circunferéncias

Nessa subsecao sela apresentada a solwcao para a furcao de onda espa-
Ihada por N circunferéncias. Nessa generalizacao paha circunferéncias

conceéntricas, serao assumidas as notacoees,
Ri<R,<::<Ry; (3.108)

e para as furcees cilndricas (Bessel e Hankel), sea usada a mesma que

a equecao (3.84), e para cada circunferéncia de raiky e associado um
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